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Введение 

Предла#аемое� �чебное� пособие� является� введением� в� теорию� нечет-
�их�множеств�—�само#о�«модно#о»�раздела�современной�математи�и.�
Почем��же� теория� множеств,� сравнительно�молодой� раздел� матема-
ти�и,� достаточно� быстро� находит� применение� пра�тичес�и� во� все�
сферах� деятельности?� Объяснение� этом�� фа�т�� относительно� про-
стое.� Дело� в� том,� что� теория� нечет�их� множеств� есть� современный�
аппарат� формализации� различных� видов� неопределенностей,� возни-
�ающих�при�моделировании�широчайше#о��ласса�реальных�объе�тов�
любой�природы.�Заметим,�что�первый�этап�формализации�пра�тиче-
с�и�любо#о�процесса�(объе�та)�—�это�описание,�использ�ющее�слова�
естественно#о�язы�а.�В�рам�ах�же�теории�нечет�их�множеств�разра-
ботаны� методы� формализации� именно� та�о#о� рода� содержательных�
понятий,�что�позволяет�применять�теорию�нечет�их�множеств�в�тра-
диционно�«#�манитарных»�областях,�та�их��а�,�например,�э�ономи�а.�
В��ачестве�примера�приведем�ряд�э�ономичес�их�понятий:�«высо�ий�
�ровень� инфляции»,� «�стойчивое� положение� на� рын�е»,� «средний�
�ровень� доходов»� и�т.�д.,� �оторые� можно� формализовать� примени-
тельно��� �он�ретном�� э�ономичес�ом��процесс��или� явлению� с�ис-
пользованием�аппарата�теории�нечет�их�множеств.�
Та�им� образом,� математичес�ий� аппарат� теории� нечет�их� мно-

жеств� позволяет� моделировать� расс�ждения� челове�а,� а� следова-
тельно,�сфера�применения�этой�теории�необычайно�широ�а�и��аса-
ется�решения��а��техничес�их,� та��и� #�манитарных�задач.�Необхо-
димость�на�пра�ти�е�постоянно�принимать�решения�в��словиях�не-
полной� и� нечет�ой� информации� по�азывает,� что� теория� нечет�их�
множеств�является�страте#ичес�им�инстр�ментом��правления�слож-
ными�системами.�Техноло#ии�и�ал#оритмы,�разработанные�в�рам�ах�
этой�теории,�являются��ниверсальными�по�применимости.�
Впервые� термин� «нечет�ие� множества»� (Fuzzy� Sets)� предложил�

амери�анс�ий��ченый�Л.�Заде�в�1965�#.�Именно�е#о�идеи�дали�тол-
чо��для�развития�«нечет�ой�математи�и»,�в�лючающей�в�себя�наря-
д��с�аппаратом�нечет�их�множеств�и�др�#ие�приемы�работы�с�неоп-
ределенностью.�



Введение�8 

Основная�идея�Л.�Заде�состоит�в�расширении��лассичес�о#о��ан-
торовс�о#о� понятия� множества.� Если� ф�н�ция� принадлежности�
«обычно#о� множества»� может� принимать� толь�о� два� значения�—�
0�или�1,�то�в�сл�чае�нечет�о#о�(fussy)�множества�ее�значения�запол-
няют� весь� отрезо�� [0,� 1].� В� терминах� теории� нечет�их� множеств�
Л.�Заде� определил� понятие� лин#вистичес�ой� переменной,� а� та�же�
разработал�аппарат�для�описания�неопределенностей�и�нечет�остей�
процессов�интелле�т�альной�деятельности�челове�а.�
В�настоящее�время�заметно��величилось��оличество�диссертаци-

онных�работ,�моно#рафий�и�статей,�в��оторых�рассматриваются�раз-
личные� аспе�ты� теории� нечет�их�множеств.�Одна�о� �чебной� лите-
рат�ры�по�теории�нечет�их�множеств�и�ее�приложениям�явно�недос-
таточно.�Настоящее��чебное�пособие�призвано�восполнять� этот�не-
достато�.�
Работа�с�пособием�подраз�мевает�тщательное�из�чение�теорети-

чес�о#о�материала,�а���ратный�разбор�всех�примеров�и�выполнение�
задач�для�самостоятельной�работы,�имеющихся�в��онце��аждой�#ла-
вы.� Пра�тичес�ая� направленность� �чебно#о� пособия� обеспечена�
примерами�ал#оритмов�решения�э�ономичес�их�задач�с�использова-
нием�аппарата�теории�нечет�их�множеств.�
Предложена� реализация� ал#оритмов� в� эле�тронной� таблице�

Excel.�
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1. Нечеткие множества 

и операции над ними 

1.1. Примеры обычных и нечетких 

множеств 

Множество�—� это� неопределяемое� понятие�математи�и.� Геор#�Кан-
тор�(1845–1918)�—�немец�ий�математи�,�чьи�работы�лежат�в�основе�
современной�теории�множеств,�#оворил:�«…множество�—�это�мно#ое,�
мыслимое��а��единое».�
Каждый�раздел�математи�и�использ�ет�свои�множества.�Начиная�

решать��а��ю-либо�задач�,�прежде�все#о�определяют�множество�тех�
объе�тов,� �оторые� б�д�т� в� ней� рассмотрены.� Например,� в� задачах�
математичес�о#о�анализа�из�чают�всевозможные�числа,�их�последо-
вательности,�ф�н�ции�и�т.�п.�
Множество,� в�лючающее� в� себя� все� объе�ты,� рассматриваемые�

в�задаче,�называют��ниверсальным�множеством�(для�данной�задачи).�
Универсальное� множество� принято� обозначать� б��вой� U.� Универ-
сальное� множество� является� ма�симальным� множеством� в� том�
смысле,�что�все�объе�ты�являются�е#о�элементами,�т.�е.��тверждение�
x∉U� в� рам�ах� задачи� все#да� истинно.� Минимальным� множеством�
является�п�стое�множество�∅ ,��оторое�не�содержит�ни�одно#о�эле-
мента.�
Все�множества,�рассматриваемые�в�данной�задаче,�являются�под-

множествами�множества�U.�Напомним,� что�множество�A� называют�
подмножеством�множества�B,�если�все�элементы�A�являются�та�же�
элементами�B.� Задание�множества� A �—� это�правило,� позволяющее�
относительно�любо#о� элемента�x� �ниверсально#о�множества� U �од-
нозначно��становить,�принадлежит�x�множеств��A�или�не�принадле-
жит.�Др�#ими�словами,�это�правило,�позволяющее�определить,��а�ое�
из�дв�х�выс�азываний,�x�∉�A�или�x�∉�A,�является�истинным,�а��а�ое�
ложным.�
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Одним�из�способов�задания�множеств�является�задание�с�помо-
щью�хара�теристичес�ой�ф�н�ции.�

Определение�1.1.�Хара�теристичес�ой�ф�н�цией�множества�
A �называют�ф�н�цию�μA(x),�заданн�ю�на��ниверсальном�множестве�
U�и�принимающ�ю�значение�единица�на�тех�элементах�множества�U,�
�оторые�принадлежат�A,�и�значение�н�ль�на�тех�элементах,��оторые�
не�принадлежат�A:�

�
если 

если 

0, ;
( )

1,
A

x A

x

x A

μ
⎧ ∉⎪⎪= ⎨
⎪ ∈⎪⎩ ∈( ).x U

� (1.1)�

В��ачестве�примера�рассмотрим��ниверсальное�множество�U={1,�
2,�3,�...,�10}�и�два�е#о�подмножества:�A�—�множество�чисел,�меньших�
7,�и�B�—�множество�чисел,�немно#о�меньших�7.�Хара�теристичес�ая�
ф�н�ция�множества�A�имеет�вид�

����������������������������
если 

если 

1, 7;
( )

0, 7.
A

x

x

x

μ
⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ ≥⎪⎩

�

Записать�хара�теристичес��ю�ф�н�цию�множества�B,�использ�я�
лишь�0�и�1,�невозможно.�Например,�в�лючать�ли�в�B�числа�1�и�2?�
«Намно#о»� или� «ненанемно#о»� число� 3� меньше� 7?� Ответы� на� эти�
и�подобные�им�вопросы�мо#�т�быть�пол�чены�в�зависимости�от��с-
ловий�задачи,�в��оторой�использ�ются�множества�U�и�B,�а�та�же�от�
с�бъе�тивно#о�вз#ляда�то#о,��то�решает�эт��задач�.�
Множество�A�в�данном�примере�является�обычным�множеством1,�

множество�B�—�нечет�им�множеством.�При�составлении�хара�тери-
стичес�ой�ф�н�ции�μB(x)�решающий�задач��(э�сперт)�может�выс�а-
зать�свое�мнение�относительно�то#о,�в��а�ой�степени��аждое�из�чи-
сел� множества� U� принадлежит� множеств�� B.� В� �ачестве� степени�
принадлежности�можно�выбрать�любое�число�с�отрез�а� [0,�1].�При�
этом� μB(x)�=� 1� означает� полн�ю� �веренность� э�сперта� в� том,� что�
x1∈B;�μB(x2)�=�0�—�столь�же�полн�ю��веренность,�что�x2∉B;�μB(x3)�=�
= 0,5� #оворит� о� том,� что� э�сперт� затр�дняется� в� ответе� на� вопрос,�
принадлежит�ли�x3�множеств��B�или�не�принадлежит.�Если�μB(x)�>�0,5,�
то�э�сперт�с�лонен�отнести�x���множеств��B,�если�же�μB(x)�<�0,5,�то�
не�с�лонен.�

������������������������������������������������
1� В�литерат
ре�прила�ательное�«обычный»�в�сочетании�со�словом�«множе-
ство»� пиш
т� в� �авыч�ах.�Одна�о,� чтобы� не� за�ромождать� те�ст,� в� даль-
нейшем��авыч�и�б
дем�оп
с�ать.�
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Установленные�э�спертом�значения�степени�принадлежности�не-
чет�ом��множеств��B��аждо#о�из�элементов��ниверсально#о�множе-
ства�U�представляют�собой�ф�н�цию,�определенн�ю�на�множестве�U�
и� принимающ�ю� значения� на� отрез�е� [0,1].�Та��ю�ф�н�цию�назы-
вают�ф�н�цией� принадлежности� нечет�ом�� множеств�� B.� Ф�н�-
ция�принадлежности�отражает�с�бъе�тивный�вз#ляд�специалиста�на�
задач�,�вносит�индивид�альность�в�ее�решение.�
Хара�теристичес��ю� ф�н�цию� μA(x)� обычно#о� множества� A�

можно� рассматривать� �а��ф�н�цию�принадлежности� этом��множе-
ств�,�но,�в�отличие�от�нечет�о#о�множества,�μA(x)�принимает�лишь�
одно�из�дв�х�значений:�0�или�1.�
Та�,�если�U={1,�2,�…,�10},�A�—�множество�чисел,�меньших�7,�B�—�

множество�чисел,�немно#о�меньших�7,�то�μA(x)�и�μB(x)�можно�пред-
ставить�в�виде�след�ющей�таблицы:�

x(x∉U)� 1� 2� 3� 4� 5� 6� 7� 8� 9� 10�

μA(x)� 1� 1� 1� 1� 1� 1� 0� 0� 0� 0�

μB(x)� 0� 0� 0,5� 0,6� 0,8� 0,9� 0� 0� 0� 0�

В�литерат�ре�(например,�[2])�использ�ется�более��омпа�тная�за-
пись��онечных�или�счетных�нечет�их�множеств.�Та�,�вместо�приве-
денно#о� выше� таблично#о� представления� подмножеств� A� и� B,� эти�
подмножества�можно�записать�след�ющим�образом:�

A�=�1/1+1/2+1/3+1/4+1/5+1/6;�

B�=�0,5/3+0,6/4+0,8/5+0,9/6.�

В� приведенных� равенствах� ��азаны� значения� ф�н�ции� принад-
лежности� для� соответств�ющих� элементов� множества� U,� зна�� «+»�
означает�объединение�одноэлементных�подмножеств�U,�для��оторых�
значения� ф�н�ции� принадлежности� больше� н�ля.� Та�ое� объедине-
ние� называют� нес�щим� множеством,� или� носителем� соответст-
в�юще#о�нечет�о#о�множества.�Та�,� нес�щее�множество�для� B � со-
стоит�из�чисел:�{3,�4,�5,�6}.�
Общая�форма�записи�нечет�о#о�подмножества�для�сл�чаев,��о#да�

U��онечно�или�счетно,�имеет�вид�

� μ
1

( ) / ( )
n

A i i i

i

A u u u U

=

= ∈∑ .� (1.2)�
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Элемент� множества� U,� на� �отором� значение� ф�н�ции� принад-
лежности� равно� 0,5,� называют�точ�ой� перехода.� Точ�ой� перехода�
для� множества� B� в� рассмотренном� выше� примере� является� x=3.�
Точ�а�перехода�—�это�точ�а,�о��оторой�мнение�э�сперта�можно�вы-
разить�словами�«неизвестно»,�«не�определено»�и�т.�п.�
Если�ф�н�ция�принадлежности�нечет�о#о�множества�дости#ает�1,�

то�множество�называют�нормальным,�если�не�дости#ает�—�с�бнор-
мальным.�Пос�оль���в�разобранном�примере�ни�одно�из� значений�
μB(x)�не�дости#ло�свое#о�возможно#о�ма�симально#о� значения�—�1,�
то�B�—�нечет�ое�с�бнормальное�множество.�
С�бнормальное� множество� можно� нормировать,� разделив� все�

значения� ф�н�ции� принадлежности� на� ее� наибольшее� значение.�
Множество�B�после�нормирования�примет�след�ющий�вид:�

норм

5 2 8
/ 3 / 4 / 5 1/ 6

9 3 9
B = + + + .�

В� не�оторых� сл�чаях� �добно� #рафичес�ое� представление� нечет-
�их�множеств�в�виде�диа#рамм�Заде�(рис.�1.1).�

 

Рис�1.1.�Графичес�ое�изображение�ф�н�ций�принадлежности�обычно�о�множества�А�
и�нечет�о�о�множества�B�(диа�рамма�Заде)�

Рассмотрим�др�#ой�пример.�П�сть� = ∈ ≤ ≤{ , : 1 3}U x x R x �—�рост�
взросло#о�челове�а�в�метрах;�A�—�высо�ий�рост,�B�—�средний�рост,�
C�—� малень�ий� рост.� Множества� A,� B� и� C� являются� нечет�ими.�
В�данном�примере� нес�щими�множествами� для� них� являются� про-
меж�т�и�числовой�оси.�На�рис.�1.2�представлены�#рафи�и�возмож-
ных�ф�н�ций�принадлежности��аждо#о�из�этих�множеств.�
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Рис.�1.2.�Возможные��рафи�и�ф�н�ций�принадлежности�нечет�им�множествам�

Нес�щие�множества�для�A,�B�и�C:�UA�=�(1,7;�2,8),�UB�=�(1,6;�2,1),�
UC�=�(1,0;�2,05).�Ф�н�ция�μB(x)�имеет�единственный�ма�сим�м.�Та-
��ю� ф�н�цию� называют� �нимодальной.� Все� три� множества,� A,� B�
и�C,� являются� нормальными,� та�� �а�� дости#ают� наибольше#о� воз-
можно#о� значения�—� 1.�По� анало#ии� с� �онечными� нечет�ими�мно-
жествами,�запишем�A,�B�и�C�в�след�ющей�форме:�

μ ( ) /

A

A

U

A u u= ∫ ,� μ ( ) /

B

B

U

B u u= ∫ ,� μ ( ) /

C

C

U

C u u= ∫ .�

В�общем�сл�чае�нечет�ое�множество�A�с�непрерывным�носителем�
U�б�дем�обозначать�символом�

� μ ( ) /
A

U

A u u= ∫ .� (1.3)�

Использование� символа� μ ( ) /
A

U

A u u= ∫ � не� означает� инте#риро-

вания,� но� предпола#ает,� �а�� и� в� сл�чае� использования� символа�

μ
1

( ) /
n

A i i

i

u u

=

∑ �(см.�форм�л�� (1.2) ),�объединение�по�всем�элементам�

нес�ще#о� множества� U.� Зна�� инте#рала� по�азывает,� что� нес�щее�
множество,�в�отличие�от�форм�лы� (1.2) ,�является�частью�числовой�
оси.�Пос�оль���объединение�множеств�называют�та�же�ло#ичес�ой�

с�ммой� (см.,� например,� [13]),� оба� эти� символа,� μ ( ) /

A

A

U

u u∫ �

и� μ
1

( ) /
n

A i i

i

A u u

=

=∑ �( )
i

u U∈ ,�б�дем�читать�«с�мма�по�множеств��U ».�
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Приведем� примеры� записи� нечет�их� множеств� с� помощью� раз-
личных�символов.�

1.� U�=�[33,�42]�—�диапазон�температ�ры�тела�челове�а.�

A�—�нормальная�температ�ра;�B�—�повышенная�температ�ра;�C�—�
высо�ая�температ�ра;�D�—�очень�высо�ая�температ�ра.�

Ф�н�ции�принадлежности�множеств�A,�B,�C�и�D� заданы�#рафи-
�ами�(рис.�1.3).�

 
Рис.�1.3.�Ф�н�ции�принадлежности�нечет�их�множеств�A,�B,�C�и�D�

Каждый� из� #рафи�ов,� изображенных� на� рис.� 1.3,� соответств�ет�
определенной�форм�ле:�

μ
⎧ − ≤ <⎪⎪⎪⎪= ≤ <⎨
⎪⎪⎪ − ≤ <⎪⎩

10 / 3 120, 36 36,3;

( ) 1, 36,3 36,8;

185 5 , 36,8 37;

A

t t

t t

t t

�μ
⎧ − ≤ <⎪⎪⎪⎪= ≤ <⎨
⎪⎪⎪ − ≤ <⎪⎩

2,5 92, 36,8 37,2;

( ) 1, 37,2 37,6;

95 2,5 , 37,6 38;

B

t t

t t

t t

�

μ
⎧ − ≤ <⎪⎪=⎨
⎪ ≤ <⎪⎩

5 189, 37,8 38;
( )

1, 38 42;
C

t t
t

t
;����

38,5 38,5 39,5;
( )

1, 39,5 42.
D

t t
t

t
μ

⎧ − ≤ <⎪⎪= ⎨
⎪ ≤ <⎪⎩

�

Запишем�множества�A,�B,�C� и�D� в�форме� с�мм�по�их� нес�щим�
множествам�

= [36, 37)
A

U ,� = [36,8; 38)
B

U ,� = [37,8; 42)
C

U ,� =
D

U �[38,5; 42] :�

μ
36 37 36 36,3 36,3 36,8 36,8 36,8

10
( ) / 120 / 1/ (185 5 ) / ;

3
A

t t t t

A t t t t t t t

≤ < ≤ < ≤ < ≤ <

⎛ ⎞⎟⎜= = − + + −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫

� μ
≤ < ≤ < ≤ < ≤ <

= = − + + −∫ ∫ ∫ ∫
36,8 38 36,8 37,2 37,2 37,6 36,8 36,8

( ) / (2,5 92) / 1/ (95 2,5 ) / ;
B

t t t t

B t t t t t t t �
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μ
37,8 42 37,8 38 38 42

( ) / (5 189) / 1/ ;
C

t t t

C t t t t t

≤ < ≤ < ≤ <

= = − +∫ ∫ ∫ �

μ
≤ < ≤ < ≤ <

= = − +∫ ∫ ∫
38,5 42 38,5 39,2 39,5 42

( ) / ( 38,5) / 1/ .
D

t t t

D t t t t t �

2.� И#ра�в��ости�за�лючается�в�подбрасывании�дв�х�и#ральных��ос-
тей�—���би�ов,�на��аждой�#рани��оторых�выставлены�оч�и�от�1�
до�6.�И#ро��делает�след�ющие�став�и:�на�выпадение�числа�оч�ов�
от�2�до�4�он�ставит�5�р�б.,�от�5�до�7�—�10�р�б.,�от�8�до�10�—�20�
р�б.,�от�11�до�12�—�10�р�б.�П�сть�став�и,�сделанные�и#ро�ом,�—�
это� значения� ф�н�ции� принадлежности� нечет�ом�� множеств��
A �—� ожидаемое� число� оч�ов,� выпадающих� при� подбрасывании�
дв�х� и#ральных� �остей.�Носителем� нечет�о#о� множества� A � яв-
ляется�множество�U�=�{2,�3…,�12}.�Нормир�ем�множество�A,�раз-
делив� все� став�и� на� ма�симальн�ю� став���—� 20� р�б.� Запишем�
множество�A�в�трех�различных�формах:�

1)� табличной:�

ui�—�число�
выпавших�оч�ов�

2,3,4� 5,6,7� 8,9,10� 11,12�

μA(ui)� 0,025� 0,5� 1� 0,5�

2)� в�виде�поэлементной�с�ммы�по�множеств��U:�

A�=�0,025/2�+�0,025/3�+�0,025/4�+�0,5/5�+�0,5/6�+�0,5/7�+�0,5/11�+��

+�0,5/12�+�1/8�+�1/9�+�1/10;�

3)� �а��с�мм��по�множеств��U:�

μ
= = = = =

= = + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑
12 4 7 10

2 2 5 5 11,12

( ) / 0,025 / 0,5 / 1/ 0,5 /
A i i i i i i

i i i i i

A u u u u u u .�

В�за�лючение�дадим�определения�введенных�понятий.�
Определение� 1.2.� Нечет�им� множеством� A� называют� пар��

(U,�μA(u)),�#де�U�—��ниверсальное�множество,�μA(u)�—�ф�н�ция,�оп-
ределенная� на� множестве� U� и� принимающая� значения� на� отрез�е�
[0,1].� Ф�н�цию� μA(u)� называют� ф�н�цией� принадлежности�
нечет�о#о�множества�A.�
Нечет�ое�множество�A�записывают�в�виде�(1.2),�если�U�дис�рет-

но,�и�в�виде�(1.3),�если�U�непрерывно.�
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Определение� 1.3.�Нес�щим�множеством,� или� носителем,� не-
чет�о#о�множества�A�называют�подмножество�множества�U,�состоя-
щее�из�элементов,�на��оторых�μA(u)�>�0.�
В�выражениях�(1.2)�и�(1.3),��а��правило,���азываются�лишь�эле-

менты�нес�ще#о�множества.�
Определение�1.4.�Точ�ой�перехода�нечет�о#о�множества� A �на-

зывают�элемент�множества�U,�на��отором�μA(u)�=�0,5.�
Точе�� перехода� может� быть� нес�оль�о.� Если� э�сперт,� опреде-

ляющий�значения�μA(u),�затр�дняется�в�выборе,�то�на�этом�элементе�
u�нес�ще#о�множества�дости#ается�ма�симальная�нечет�ость�множе-
ства�A�и�μA(u)�=0,5.�

Определение�1.5.�Нечет�ое�множество�A�называют�нормальным,�
если�с�ществ�ет�u0(u0∈U)� та�ое,� что�μA(u0)�=� 1,�и�с�бнормальным�
в�противном�сл�чае.�
С�бнормальное�нечет�ое�множество�A�можно�нормировать,� раз-

делив�все�значения�μA(u)�на� μsup ( )
A

U

u .�(Напомним,�что� μsup ( )
A

U

u �—�

наименьшее� из� чисел� s,� для� �оторых� выполняется� неравенство� s� ≥�
≥�μA(u)�для�всех�u0(u0∈U)).�

Определение� 1.6.� Ф�н�цию� принадлежности� μA(u)� нечет�о#о�
множества�A� называют� �нимодальной,� если� μsup ( )

A
U

u � дости#ается�
лишь�в�одной�точ�е�множества�U.�

Определение� 1.7.� Диа�рамма� Заде�—� представление� нечет�о#о�
множества�в�виде�#рафи�а�е#о�ф�н�ции�принадлежности�в��оорди-
натах�(U,μA(u))�на�плос�ости�это#о�де�артова�произведения.�

Определение� 1.8.� Син�ельтон�—� пара� (x,μA(u)),� #де� на� первом�
месте�стоит�элемент�x∈U,� а�на�втором�—�е#о�степень�принадлежно-
сти.�Син#ельтон�называется�чет�им,�если�μA(x)�=�1.�

1.2. Множества α-уровня 

Определение� 1.9.� Множеством� α-�ровня� нечет�о#о� множества�
(U,�μA)�называют�обычное�множество,�состоящее�из�всех�тех�элемен-
тов� �ниверсально#о� множества� U,� для� �оторых� выполняется� нера-
венство�μA�>�α.�
Множества�α-�ровня,��а��б�дет�ясно�в�дальнейшем,�широ�о�ис-

польз�ются�при�оперировании�с�нечет�ими�множествами.�Это�одно�
из�важных�понятий�теории�нечет�их�множеств.�
Рассмотрим�след�ющий�пример,�обратив�особое�внимание�на�ис-

польз�ем�ю�символи��.�
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П�сть�A�=�0,1/1�+�0,3/2�+�0,4/5�+�0,7/6�+�0,8/9�+�1/10�и�α�∈�{0,1;�
0,3;�0,5;�0,7;�0,9}.�Составим�множества�α-�ровня�для�всех�возможных�
значений�α:�

A0,1�=�{1,�2,�5,�6,�9,�10};�

A0,3�=�{2,�5,�6,�9,�10};�

A0,5�=�{6,�9,�10};�

A0,7�=�{6,�9,�10};�

A0,9�=�{10}.�

Множество�0,1·A0,1�=� % 0,1A �—�это�нечет�ое�множество�

= ⋅ = + + + + +

%

0,1 0,1
0,1 0,1/1 0,1/ 2 0,1/ 5 0,1/ 6 0,1/ 9 0,1/10A A �

с�ф�н�цией�принадлежности�μ
%

0.1 0,1
A

≡ .�
Анало#ично�

= ⋅ = + + + +

%

0,3 0,3
0,3 0,3/ 2 0,3/ 5 0,3/ 6 0,3/ 9 0,3/10A A ,�μ ≡

%

0,3 0,3
A

;�

= ⋅ = + +

%

0,5 0,5
0,5 0,5 / 6 0,5 / 9 0,5 /10A A ,� μ ≡

%

0,5 0,5
A

;�

= ⋅ = + +

%

0,7 0,7
0,7 0,7 / 6 0,7 / 9 0,7 /10A A ,� μ ≡

%

0,7 0,7
A

;�

= ⋅ =

%

0,9 0,9
0,9 0,9 /10A A ,�μ ≡

%

0.9 0,9
A

.�

Составим�нечет�ое�множество� %A ,�выполнив�последовательно�два�
действия:�

1.� Объединим�множества� % 0,1A ,� % 0,3A ,� % 0,5A ,� % 0,7A ,� % 0,9A :�

%

0,1
A + %

0,3
A + %

0,5
A + %

0,7
A + %

0,9
A =

0,10,1 A⋅ +

0,30, 3 A⋅ +

0,50,5 A⋅ +

+ ⋅ +
0,7

0,7 A ⋅

0,9
0,9 A = +0,1/1 +0,1/ 2 +0,1/ 5 +0,1/ 6 +0,1/ 9

+ 0,1/10 + +0,3 / 2 +0,3 / 5 +0,3 / 6 +0,3 / 9 0,3 /10+ +0,5 / 6

+ +0,5 / 9 0,5 /10 + +0,7 / 6 +0,7 / 9 0,7 /10 +0,9 /10 = +0,1/1

+ ∨ +(0,1 0,3) / 2 ∨ +(0,1 0,3) / 5 ∨ ∨ ∨ +(0,1 0,3 0,5 0,7) / 6 �

+ ∨ ∨ ∨ +(0,1 0,3 0,5 0,7) / 9 ∨ ∨ ∨ ∨(0,1 0,3 0,5 0,7 0,9) /10. �

ПРИМЕЧАНИЕ   

Здесь� и� в� дальнейшем� символом� ло�ичес	ой� с�ммы� ∨ � б�дем� обозначать�
операцию�нахождения�с�прем�ма.�

2.� Из� значений�ф�н�ции� принадлежности,� соединенных� зна�ами� ло-
#ичес�их� с�мм,� выберем� наибольшее� (с�прем�м)� и� б�дем� считать�
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е#о�значением�ф�н�ции�принадлежности�нечет�о#о�множества� %A �
на�соответств�ющем�элементе�нес�ще#о�множества:�

%A= + + + + +0,1/1 0,3 / 2 0,3 / 5 0,7 / 6 0,7 / 9 0,9 /10 .�

В� данном� сл�чае� %A A≠ ,� та�� �а�� μ =(5) 0, 4
A

≠ μ =
%

(5) 0, 3
A

;�
�(9) 0,8

A
= ≠�

%

(9) 0,7
A

= .�Одна�о�если�бы�множество�значений�α�
в�лючало� все� значения�ф�н�ции� принадлежности� множества�A,�
то�множества�A�и� %A �совпали�бы.�

Подтвердим�это�след�ющим�примером.�
П�сть� �ниверсальным� множеством� является� множество� нат�-

ральных�чисел�N�=�{1,�2,�3,…}.�Нечет�ое�множество�A�—�числа,�при-
мерно�равные�5,�причем�

A�=�0,3/2�+�0,7/3�+�1/4�+�1/5�+�0,9/6�+�0,5/7�+�0,2/8�+�0,1/9.�

Отсюда� след�ет,� что� нес�щим� множеством� является� множество�
UA�=�{2,3,4,5,6,7,8,9},�множеством�значений�ф�н�ции�принадлежно-
сти�—�μA(x)�∈�M�=�{0,1;�0,2;�0,3;�0,5;�0,7;�0,9;�1}.�
Составим�все�множества�α-�ровня,� #де�α∈Д�=�{0,1;� 0,2;� 0,3;� 0,4;�

0,5;�0,6;�0,7;�0,8;�0,9;�1}:�

A0,1
={2,�3,�4,�5,�6,�7,�

8,�9};�
A0,2

={2,�3,�4,�5,�6,�
7,�8};�

A0,3
={2,�3,�4,�5,�6,

7};�
A0,4

={3,�4,�5,�6,�
7};�

A0,5
={3,�4,�5,�

6,�7};�

A0,6
={3,�4,�5,�6};� A0,7

={3,�4,�5,�6};� A0,8
={4,�5,�6};� A0,9

={4,�5,�6};� A1
={4,�5}.�

Обратим�внимание�на�то,�что�M�⊆�Д.�
Выпишем�все�множества�α-�ровня�и�соответств�ющие�им�нечет-

�ие�множества�и�затем�объединим�нечет�ие�множества:�

= ⋅ = + + + + + + +

= ⋅ = + + + + + +

= ⋅ = + + + + +

= ⋅ = + +
+

%

%

%

%

0,1 0,1

0,2 0,2

0,3 0,3

0,4 0,4

0,1 0,1/ 2 0,1/ 3 0,1/ 4 0,1/ 5 0,1/ 6 0,1/ 7 0,1/ 8 0,1/ 9

0,2 0,2 / 2 0,2 / 3 0,2 / 4 0,2 / 5 0,2 / 6 0,2 / 7 0,2 / 8

0,3 0,3/ 2 0,3/ 3 0,3/ 4 0,3/ 5 0,3/ 6 0,3/ 7

0,4 0,4 / 3 0,4 / 4 0,4 /

A A

A A

A A

A A

α

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ + +⎪⎪
⎨
⎪ = ⋅ = + + + +⎪
⎪
⎪

= ⋅ = + + +⎪
⎪
⎪
⎪ = ⋅ = + + +⎪
⎪
⎪

= ⋅ = + +⎪⎪⎩

=

%

%

%

%

% %

0,5 0,5

0,6 0,6

0,7 0,7

0,8 0,8

5 0,4 / 6 0,4 / 7

0,5 0,5 / 3 0,5 / 4 0,5 / 5 0,5 / 6 0,5 / 7

0,6 0,6 / 3 0,6 / 4 0,6 / 5 0,6 / 6

0,7 0,7 / 3 0,7 / 4 0,7 / 5 0,7 / 6

0,8 0,8 / 4 0,8 / 5 0,8 / 6

A A

A A

A A

A A

A A

α α
α

α α

α
= =

= =

= ⋅ = ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∑ ∑
1 1

0,1 0,1

(0,1 0,2 )/2+(0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

)/3+(0,1 0,2 ... )/4+(0,1 0,2 ... )/5+(0,1 0,2 ... )/6+

+(0,1 0,2 0,3 0,4 )/7+(0,1 )/8+ /9.

A 0,3

0,7 1 1 0,9

0,5 0,2 0,1

 



1.2. Множества α-уровня 19 

Найдем�ло#ичес�ие� с�ммы,� выбрав� в��ачестве�их� значений�наи-
большие�сла#аемые,�выделенные�пол�жирным�шрифтом:�

%A= 0,3/2+0,7/3+1/4+1/5+0,9/6+0,5/7+0,2/8+0,1/9�=� A .�

О�ончательно�имеем�

A=

α
α

α

% %

1

0,1

A A

=

=

= ∑ =

α
α

α

α
1

0.1

A

=

=

⋅∑ .�

Очевидно,� что� анало#ичный� рез�льтат� был� бы� пол�чен� и� в� том�
сл�чае,�если�бы�множества�M�и�Д�были�равны:�M�=�Д,�т.�е.�α�пробе-
#ала�бы�лишь�те�значения,��оторые�принимает�μA.�
В�общем�сл�чае,�если�носитель�UA�нечет�о#о�множества�A�явля-

ется�дис�ретным�и�μA(x)∈M(x∈UA),�α�⊆�Д�и�M�⊆�Д,�справедливо�ра-
венство�

� A=

α α

α Α α Α

α%A A

∈ ∈

= ⋅∑ ∑ ,� (1.4)�

#де�произведение�α·Aα�обозначает�присваивание�элементам�обычно-
#о�множества�Aα�степени�принадлежности�α,�иными�словами,�обра-
щение�е#о�в�нечет�ое�множество� α

%A .�
Представление�нечет�о#о�множества�в�виде�равенства�(1.4)�на-

зывают� разложением� нечет�о�о� множества� по� множествам�
�ровня.�
Если�носитель�нечет�о#о�множества�непрерывен,� то� разложение�

е#о�по�множествам��ровня�записывают�с�помощью�инте#рала:�

� A=

α αα%

1 1

0 0

A A= ⋅∫ ∫ .� (1.5)�

Ка��и�ранее,�оба�символа,� α α

α Α α Α

α%A A

∈ ∈

= ⋅∑ ∑ ,�
1 1

0 0

,A A
α αα= ⋅∫ ∫% �б�-

дем�читать�та�:�с�мма�множеств�α-�ровня,�понимая�под�этим�объе-
динение�или�ло#ичес��ю�с�мм��множеств.�
В�за�лючение�рассмотрим�еще�один,�более�сложный�пример�раз-

ложения�нечет�о#о�множества�по�множествам�α-�ровня.�
П�сть�имеем�нечет�ое�множество�A,�носителем��оторо#о�являет-

ся�отрезо��числовой�оси�x∈[1,3],�а�ф�н�ция�принадлежности�имеет�

вид�μ π= +

1
( ) (1 cos( ))

2
A
x x �(рис.�1.4).�
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Рис.�1.4.�Множество�α−�ровня�

1 2
[ , ]A x x

α
= �для�нечет�о�о�множества�A�

с�ф�н�цией�принадлежности� ( )
1

( ) 1 cos( )
2

A
x xμ π= + �

Множеством�α-�ровня�является�отрезо�� [x1,�x2],� �онцы��оторо#о�

определяются� из� �равнения� � ( )μ = + π
1

( ) 1 cos( )
2

A
x x =α ,� [1, 3]x ∈ .�

Решением�та�о#о��равнения�б�д�т�два�числа:�

α
π1

1
2 arccos(2 1)x = − − �и� α

π2

1
2 arccos(2 1)x = + − .�

Следовательно,� α α α α
π π

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥= − − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

%

1 1
2 arccos(2 1) , 2 arccos(2 1)A .�

Разложение�множества�A�по�множествам��ровня�имеет�вид�

α α α
π π

1

0

1 1
2 arccos(2 1) , 2 arccos(2 1)A

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥= − − − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ .�

Разбив�отрезо��[0,1]�на�подходящее�число�частей,�пол�чают�при-
ближенное�разложение�нечет�о�о�множества.�
Разобьем�отрезо��[0,1]�на�десять�частей,�пол�чим�дис�ретный�на-

бор� значений� α
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪∈ = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

{0;0,1;0,2; ...1} , ( 0,1, ...,10)
10

n

n .� То#да� при-

ближенное�разложение�множества�A�по�множествам��ровня�примет�
след�ющий�вид:�

π π

10

0

1 5 1 5
2 arccos , 2 arccos

10 5 5
n

n n n
A

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟≈ − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ .�
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1.3. Методы построения функций 

принадлежности 

Наиболее� �язвимым� для� �рити�и� вопросом� теории� нечет�их� мно-
жеств�является�вопрос�о�методах�построения�#лавной�хара�теристи-
�и� нечет�о#о� множества�—� ф�н�ции� принадлежности.� «Основной�
тр�дностью,�мешающей�интенсивном��применению�теории�нечет�их�
множеств�при�решении�пра�тичес�их�задач,�является�то,�что�ф�н�-
ция�принадлежности�должна�быть�задана�вне�самой�теории�и,� сле-
довательно,� ее� аде�ватность� не� может� быть� проверена� непосредст-
венно� средствами� теории.� В� �аждом� известном� методе� построения�
ф�н�ции�принадлежности�форм�лир�ются�свои�требования�и�обос-
нования���выбор��именно�та�о#о�построения»�[14,�с.�259].�
Вот�почем��в�настоящее�время,�наряд��с�теорией�нечет�их�мно-

жеств,�разрабатываются�и�применяются�др�#ие�методы�работы�с�не-
полной,� неточной,� нечет�ой� информацией� (см.,� например,� [16]).�
В�большинстве� ал#оритмов� та�� называемых� мя#�их� вычислений�
�роме�методов�теории�нечет�их�множеств�использ�ются�робастные,�
вероятностные,�интервальные�методы�и�т.�п.�
Основной��ласс�методов�построения�ф�н�ций�принадлежности�—�

методы�э�спертных�оцено�.�При�использовании�этих�методов�след�-
ет��читывать,�что�имеется�два�типа�свойств:�свойства,��оторые�мож-
но�непосредственно�измерить,�и�свойства,��оторые�являются��ачест-
венными�и�треб�ют�попарно#о�сравнения�объе�тов�с�целью�опреде-
ления� их� относительно#о� места� в� ряд�� объе�тов,� обладающих� дан-
ным� свойством.� Важным� является� та�же� и� хара�тер� измерений�
(первичный� или� производный)� и� тип� ш�алы,� в� �оторой� пол�чают�
информацию� от� э�сперта� и� �оторая� определяет� доп�стимый� вид�
операций,�применяемых���э�спертной�информации.�
В�литерат�ре� выделяют�два� основных�метода�построения�ф�н�-

ций�принадлежности�—�прямой�и��освенный.�
Прямой�метод.� При� определении� нечет�о#о� множества� э�сперт�

или� э�сперты� просто� задают� значения� ф�н�ции� принадлежности�
для��аждо#о�значения��ниверс�ма.�При�этом�не�треб�ется�слиш�ом�
точно#о�задания�ф�н�ции�принадлежности,�достаточно�фи�сации�ее�
вида�и�хара�терных�значений.�

Косвенный�метод.�Если���формализ�емо#о�объе�та�имеются�из-
меримые� свойства,� то� использ�ют� �освенные� методы� построения.�
К�та�им�методам,�например,�относят�метод�попарных�сравнений�на�
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�онечных� дис�ретных�множествах.�Для� это#о� сначала� строят� не�о-

тор�ю�матриц��
ij

A a⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
�в�предположении,�что�ее�элементы�#лавной�

диа#онали� равны� единице,� а� симметричные� относительно� #лавной�

диа#онали�—�взаимно�обратны.�Заметим,�что�
μ

μ
( )

( )
A i

ij
A j

x
a

x
= .�По-

этом�� определение� ф�н�ции� принадлежности� сводится� �� нахожде-
нию� не�оторо#о� ве�тора� μ� из� системы� линейных� �равнений�

μ = λμA ,� #де� λ �—�ма�симальное�из�возможных�собственных�значе-
ний�матрицы�А.�
Построение�ф�н�ции� принадлежности� с�орее� является� не�мате-

матичес�ой,� а� психоло#ичес�ой� проблемой,� связанной� с� индивид�-
альным� восприятием� свойств� объе�тов.�Методы� построения� ф�н�-
ций� принадлежности,� основанные� на� математичес�ой� психоло#ии,�
подробно�рассмотрены�в�работе�[14].�

Таблица 1.1. Функции принадлежности нечетких множеств «величина x мала» 

Универсальное

множество


Графи�
ф�н�ции

принадлежности


Форм�ла
ф�н�ции
принадлежности


{0}U R
+

= ∪ �

 

если

если

μ
⎧ ≤ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ >⎪⎩

1, 0 ;

0,

x a

x a

�

{0}U R
+

= ∪ �

 

eμ( ) kx
x

−

= ,� A �

{0}U R
+

= ∪ �

 

e−μ =
2

( ) kx
x ,� 0k> �
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Универсальное

множество


Графи�
ф�н�ции

принадлежности


Форм�ла
ф�н�ции
принадлежности


+= ∪ {0}U R �

 

если

если

если

μ

⎧⎪ ≤ <⎪⎪⎪ −⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪ −⎪⎪⎪⎪ <⎪⎩

1

2

1 2

2 1

2

1, 0 ;

( ) , ;

0,

x a

a x

x a x a

a a

a x

�

{0}U R
+

= ∪ �

 

если

если

μ

⎧⎪⎪ − ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨
⎪⎪ <⎪⎪⎪⎩

1
1 , 0 ;

( )
1

0,

k

k

k

ax x

a
x

x

a

�

{0}U R
+

= ∪ �

 

μ =
+ 2

1
( )

1
x

kx
,� 0k> �

{0}U R
+

= ∪ �

 

1,

πμ

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞+⎪ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟= − ⋅ − ≤ ≤⎟⎜⎨ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎝ ⎠−⎝ ⎠⎪⎪⎪⎪ <⎪⎩

0 ;

1 1
( ) sin , ;

2 2 2

0,

x a

a b
x x a x b

b a

b x

�

Таблица 1.2. Функции принадлежности нечетких множеств «величина x большая» 

Универсальное

множество


Графи�
ф�н�ции

принадлежности


Форм�ла
ф�н�ции
принадлежности


{0}U R
+

= ∪ �

 

если

если

μ
⎧ ≤ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ >⎪⎩

0, 0 ;

1,

x a

x a

�

{0}U R
+

= ∪ �

 

если

e если

μ
− −

⎧ ≤ <⎪⎪= ⎨
⎪ − ≤⎪⎩

( )

0, 0 ;
( )

1 , ;k x a

x a

x

a x

> 0k �
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Универсальное

множество


Графи�
ф�н�ции

принадлежности


Форм�ла
ф�н�ции
принадлежности


+= ∪ {0}U R �

 

если

e если

μ
− −

⎧ ≤ <⎪⎪= ⎨
⎪ − ≤⎪⎩

2( )

0, 0 ;
( )

1 , ;k x a

a x

x

a x

0k> �

{0}U R
+

= ∪ �

 

если

если

если

μ

⎧⎪ ≤ <⎪⎪⎪ −⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪ −⎪⎪⎪⎪ <⎪⎩

1

1

1 2

2 1

2

0, 0 ;

( ) , ;

1,

x a

x a

x a x a

a a

a x

�

{0}U R
+

= ∪ �

μ

0, 0 ;

1
( ) ( ) , ;

1
1,

k

k

k

x a

x a x a a x a

a

x

a

⎧⎪⎪⎪⎪ ≤ <⎪⎪⎪⎪⎪= − ≤ ≤ +⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪ <⎪⎪⎪⎩

�

{0}U R
+

= ∪ �

 

μ
⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪= ⎨ −
⎪ ≤⎪⎪ + −⎪⎩

2

2

0, 0 ;

( ) ( )
, ;

1 ( )

x a

x k x a
a x

k x a

0k> �

{0}U R
+

= ∪ �

 

πμ

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞+⎪ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟= + ⋅ − ≤ ≤⎟⎜⎨ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎝ ⎠−⎝ ⎠⎪⎪⎪⎪ <⎪⎩

0, 0 ;

1 1
( ) sin , ;

2 2 2

1,

x a

a b
x x a x b

b a

b x

�

При� построении� моделей,� в�лючающих� теорию� нечет�их� мно-
жеств,� необходимо� �делять� особое� внимание� ��азанной� проблеме.�
Но�в�дальнейшем�мы�б�дем�считать,�что�выбор�той�или�иной�ф�н�-
ции� принадлежности� обоснован� и� ф�н�ция� задана� либо� таблично,�
либо�в�виде�#рафи�а,�либо�форм�лой.�
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В�табл.�1.1�и�1.2�приведены�наиболее�часто�использ�емые�ф�н�-
ции� принадлежности� для� нечет�их� множеств� «величина� x� мала»,�
«величина� x� большая»� [7].� Для� нечет�их� множеств� «величина� x �
мала»�и�«величина� x �вели�а»�в�форм�лах�ф�н�ций�принадлежно-
сти�x�заменяется�на� x ,�областью�определения�является�вся�число-
вая�ось,�а�#рафи��симметричен�относительно�оси�ординат.�

1.4. Меры нечеткости множества 

П�сть�U�—��ниверсальное�множество.�Очевидно,�что�«самое�чет�ое»�
е#о� подмножество�—� это� обычное� множество,� ф�н�ция� принадлеж-
ности�(хара�теристичес�ая�ф�н�ция)��оторо#о�принимает�значение�
0�или�1.�«Самое�нечет�ое»�подмножество�—�это�множество,�состоя-
щее�из�точе��перехода,�в��оторых�ф�н�ция�принадлежности�прини-
мает�значение�0,5:�μ�(u)�≡�0,5.�
П�сть�A�—��а�ое-либо�нечет�ое�подмножество�множества�U.�Ес-

ли�μA(u0)�близ�о���значению�1�или�0,�то�в�лад�элемента�u0�в�нечет-
�ость�множества� A �мал.�Если�же�μA(u0)�близ�о���значению�0,5�или,�
что�то�же�самое,�значительно�отличается��а��от�1,�та��и�от�0,�то�е#о�
в�лад�в�нечет�ость�A�б�дет�значителен.�Та�им�образом,�в�лад�в�не-
чет�ость��аждо#о�элемента�множества�определяется�близостью��зна-
чения�ф�н�ции� принадлежности� на� этом� элементе� �� числам� 1� и� 0�
или�отдаленностью�от�них.�Естественно�определить�мер��нечет�ости�
все#о�множества��а��с�мм��в�ладов��аждо#о�е#о�элемента.�
Исходя�из�этих�соображений�мерой�нечет�ости�множества�A�яв-

ляется�ф�н�ция,� �оторая�множеств��A� ставит�в� соответствие�опре-
деленное�действительное�число�d(A),��довлетворяющее�след�ющим�
требованиям:�

1)� d(A)�=�0�то#да�и�толь�о�то#да,��о#да�A�—�обычное�множество;�

2)� d(A)� принимает� ма�симальное� значение� то#да� и� толь�о� то#да,�
�о#да�μ�(u)�≡�0,5;�

3)� если� при� любом� u(u∈U)� ф�н�ции� принадлежности� множеств�A�
и�B�связаны�соотношениями:�

если

если

если

μ μ μ
μ μ μ
μ μ

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ ≥ >⎨
⎪⎪⎪ − =⎪⎩

( ) ( ), ( ) 0,5;

( ) ( ), ( ) 0,5;

( ) любое, ( ) 0,5,

A B B

A B B

A B

u u u

u u u

u u

�

то�

d(A)�≤�d(B);�
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4)� если�μB(u0)�=�1�—�μA(u0),�то�d(A)�=�d(B).�(Симметричность�отно-
сительно� точ�и� перехода,� в� �оторой� ф�н�ции� принадлежности�
принимают�значение�0,5.)�

Требования� 1–4� называют� а�сиомами� меры� нечет�ости.� Чаще�
все#о�в��ачестве�меры�нечет�ости�выбирают�расстояние�от�нечет�о#о�
множества�A�до�ближайше#о���нем��обычно#о�множества�A0.�
Дадим� определение� понятия� «обычное� множество,� ближайшее�

��нечет�ом�».�
Определение� 1.9.� Обычным� множеством,� ближайшим� �� не-

чет�ом��множеств��A�с�ф�н�цией�принадлежности�μA(u)(u∈U),�
называют�подмножество�A0�множества�U,�хара�теристичес�ая�ф�н�-
ция��оторо#о�имеет�вид�

�

если

если

или если

μ
μ μ

μ

⎧ >⎪
⎪
⎪⎪= <⎨
⎪
⎪
⎪ =⎪⎩

0

1, 0,5;

0, 0,5;

1 0, 0,5.

A

A A

A

� (1.6)�

Геометричес�ий� смысл� понятия� «обычное� множество� A0,� бли-
жайшее���нечет�ом��множеств��A»�иллюстрир�ет�рис.�1.5.�

 
Рис.�1.5.�Значения�

0A A
μ μ− �при�различном�расположении�точе���рафи�ов�

ф�н�ций:�•�—�ф�н�ция�
A

μ ;� o �—�ф�н�ция�
0A

μ �

Ка��видно�на�рис�н�е,�справедливы�неравенства�

если илиμ μ μ μ− < > <

0

0,5, 0,5 0,5;
A A A A

�

μ μ− =

0

0,5,
A A

�если� μ = 0,5,
A

�

независимо�от�то#о� μ
0

1
A
= �или� μ

0

0.
A
= �
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Если�A�—�обычное�множество,�то�оно�является�ближайшим���са-
мом��себе.�Это�след�ет�непосредственно�из�определения�1.9.�
Необходимо�до#овориться�о�том,��а�им�образом�определять�рас-

стояние�межд��множествами�(чет�ими�и�нечет�ими).�Ф�н�ции�при-
надлежности�всех�множеств�на��ниверсальном�множестве�U�образ�-
ют�ф�н�циональное�множество�M.�Др�#ими�словами,�M�—�это�мно-
жество�всех�ф�н�ций,�определенных�на�U�и�принимающих�значения�
на�отрез�е�[0,�1].�Определить�расстояние�межд��элементами�множе-
ства�M�означает�наложить�метри
��на�это�множество.�Метри�а�на�
�а�ом-либо� множестве� X�—� это� ф�н�ция� ρ( , )x y ,� сопоставляющая�
�аждой�паре�элементов�x,�y�∈X�действительное�число�и�обладающая�
след�ющими�свойствами�(а�сиомы�метри�и):�

1)� а�сиома�тождества�

ρ(x,y)�≥�0,�
причем�ρ(x,�y)�=�0�то#да�и�толь�о�то#да,��о#да�x�=�y;�

2)� а�сиома�симметрии�

ρ(x,�y)�=�ρ(y,�x);�

3)� а�сиома�тре�#ольни�а�

ρ ≥ ρ + ρ( , ) ( , ) ( , )x y x z z y .�

Значение�ρ(x,�y)�называют�расстоянием�межд��элементами�x�и�y�
(x,�y ∈X).�Напомним,�что�при�из�чении�ве�торной�ал#ебры�рассмат-
ривались�множества�точе��плос�ости�или�пространства�и�для�опре-
деления� расстояний� межд�� точ�ами� A(x1,� y1,� z1)� и� B(x2,� y2,� z2)� ис-
пользовалась�та��называемая�ев�лидова�метри�а:�

2 2 2

2 1 2 1 2 1
( ) ( ) ( )AB x x y y z z= − + − + − .�

Стро#о� #оворя,� правило� вычисления� расстояний� межд�� элемен-
тами�множества�может�быть�задано�любой�форм�лой,�лишь�бы�по-
л�ченный� рез�льтат� �довлетворял� а�сиомам� метри�и.� В� ф�н�цио-
нальных�пространствах�наиболее�часто�использ�ют�два�способа�вы-
числения�расстояний�(табл.�1.3).�
Мера� нечет�ости� множества,� определенная� �а�� расстояние� от�

это#о�множества�до�ближайше#о���нем��обычно#о�множества�

d(A)�=�ρ(μA,μA0)(ui∈U),�

�довлетворяет�а�сиомам�метри�и�независимо�от�то#о,��а�ая�их�них�
(линейная�или�ев�лидова)�при�этом�использована.�



1. Нечеткие множества и операции над ними�28 

Таблица 1.3. Некоторые виды метрик функциональных пространств
1
 

Вид�множества�Вид�метри�и�

U�—�дис�ретное�множество,�
n�число�е�о�элементов�

U�=�[a,�b]�—�непрерывное�
множество�

Линейное�
расстояние�
(расстояние�
Хеммин�а)�

1

( , ) ( ) ( )ρ μ μ μ μ
=

= −∑
n

A B A i B i
i

x x ( , ) ( ) ( )ρ μ μ μ μ= −∫
b

A B A B

a

x x dx �

Ев�лидово�
расстояние� 2

1

( , ) ( ( ) ( ))ρ μ μ μ μ
=

= −∑
n

A B A i B i
i

x x
�

2( , ) ( ( ) ( ))ρ μ μ μ μ= −∫
b

A B A B

a

x x dx

Рассмотрим�пример.�П�сть�даны�нечет�ие�множества�

A�=�0,3/1�+�0,5/2�+�0,2/3�+�0,7/4�+�0,6/5;�

B�=�0,7/1�+�0,5/2�+�0,8/3�+�0,3/4�+�0,4/5;�

C�=�0,5/1�+�0,5/2�+�0,5/3.�

Обратим� внимание� на� то,� что� множества�A� и�B� �довлетворяют�
�словию�четвертой�а�сиомы�меры�нечет�ости,�т.�е.�их�ф�н�ции�при-
надлежности�симметричны�относительно�точ�и�перехода�0,5:�

μA(u)�=�1�−�μB(u),�(u�∈�{1,�2,�3,�4,�5}).�

Со#ласно� второй� а�сиоме� меры� нечет�ости,� самым� нечет�им�
множеством� должно� быть� множество� C,� та�� �а�� все� значения� μC�
равны�0,5.�Найдем�меры�нечет�ости�множеств�A,�B�и�C,�использовав�
разные� метри�и.� Для� это#о� выполним� последовательно� след�ющие�
действия:�

1)� найдем�обычные�множества,�ближайшие���A,�B�и�C:�

A0�=�0/1�+�0/2�+�0/3�+�1/4�+�1/5;�

B0�=�1/1�+�0/2�+�1/2�+�0/4�+�0/5;�

C0�=�0/1�+�0/2�+�0/3;�

������������������������������������������������
1� В�табл.�1.3�зна
и�с
ммы�и�инте�рала�означают�именно�сложение�и�инте�-
рирование,�но�не�объединение�точечных�множеств,�
а
�в�подразделах�1.1�
и�1.2.�
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2)� вычислим�мер��нечет�ости�по�линейной�метри�е:�

= − + − + − + − + − =( ) 0,3 0 0,5 0 0,2 0 0,7 1 0,6 1 1,7L
d A ,�

= − + − + − + − + − =( ) 0,7 1 0,5 0 0,8 1 0,3 0 0,4 0 1,7L
d B ,�

= − + − + − =( ) 0,5 0 0,5 0 0,5 0 1,5L
d C ;�

3)� вычислим�мер��нечет�ости�по�метри�е�Ев�лида:�

= − + − + − + − + − ≈2 2 2 2 2( ) (0, 3 0) (0,5 0) (0,2 0) (0,7 1) (0,6 1) 1,109E
d A ,�

= − + − + − + − + − ≈2 2 2 2 2( ) (0,7 1) (0,5 0) (0,8 1) (0, 3 0) (0, 4 0) 1,109E
d B ,�

= − + − + − ≈2 2 2( ) (0,5 0) (0,5 0) (0,5 0) 0,866E
d C .�

Очевидно,� что�независимо�от�выбора�метри�и�d(A)�=�d(B),� т.�е.�
принятая� мера� �довлетворяет� четвертой� а�сиоме� меры� нечет�ости.�
Но�мера�нечет�ости�множества�C�о�азалась�при�обеих�метри�ах�ни-
же,�чем�множеств�A�и�B,�что�на�первый�вз#ляд�противоречит�второй�
а�сиоме.�Одна�о�противоречие�это�толь�о��аж�щееся,�та���а��носи-
тель�множества�C�не�равен�носителю�множеств�A�и�B:�UC�=�{1,�2,�3},�
UA�=�UB�=� {1,� 2,� 3,� 4,� 5}.�Выйти�из� это#о�положения�можно�дв�мя�
способами:�во-первых,�можно�дополнить�носитель�множества�C�эле-
ментами�4�и�5,�на��оторых�ф�н�ция�μC�должна�иметь�«вполне�чет-
�ие»�значения�—�0.�Это�объяснит,�почем��множества�A�и�B�являют-
ся�более�нечет�ими,�чем�C;�во-вторых,�модифицировать�выбранн�ю�
мер��нечет�ости� та�,� чтобы�с� ее�помощью�можно�было�сравнивать�
нечет�ость�множеств�на�различных�носителях.�

ПРИМЕЧАНИЕ   

A0�—� обычное� множество,� ближайшее� �� нечет�ом�� множеств�� A,�
0

( )
A

xμ �—�

хара�теристичес�ая�ф�н�ция�множества�A0,�вычисляемая�по�форм�ле�(1.6).�

Чтобы� с� помощью� ρ(μA,μA0)� можно� было� сравнивать� нечет�ие�
множества,� имеющие� различные� носители,� надо� нормировать�
ρ(μA,μA0),�потребовав,�чтобы�для�любо#о�множества�мера�нечет�ости�
не�превышала��а�ой-то�определенный�поро#,�например�1.�Нормиро-
ванное� расстояние�ρ(μA,μA0)�межд��нечет�им�множеством�A� и� бли-
жайшим��� нем�� обычным�множеством�называют�инде�сом�нечет-

�ости� и� обозначают� IA.� Запишем� основные� форм�лы� вычисления�
инде�са�нечет�ости�(табл.�1.4).�
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Таблица 1.4. Основные формулы вычисления индексов нечеткости множеств 

Вид�множества�Вид�

метри�и�
U�—�дис�ретное�множество,�

n��число�е�о�элементов�

U�=�[a,�b]�—�непрерывное�

множество�

Линейное�
расстояние�
(расстояние�
Хеммин�а)�

0
1

2
( ) ( )μ μ

=

= −∑
n

L
A A i A i

i

I x x
n

�
0

2
( ) ( )μ μ= −

−

∫
b

L
A A A

a

I x x dx
b a

�

Ев�лидово�
расстояние�

0

2

1

2
( ( ) ( ))μ μ

=

= −∑
n

E
A A i A i

i

I x x
n

�
0

22
( ( ) ( ))μ μ= −

−

∫
b

E
A A A

a

I x x dx
b a

�

Применим� форм�лы,� приведенные� в� табл.� 1.4,� для� вычисления�
инде�сов�нечет�ости�множеств�A,�B�и�C,�рассмотренных�выше.�Учи-
тывая�форм�лы�из�табл.�1.3�и�выполненные�ранее�вычисления�рас-
стояний�межд��этими�множествами,�пол�чаем:�

= = ⋅ = = ⋅ =

= ≈ ⋅ ≈ ≈ ⋅ ≈

2 2
1,7 0,68, 1,5 1,

5 3

2 2
1,109 0,992, 0,866 1.

5 3

L L L

A B C

E E E

A B C

I I I

I I I

�

Ка��и�следовало�ожидать,�самое�нечет�ое�множество�—�множест-
во�C�—�имеет�самые�большие�инде�сы�нечет�ости.�
Та�им� образом,� чтобы� ответить� на� вопрос� «Ка�ое� из� дв�х�мно-

жеств�„более�нечет�о”?»,�надо�вычислить�и�сравнить�инде�сы�нечет-
�ости�этих�множеств.�«Более�нечет�им»�является�то�множество,��о-
торое�имеет�больший�инде�с�нечет�ости.�
Например,�даны�множества�

A�=�0,3/1�+�0,5/2�+0,7/3�+�0,9/4�+�1/5�и�

B�=�0,3/7�+�0,5/8�+�0,8/9�+�0,8/10.�

Треб�ется�оценить,��а�ое�из�них�«более�нечет�о».�Вычислим�ин-
де�сы�нечет�ости�IL�и�IE�множеств�A�и�B.�Для�это#о�выполним�ряд�
действий:�

1)� запишем�обычные�множества,�ближайшие���A�и�B:�

A0�=�0/1�+�0/2�+�1/3�+�1/4�+�1/5,�

B0�=�0/7�+�0/8�+�1/9�+�1/4�+�1/10;�
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2)� вычислим�инде�сы�нечет�ости,�использ�я�расстояние�Хеммин#а:�

= − + − + − + − + −

2
(0,3 0 0,5 0 0,7 1 0,9 1 1 1)

5

L

A
I = =

2,4
0,48

5
,�

= − + − + − + −

2
( 0,3 0 0,5 0 0,8 1 0,8 1)

4

L

B
I = =

2,4
0,6

4
;�

3)� вычислим�инде�сы�нечет�ости,�использ�я�расстояние�Ев�лида:�

= − + − + − + − + −

2 2 2 2 22
(0,3 0) (0,5 0) (0,7 1) (0,9 1) (1 1)

5

E

A
I =0,593,�

= − + − + − + −

2 2 2 22
(0,3 0) (0,5 0) (0,8 1) (0,8 1)

4

E

B
I =0,648.�

      

 
Рис.�1.6.�Графи�и�ф	н�ций�принадлежности�нечет�их�множеств:�а�—�ф	н�ция�

принадлежности�множества�A;�б�—�ф	н�ция�принадлежности�множества�B�
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Множество�B�«более�нечет�о»,�чем�множество�A,�та���а��е#о�ин-
де�сы�нечет�ости�при�любой�метри�е�больше�соответств�ющих�ин-
де�сов� множества� A.� Рассмотрим� вопрос� о� сравнении� нечет�ости�
множеств� в� сл�чае,� �о#да� их� носителями� являются� непрерывные�
множества.�П�сть�множества�A�и�B,�заданные�на�U�=�R+∪{0},�явля-
ются� множествами� больших� величин� (см.� табл.� 1.2).� Их� ф�н�ции�
принадлежности�заданы�#рафи�ами,�изображенными�на�рис.�1.6.�
Сравним�нечет�ость�множеств�A�и�B.�Для�это#о�вычислим�их�ин-

де�сы�нечет�ости,�использовав�линейн�ю�метри��.�

I.� Вычислим�инде�с�нечет�ости�множества�A,�выполнив�приведен-
н�ю�ниже�последовательность�действий:�

1)� запишем�ф�н�цию�принадлежности�множества�A�
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2)� запишем� хара�теристичес��ю� ф�н�цию� обычно#о� множества�
A0,�ближайше#о���A.�Ка��видно�из�#рафи�а,�ф�н�ция�μA�явля-
ется�не�бывающей�ф�н�цией�с�точ�ой�перехода�x�=�2,5.�Сле-
довательно,�μA�имеет�вид�
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3)� вычислим�инде�с�нечет�ости�множества�A,�воспользовавшись�
форм�лой�из�табл.�1.4:�
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II.�Вычислим�инде�с�нечет�ости�множества�B,� выполнив�анало#ич-
н�ю�последовательность�действий:�
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Очевидно,� что� нечет�ость� множества�A� значительно� превышает�
нечет�ость�множества�B.�
Рассмотрим�более�подробно�третью�а�сиом��меры�нечет�ости.�

П�сть�B�—�нечет�ое�множество,�заданное�на��ниверсальном�мно-
жестве�U.� П�сть� та�же� множество�A� �довлетворяет� �словию� а�-
сиомы�3:�
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Множество�A,�для��оторо#о�справедлива���азанная�система�нера-
венств,�называют�заострением�множества�B.�На�рис.�1.7�по�азан�
пример� #рафи�ов� ф�н�ции� принадлежности� фи�сированно#о� мно-
жества�B�и�е#о�заострения�A.�
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Рис.�1.7.�Ф�н�ции�принадлежности�множества�В�и�е�о�заострение�А�

Со#ласно� третьей� а�сиоме,� если� множество�A� является� заостре-
нием�множества�B,�то�d(μA)�≤�(μB)�и,�следовательно,�IA�≤�IB.�
П�сть�
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является�заострением�множества�A,�пос�оль���для�любо#о�ui(ui�∈�U)�
справедливо� неравенство� μ μ2 ( ) ( ) 0,5

A i A i
u u≤ ≤ .� Следовательно,�

2 AA
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жество� A� является� заострением� множества� A0,5.� Следовательно,�

0,5A A
I I≤ �и�множество�A�менее�нечет�ое,�чем�A0,5.�

Очевидно,�что�если�0�≤�μA(ui)�≤�1,�то�неравенства�μ2
A(ui)�≤�μA(ui)��

и� μ μ( ) ( )
A i A i
u u≤ �продолжают�выполняться,�но�множества�A2�и�A0,5�

мо#�т� быть� �а�� более� нечет�ими,� чем� A,� та�� и� менее� нечет�ими.�
Действительно,�линейные�инде�сы�нечет�ости�этих�множеств�имеют�
вид�
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После� не�оторых� преобразований� приведенных� выше� форм�л�
пол�чаем�два��словия:�

1)� если�выполнено�неравенство�

μ μ

μ μ μ
≤

< ≤

− + − ≥∑ ∑ 2

10,5
0,5

2

(1 ) (0,5 )
j

j

j j j
�

μ μ

μ μ μ
> < ≤

≥ − + −∑ ∑
1 1

0,5
2 2

(1 ) ( 0,5)

j j

j j j
,�

то� 2

L L

A A
I I≥ �и�A�«более�нечет�о»,�чем�A0,5;�

2)� если�выполнено�неравенство�

μ μ

μ μ μ
≤ < ≤

⋅ − + − ≥∑ ∑
0,25 0,25 0,5

(1 ) ( 0,5)
j j

j j j
�

μ μ

μ μ μ
> < ≤

≥ − + −∑ ∑
0,5 0,25 0,5

(1 ) (0,5 )
j j

j j j
,�

то� 0,5

L L

A A
I I≥ �и�A�«более�нечет�о»,�чем�A0,5.�

ПРИМЕЧАНИЕ   

Для�со�ращения�записей�использовано�обозначение�μA(xJ)�≡�μj.�С�ммирование�
ведется� по� всем� элементам� �ниверсально�о� множества� U,� для� �оторых�
выполняются�неравенства,�записанные�под�зна�ом�Σ.�
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Переход� от� множества� A� �� множеств�� A2� называют� операцией�

онцентрирования�множества�A,�а�переход�от�A���A0,5�—�операци-
ей�растяжения�множества�A.�Применяются�след�ющие�обозначе-
ния:�

� CON(A)�=�A2,� (1.7)�

� DIL(A)�=�A0,5.� (1.8)�

Обе� эти� операции� использ�ются� в� работе� с� лин#вистичес�ими�
переменными�и�в�нечет�ой�ло#и�е.�

1.5. Отношение включения нечетких 

множеств 

Напомним,� что� если�A� и�B�—� обычные� множества,� то�A� есть� под-
множество�B� то#да�и�толь�о�то#да,��о#да��аждый�элемент�множе-
ства� A� является� элементом� B.� Диа#рамма� Эйлера–Венна� является�
#рафичес�им�способом�иллюстрации�отношений�межд��множества-
ми�и�операций�над�ними�(рис.�1.8).�Множество�A�является�подмно-
жеством�множества�B:�A�⊆�B.�

 
Рис.�1.8.�Диа�рамма�Эйлера–Венна:��ниверсальное�множество�

Отношение� множества� и� подмножества� называют� отношением�
в
лючения.� Запись� A� ⊆� B� читается� та�:� «A� в�лючено� в� B»� или��
«B�в�лючает�A».�
Обратим�внимание�на�то,�что�любое�множество� A �является�под-

множеством�само#о�себя:�A�⊆�A,�пос�оль���все�элементы�A�являются�
элементами� A.� Если� выполняются� в�лючения� A�⊆� B� и� B�⊆� A,� то�
множества�A�и�B�равны:�A�=�B.�
Хара�теристичес�ая�ф�н�ция�подмножества�при�любых�значениях�

ар#�мента� не� превосходит� хара�теристичес��ю� ф�н�цию� множества.�
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Хара�теристичес�ие� ф�н�ции� равных� множеств� равны� при� любом�
значении�x.�Верны�та�же�и�обратные��тверждения:�

1.� Если�для�любо#о�x�∈�U�справедливо�μA(x)≤�μB(x),�то�A�⊆�B.�
2.� Если�для�любо#о�x�∈�U�справедливо�μA(x)≤�μB(x),�то�A�=�B.�
Понятия�в�лючения�и�равенства�множеств�естественным�образом�

обобщаются�на�сл�чай�нечет�их�множеств.�П�сть�задано�дис�ретное�
(U�=� {u1,� u2,� …,� un

})� или� непрерывное� (U�=� [a,� b])� �ниверсальное�
множество.�

Определение� 1.10.� Нечет�ое� множество� μ
1

( ) /
n

A i i

i

A u u

=

=∑ ��

μ ( ) /
A

U

A u u

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ � называют� подмножеством� множества�

μ
1

( ) /
n

B i i

i

B u u

=

=∑ � μ ( ) /
B

U

B u u

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ ,� если� для� любо#о� элемента� u�

�ниверсально#о�множества�U�выполняется�неравенство�

� μA(u)�≤�μB(u).� (1.9)�

Ка�� и� в� сл�чае� с� обычными� подмножествами,� если� для� любо#о�
элемента� u� �ниверсально#о� множества� U� выполняется� равенство�
μA(u)� ≤� μB(u),� то�A�=�B.� При� чтении� записи�A�⊆�B� использ�ются�
термины�«A�в�лючено�в�B»�или�«B�в�лючает�A».�
Если� μ μ( , ) ( ) ( )

A B
u u U u u∀ ∈ ≤ � и� μ μ( , ) ( ) ( )

A B
u u U u u∃ ∈ ≠ ,� то�

в�лючение�называют�стро#им:�A�⊂�B,�а�подмножество�A�—�правиль-
ной�частью�B.�
Для� #еометричес�ой� иллюстрации� отношений� межд�� нечет�ими�

множествами� вместо� диа#рамм�Эйлера–Венна�использ�ют� #рафи�и�
ф�н�ций�принадлежности�(рис.�1.9�и�1.10).�

 
Рис.�1.9.�Ф�н�ции�принадлежности�нечет�их�множеств� B A U⊂ ⊂ �
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Рис.�1.10.�Ф�н�ции�принадлежности�нечет�их�множеств� B A U⊂ ⊂ �

Универсальное�множество�U�можно�рассматривать��а��нечет�ое�
множество,�ф�н�ция�принадлежности��оторо#о�тождественно�равна�
1,� а�п�стое�множество�∅�—��а��нечет�ое�множество,�ф�н�ция�при-
надлежности� �оторо#о� тождественно� равна� 0.� В� этом� сл�чае� все�
обычные�и�нечет�ие�подмножества,�определенные�на�U,� в�лючая�U�
и�∅,� образ�ют�множество� всех� нечет�их� подмножеств�множе-
ства�U.�Б�дем�обозначать�это�множество�символом�ℑ.�Множество�U�
является� наибольшим� множеством� в� ℑ,� а�∅�—� наименьшим.� Если��
A�⊆�B,�то�#оворят,�что�A�не�больше,�чем�B.�Та�им�образом,�отноше-
ние�в�лючения�на�множестве�ℑ��станавливает�порядо�,�т.�е.�делает�
ℑ� �порядоченным� множеством.� Одна�о� порядо�� этот� частичный:�
с�ществ�ют�множества,�не�сравнимые�др�#�с�др�#ом�по�отношению�
в�лючения:�A�⊄�B,�B�⊄�A,�A�≠�B�(см.�рис.�1.7).�

1.6. Операции над нечеткими 

множествами 

Операции�над�обычными�множествами�были�из�чены�в���рсе�дис-
�ретной�математи�и.�Напомним�определение�ал#ебраичес�ой�опера-
ции,�заданной�на��а�ом-либо�множестве�X�(например,�на�множестве�
действительных�чисел).�

Дв�местной,� или� бинарной,� ал�ебраичес�ой� операцией� на�
множестве�X�называют�соответствие,�по��отором���аждой�паре�(a,�b)�
элементов�множества�X�сопоставляется�определенный�элемент�c�мно-�
жества�X.�
Например,� бинарными� ал#ебраичес�ими� операциями� на� множе-

стве�действительных�чисел�R�являются�сложение�и��множение:�для�
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любых� дв�х� действительных� чисел� (a,� b)� найдется� единственное�
число�c,��оторое�является�их�с�ммой,�и�единственное�число�d,��ото-
рое�является�их�произведением:�

a�+�b�=�c,�a�⋅�b�=�d,�a,�b,�c,�d�∈�R.�

Одноместной,�или��нарной,�ал�ебраичес�ой�операцией�на�мно-
жестве� X� называют� соответствие,� по� �отором�� �аждом�� элемент��
a�множества�X� сопоставляется�определенный�элемент�b�множества�X.�
Например,��нарной�ал#ебраичес�ой�операцией�на�множестве�действи-
тельных� чисел�R� является� нахождение� противоположно#о� числа:� для�
любо#о�числа�a�найдется�единственное�противоположное�число�−�a.�
В�перв�ю�очередь�рассмотрим�три�основные�ал#ебраичес�ие�опе-

рации�на�множестве�ℑ�всех�нечет�их�подмножеств�множества�U:�
1)� дополнение� A ,�

2)� пересечение�A�∩�B,�
3)� объединение�A�∪�B.�
Определения�этих�операций�над�обычными�и�нечет�ими�множе-

ствами,�а�та�же�#еометричес�ие�иллюстрации���определениям�даны�
в�табл.�1.5.�
Определения� операций� над� нечет�ими� множествами� записаны�

для� сл�чая� дис�ретно#о� �ниверсально#о�множества.�Если�же�U� не-
прерывно,� то� рез�льтаты� выполнения� этих� операций� должны� быть�
записаны�след�ющим�образом:�

1)� дополнение� μ(1 ( )) /
A

U

A u u= −∫ ;�

2)� пересечение� μ μmin( ( ), ( )) /
A B

U

A B u u u∩ = ∫ ;�

3)� объединение� μ μmax( ( ), ( )) /
A B

U

A B u u u∪ = ∫ .�

Рассмотрим�нес�оль�о�примеров�выполнения�этих�операций.�

Примеры.�

1.� П�сть�U�=�{1,�2,�…�10},�A�=�0,8/3�+�1/5�+�0,6/6,�B�=�0,7/3�+�ј�+�
+�0,5/6.� � A=� (1�–�0)/1�+�(1�–�0)/2�+�(1�–�0,8)/3�+�(1–�0)/4�+��
+�(1�–�1)/5�+�(1�–�0,6)/7�+�(1�–�0)/8�+�(1�–�0)/9�+�(1�–�0)/10�=�
=�1/1�+�1/2�+�0,2/3�+�1/4�+�0,5�+�0,4/6�+�1/7�+�1/8�+�1/9�+�1/10.�

Обратим� внимание� на� то,� что� в� записи� нечет�о#о� множества�A�
�частв�ют�лишь�элементы�нес�ще#о�множества�{3,�5,�6},�т.�е.�под-
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множества�U,�на��отором�значения�ф�н�ции�принадлежности�μA�≥��
≥�0.�На�подмножестве�{1,�2,�4,�7,�8,�9,�10}�μA(u)�=�0.�Следователь-
но,�со#ласно�форм�лам�(см.�табл.�1.5),�на�этих�элементах� μ

A
(u)�=�

=�1.�

Учитывая�это�замечание,�запишем�

= + + + + + + + +1/1 1/ 2 0,3 / 3 1/ 5 0,5 / 6 1/ 7 1/ 8 1/ 9 1/10B .�

В� соответствии� с� форм�лами� (см.� табл.� 1.5),� выполним� др�#ие�
операции�над�множествами�A�и�B:�

A∩B�=�0,7/3�+�0,5/6;�

A∪B�=�0,8/3�+�ј�+�1/5�+�0,6/6;�

A ∩A�=�0,2/3�+�0,4/6�≠�∅;�

B B∪ = �1/1�+�1/2�+�0,7/3�+�1/4+�1/5�+�0,5/6�+�1/7�+�1/8�+��
+�1/9�+1/10� U≠ .�

Пересечение�нечет�о#о�множества� со� своим�дополнением�может�
не� быть� п�стым� ( A ∩�A� ≠� ∅),� а� объединение�—� не� составлять�
�ниверсальное�множество�( ∪ ≠B B U ).�

2.� Множества�A�—� «величина�x� вели�а»�и�B�—� «величина� x� мала»�
заданы�на�отрез�е�[0,�6].�Их�ф�н�ции�принадлежности�

если

если

если

μ

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ −⎪= ≤ ≤⎨
⎪⎪⎪⎪ < ≤⎪⎩

0, 0 1;

1
( ) , 1 4;

3

1, 4 6

A

x

x

x x

x

�и�

если

если

если

μ

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ −⎪= ≤ ≤⎨
⎪⎪⎪⎪ < ≤⎪⎩

1, 0 1;

3
( ) , 1 3;

2

0, 3 6

B

x

x

x x

x

�

по�азаны�на�рис.�1.11�

 
Рис.�1.11.�Ф�н�ции�принадлежности�μA(x),�μB(x)�
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Выполним
над
множествами
A
и
B
ряд
операций.


1.
 Дополнения
множеств
A
и
B.


Воспольз�емся
 форм�лой
 μ(1 ( )) /
A

U

A u u= −∫ .
 Ф�н�ции


принадлежности
 μ
A
,
 μ

B

 и
 их
 �рафи�и
 (рис.
 1.12)
 в
 со-


ответствии
с
этой
форм�лой
имеют
вид








если

если

если

1 0, 0 1

1
( ) 1 , 1 4

3

1 1, 4 6

A

x

x

x x

x

μ

⎧ − ≤ <⎪⎪⎪⎪ −⎪= − ≤ ≤⎨
⎪⎪⎪⎪ − < ≤⎪⎩

если

если

если

1, 0 1,

4
, 1 4 ,

3

0, 4 6;

x

x

x

x

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ −⎪= ≤ ≤⎨
⎪⎪⎪⎪ < ≤⎪⎩










если

если

если

μ

1 1, 0 1

3
( ) 1 , 1 3

2

1 0, 3 6

B

x

x

x x

x

⎧ − ≤ <⎪⎪⎪⎪ −⎪= − ≤ ≤⎨
⎪⎪⎪⎪ − < ≤⎪⎩

если

если

если

0, 0 1,

1
, 1 3,

2

1, 3 6.

x

x

x

x

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ −⎪= ≤ ≤⎨
⎪⎪⎪⎪ < ≤⎪⎩




     
Рис.�1.12.�Ф�н�ции�принадлежности:�а�—�множества�A;�б�—�множества�B�

О�ончательно
пол�чаем


1 4

0 1

4
1/ /

3

x
A x x

−
= +∫ ∫ ;


3 6

1 3

3
/ 1/

2

x
B x x

−
= +∫ ∫ .


2.
Объединение
множеств
A
и
B.


Воспольз�емся
форм�лой
 μ μmax( ( ), ( )) /
A B

U

A B u u u∪ = ∫ .


Графи�
ф�н�ции
принадлежности
 ∪μ
A B

в
соответствии
с
этой


форм�лой
имеет
вид,
представленный
на
рис.
1.13.
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Рис.�1.13.�Ф�н�ция�принадлежности�

A B
μ

∪
�

Найдем
ф�н�цию
принадлежности
объединения
множеств
A
и
B:


если

если

если

если

μ
∪

⎧ = ≤ <⎪⎪⎪⎪ ⎛ ⎞− − −⎪ ⎟⎜⎪ = ≤ <⎟⎜⎪ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪= =⎨
⎪ ⎛ ⎞− − −⎪ ⎟⎜⎪ = ≤ <⎟⎜ ⎟⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎪⎪ = ≤ ≤⎪⎩

max(1,0) 1, 0 1

1 3 3
max , , 1 2,2

3 2 2
( )

1 3 1
max , , 2,2 4

3 2 3

max(1,0) 1, 4 6

A B

x

x x x

x

x

x x x

x

x




если

если

если

если

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ −⎪ ≤ <⎪⎪⎪= ⎨
⎪ −⎪ ≤ <⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤⎪⎩

1, 0 1;

3
, 1 2,2;

2

1
, 2,2 4;

3

1, 4 6.

x

x

x

x

x

x




О�ончательно
пол�чаем


2,21 4 6

0 1 2,2 4

3 1
1/ / / 1/

2 3

x x
A B x x x x

− −
∪ = + + +∫ ∫ ∫ ∫ .


3.
 Пересечение
множеств
A
и� B .


Воспольз�емся
форм�лой


μ μmin( ( ), ( )) /
A B

U

A B u u u∩ = ∫ .
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Графи�
 ф�н�ции
 принадлежности
 μ ( )
A B

x
∩


 представлен
 на


рис.
1.14.
Обратим
внимание
на
то,
что
 A B⊆ ,
та�
�а�
μA(x)
≤

≤
μ B (x),
(x
∈
[0,6]).


 
Рис.�1.14.�Ф�н�ция�принадлежности�

A B
μ

∩
(x)�

Найдем
ф�н�цию
принадлежности
пересечения
множеств
A
и
B.


О�ончательно
пол�чаем
 A B⊆ ,
 ∩μ = μ( ) ( )
A A B
x x 
и
 A B A∩ = .


ПРИМЕЧАНИЕ   

Вывод� о� том,� что� A B A B A⊆ ⇒ ∩ = ,� носит� общий� хара�тер� и� справедлив�
�а��для�нечет�их,�та��и�для�обычных�множеств.�

 
Рис.�1.15.�Ф�н�ция�принадлежности�

A B
μ

∪
(x)�
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4.
 Объединение
множеств
 A 
и
B.


Графи�
ф�н�ции
принадлежности

∪

μ
A B

по�азан
на
рис.
1.15.


Обратим
внимание
на
то,
что
B
⊆
 A ,
 та�
�а�
μB(x)
≤
 μ
A
(x),


(x
∈
[0,6]).

Найдем
ф�н�цию
принадлежности
объединения
множеств
 A 

и
B.


если

если

если

если

μ
∪

⎧ = ≤ <⎪⎪⎪⎪ ⎛ ⎞− − −⎪ ⎟⎜⎪ = ≤ <⎟⎜⎪ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪= =⎨
⎪ ⎛ ⎞− −⎪ ⎟⎜⎪ = ≤ <⎟⎜ ⎟⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎪⎪ = ≤ ≤⎪⎩

max(1,1) 1, 0 1

4 3 4
max , , 1 3

3 2 3
( )

4 4
max ,0 , 3 4

3 3

max(0,01) 1, 4 6

A B

x

x x x

x

x

x x

x

x




если

если

если

1, 0 1

4
, 1 4 ( ).

3

0, 4 6

A

x

x

x x

x

μ

⎧ ≤ <⎪⎪⎪⎪ −⎪= ≤ ≤ =⎨
⎪⎪⎪⎪ < ≤⎪⎩




О�ончательно
 пол�чаем,
B
⊆
 A ,
μB(x)
≤
 μ
A
(x)
 и
 A 
∩
B
=


=
 A .


ПРИМЕЧАНИЕ   

Вывод� о� том,� что� B A A B A⊆ ⇒ ∪ = ,� носит� общий� хара�тер� и� справедлив�
�а��для�нечет�их,�та��и�для�обычных�множеств.�

П�сть
ℑ
—
множество
всех
подмножеств
(обычных
и
нечет�их),

заданных
 на
 �ниверсальном
 множестве
 U.
 П�сть
 та�же
 U
 (U ⊂ 

⊂ ℑ)
—
 множество
 всех
 обычных
 подмножеств
U.
 Любое
 обычное

множество
 можно
 рассматривать
 �а�
 нечет�ое,
 ф�н�цией
 принад-
лежности
�оторо�о
является
е�о
хара�теристичес�ая
ф�н�ция.
Если

выполнять
операции
объединения,
пересечения
и
дополнения
в
U ,

то
и
рез�льтат
этих
операций
не
выйдет
за
пределы
U .
Большинст-
во
свойств
операций,
выполняемых
в
U ,
прис�щи
этим
операциям

и
во
всем
множестве
ℑ.
Свойства
операций
объединения,
пересече-
ния
 над
 обычными
 и
 нечет�ими
 множествами
 и
 дополнения
 в
 ℑ

приведены
в
табл.
1.6.
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Таблица 1.6. Свойства операций пересечения, объединения и дополнения  

над обычными и нечеткими множествами 

Свойство�

Операция�

пересечения� объединения�

Комм�тативность� A�∩�B�=�B�∩�A� A�∪�B�=�B�∪�A��

Ассоциативность� A�∩�(B�∩�C)=�(A�∩�B)�∩�C� A�∪�(B�∪�C)=�(A�∪�B)�∪�C��

Дистриб�тивность� A∩(B∪C)�=�(A∩B)∪(A∩C)�
(дистриб�тивность�
пересечения�относительно�
объединения)�

A∪(B∩C)�=�(A∪B)∩(A∪C)�
(дистриб�тивность�
объединения�относительно�
пересечения)


Свойство�н�ля� A�∩�∅�=�∅� A�∪�∅�=�A�

Свойство�единицы� A�∩�U�=�A� A�∪�U�=�U�

Идемпотентность� A�∩�A�=�A�� A�∪�A�=�A�

Свойство�по$лощения A�∩�(A�∪�B)�=�A� A�∪�(A�∩�B)�=�A�

За�оны�де�Мор$ана� A B A B∩ = ∪ � A B A B∪ = ∩ �

Свойство�поряд�а� иA B A A B B∩ ⊆ ∩ ⊆ � иA A B B A B⊆ ∪ ⊆ ∪ �

По�ажем
справедливость
не�оторых
свойств,
приведенных
в
табл.
1.6,

для
нечет�их
множеств.


По�лощение
A
∩
 (A
∪
B)
=
A.
Пос�оль��
A
 и
B
 определены
на

одном
и
том
же
�ниверсальном
множестве
U,
 равенство
б�дет
вер-
ным,
если
для
любо�о
x
∈
U
справедливо
μA∩(A∪B)(x)
=
μA(x).

По�ажем
справедливость
это�о
равенства.


∩ ∪ ∪μ = μ μ = μ μ μ =( )( ) min( ( ), ( ) min( ( ),max( ( ), ( ))
A A B A A B A A B

x x x x x x 


если

если

μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ

⎧ = ≥⎪⎪= ⎨
⎪ = <⎪⎩

min( ( ), ( )) ( ), ( ) ( );

min( ( ), ( )) ( ), ( ) ( ).

A A A A B

A B A A B

x x x x x

x x x x x




Та�им
образом,
�а�ое
бы
из
дв�х
возможных
соотношений,
μA(x)
≥


≥
μB(x)
или
μA(x)
<
μB(x),
ни
выполнялось,
μA∩(A∪B)(x)
=
μA(x).

Равенство
до�азано.


За�он
 де
Мор�ана
 A B A B∪ = ∩ .
 По�ажем
 справедливость
 ра-

венства
 для любогоμ μ
∪ ∩

= ∈( ) �( )
A B A B

x x U :


если

если

μ μ μ
μ μ μ

μ μ μ
1 ( ), ( ) ( )

( ) 1 max( ( ), ( ))
1 ( ), ( ) ( )

A A B

A BA B

B A B

x x x

x x x

x x x
∪

⎧ − ≥⎪⎪= − = =⎨
⎪ − <⎪⎩
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если

если

μ μ μ
μ μ μ

( ), 1 ( ) 1 ( )

( ), 1 ( ) 1 ( )

A BA

A BB

x x x

x x x

⎧ − ≤ −⎪⎪= ⎨
⎪ − > −⎪⎩

=


если

если

μ μ μ
μ μ μ

μ μ μ ∩

⎧ ≤⎪⎪= = =⎨
⎪ >⎪⎩

( ), ( ) ( )
min( ( ), ( )) ( )

( ), ( ) ( )
A A B

A B A B

B A B

x x x

x x x

x x x

.


В
 цепоч�е
 равенств
 использованы
 простейшие
 свойства
 число-
вых
неравенств:
 1 1a b a b≥ ⇒ − ≤ − ,
 1 1a b a b< ⇒ − > − .

Анало�ично
до�азываются
и
остальные
 свойства
операций,
 при-

веденных
в
табл.
1.6.

Для
 нечет�их
 множеств
 не
 действ�ют
 два
 за�она,
 имеющих


большое
значение
�а�
в
теории
множеств,
та�
и
в
ло�и�е.
В
ло�и�е

эти
за�оны
называют
за�оном
ис�лючения
третье�о
(A
∪
 A 
=
U)

и
за�оном
противоречия
(A∩ A 
=
∅).

Именно
нар�шение
 этих
 за�онов
и
 определяет
 своеобразие
 тео-

рии
 нечет�их
 множеств.
 Если
 для
 обычных
 множеств
 и
 обычной

ло�и�и
может
быть
справедливым
толь�о
либо
A,
либо
неA
=
 ,
то

для
нечет�их
множеств
и
ло�и�и
имеют
право
на
с�ществование
и

др��ие
варианты.
Если
в
теории
обычных
множеств
и
обычной
ло-
�и�и
A
и
неA
=
 
полностью
ис�лючают
др��
др��а,
то
для
нечет�их

множеств
и
ло�и�и
они
мо��т
с�ществовать
совместно.

Подтвердим
с�азанное
примером.
П�сть
U
=
 {1,
 2,
 3,
 4,
 5},
A
=


=
0,3/1
+
0,5/2
+
0,7/3
+
ј
+
0/5.
То�да
 A 
=
(1
−
0,3)/1
+
(1
−
0,5)/2
+

+
(1
−
0,7)/3
+
(1
−
1)/4
+
(1
−
0)/5
=
0,7/1
+
0,5/2
+
0,3/3
+
0/4
+

+
1/5.

Найдем
A
∪
 A ,
A
∩
 A 
 и
 по�ажем,
 что
 равенства
A
∪
 A 
=
U



и
A
∩
 A 
=
∅
нар�шены.


∪ = + + +max(0,3;0,7) /1 max(0,5;0,5) / 2 max(0,7;0,3) / 3A A 


+ + =max(1,0) / 4 max(0,1) / 5 


= + + + + ≠0,7 /1 0,5 / 2 0,7 / 3 1,0 / 4 1/ 5 U ,


∩ = + + +min(0,3;0,7) /1 min(0,5;0,5) / 2 min(0,7;0,3) / 3A A 


+ + =min(1,0) / 4 min(0,1) / 5

= + + + + = + + ≠∅0,3 /1 0,5 / 2 0,3 / 3 0 / 4 0 / 5 0,3 /1 0,5 / 2 0,3 / 3 .


Множество
 с
 дв�мя
 бинарными
 операциями,
 �оторые
 обладают

свойствами
 идемпотентности,
 �омм�тативности,
 ассоциативности

и

по�лощения,
в
общей
ал�ебре
называют
решет�ой
[1].
В
общем
сл�-
чае
 решеточные
 операции
 называют
 решеточным
 пересечением
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и
решеточным
объединением.
Использ�ются
обозначения:
{P,
∧ ,
∨
}
—

решет�а,
 P
—
 множество,
 ∧
—
 зна�
 решеточно�о
 пересечения,
 ∨
—

зна�
решеточно�о
объединения.

Множество
ℑ
всех
подмножеств
(обычных
и
нечет�их),
заданных


на
 �ниверсальном
 множестве
 U,
 с
 операциями
 пересечения
 (∩)

и
объединения
(∪)
(см.
табл.
1.5)
образ�ет
решет��,
та�
�а�
эти
опе-
рации
обладают
четырьмя
необходимыми
свойствами
(см.
табл.
1.6).

Кроме
 решет�и
 {ℑ,
∩,
∪
}
 на
 множестве
ℑ
 мо��т
 быть
 заданы
 и


др��ие
 решет�и,
 в
 �оторых
 решеточное
 объединение
 и
 решеточное

пересечение
определены
по-ином�
[13,16].
Определить
различными

способами
 решеточное
 пересечение
 и
 решеточное
 объединение
 по-
зволяют
 та�
 называемые
 T-нормы
 (триан��лярные
 нормы)
 и
 T-�о-
нормы.
Приведем
форм�лы
для
наиболее
типичных
T-норм
и
соот-
ветств�ющих
им
T-�онорм
(табл.
1.7).


Таблица 1.7. Типичные T-нормы и T-конормы 

Типичные	T-нормы� Соответств�ющие	T-�онормы�

Ло�ичес	ое
произведение


( , ) min( , )
M

T x y x y= 


Операция
ма	сим�м


( , ) max( , )
M

S x y x y= 


Ал�ебраичес	ое
произведение


( , )
P

T x y x y= ⋅ 


Вероятностная
с�мма


( , )
P

S x y x y x y= + − ⋅ 


Граничное
произведение


( , ) max( 1, 0)
L

T x y x y= + − 


Граничная
с�мма


( , ) min( ,1)
L

S x y x y= + 


Слабая
T-норма


если 

если 

во всех других случаях

, 1

( , ) , 1

0,

W

y x

T x y x y

⎧ =⎪
⎪
⎪⎪

= =⎨
⎪
⎪
⎪⎪⎩




Сильная
T-	онорма


если 

если 

во всех других случаях

, 0

( , ) , 0

1,

W

y x

S x y x y

⎧ =⎪
⎪
⎪⎪

= =⎨
⎪
⎪
⎪⎪⎩




П�сть� μ ( ) /
A i i

U

A u u=∑ �и� μ ( ) / ,( )
B i i i

U

B u u u U= ∈∑ .�Использ�я�

различные� типы� T-норм� и� T-�онорм� (см.� табл.� 1.7),� пол�чаем� сле-
д�ющие�виды�операций�пересечения�(∧)�и�соответств�юще�о�объе-
динения�(∨)�на�множестве�ℑ:�
1)� μ μ( ( ), ( )) /

M A i B i i

U

A B T u u u∧ =∑ ,�

μ μ( ( ), ( )) /
M A i B i i

U

A B S u u u∨ =∑ ;�
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2)� μ μ( ( ), ( )) /
P A i B i i

U

A B T u u u∧ =∑ ,� μ μ( ( ), ( )) /
P A i B i i

U

A B S u u u∨ =∑ ;�

3)� μ μ( ( ), ( )) /
L A i B i i

U

A B T u u u∧ =∑ ,� μ μ( ( ), ( )) /
L A i B i i

U

A B S u u u∨ =∑ ;�

4)� μ μ( ( ), ( )) /
W A i B i i

U

A B T u u u∧ =∑ ,�

μ μ( ( ), ( )) /
W A i B i i

U

A B S u u u∨ =∑ .�

ПРИМЕЧАНИЕ   

Первый� вид� операций� пересечения� и� объединения,� определенный� через�
ло�ичес�ое� �множение� и� операцию� ма�сим�м� (см.� табл.� 1.7),� есть� операции�
пересечения� и� объединения� обычных� и� нечет�их� множеств,� определенные�
ранее�(см.�табл.�1.5).�

Можно� проверить,� что� �а�ие� бы� T−нормы� и� соответств�ющие�
T−�онормы�ни� были�использованы�в� определениях� операций�пере-
сечения�(∧)�и�объединения�(∨),�множество�{ℑ,∧ ,∨�}�сохранит�стр��-
т�р�� решет�и.�Иными� словами,� �а�им� бы� из� перечисленных� выше�
способов�ни�были�определены�пересечения�и�объединения�нечет�их�
множеств,�все��тверждения,��оторые�справедливы�для�решето�,�б�-
д�т�справедливы�и�для�множества�{ℑ,∧ ,∨�}.�
В� теории� нечет�их� множеств� в� �ачестве� триан��лярных� норм�

наиболее�часто�использ�ются�ло�ичес�ое�и�ал�ебраичес�ое�произве-
дения.� Если� операция� пересечения� определена� через� ло�ичес�ое�
произведение,� то� она� является�жест�ой� в� том� смысле,� что� в� ней�
недостаточно� �читываются� ф�н�ции� принадлежности� обоих� мно-
жеств.� В� противоположность� этом�� операция� пересечения,� опреде-
ленная� через� ал�ебраичес�ое� произведение,� является� мя��ой.� Ка��
определить� пересечение,� зависит� от� смысла,� в�ладываемо�о� в� эт��
операцию�в��он�ретной�задаче.�
Кроме�операций�пересечения,�объединения�и�дополнения�над�не-

чет�ими�множествами�можно�определить�и�др��ие�операции:�

1.� Умножение�

( ) ( ) /
i

A i B i i

u U

AB u u uμ μ
∈

= ⋅∑ �или� μ μ( ) ( ) /
A B

U

AB u u u= ⋅∫ .�

Если�A�и�B�—�обычные�множества�(A,�B�∈�U ),�то�операция��м-
ножения�и�операция�пересечения�есть�одна�и�та�же�операция�(см.�



1. Нечеткие множества и операции над ними�50 

табл.�1.5).�Если�же�A�и�B�—�два�нечет�их�множества,�эта�опера-
ция�является�операцией�пересечения�с�TP-нормой�и�рез�льтат�та-
�ой�операции�не�совпадает�с�рез�льтатом�операции�пересечения,�
определенным�по�TM-норме.�Частным�сл�чаем�операции��множе-
ния�является�операция��множения�на�число.�

2.� Умножение�на�число�

μ ( ) /
i

A i i

u U

a A a u u

∈

⋅ = ⋅∑ �или� μ ( ) /
A

U

a A a u u⋅ = ⋅∫ �при��словии�

μsup ( ) 1
A

u

a u⋅ ≤ .�

Умножение� множества� на� число� имеет� анало�и� в� линейной� ал-
�ебре.�Можно��оворить�о�вып��лой��омбинации�нечет�их�мно-
жеств�A1,�A2,…,�An:�

μ ( ) /
A i i

U

A u u=∑ ,�

�де�μA(u)�=�w1�μA1(u)�+�w2�μA2(u)�+…+�wn�μAn(u),�w1,�w2,…,�wn,�—�чи-
словые��оэффициенты�линейной��омбинации,�0�≤�wi�≤�1�(i�=�1,�2,�
…,�n),�μ1(u)�+�μ2(u)�+�…�+�μn(u)�≤�1,�0�≤�μi(u)�≤�1�(u�∈�U,�i�=�1,�2,�…,�
n).�

Понятие� вып��лой� линейной� �омбинации� нечет�их� множеств�
о�азывается�полезным�при�описании�та�их�лин�вистичес�их�не-
определенностей,��а��«с�щественно»,�«типично»�и�т.�п.�

3.� Возведение�в�цел�ю�неотрицательн�ю�степень�

� ( )μ ( ) /
aa

A

U

A u u=∑ �или� ( )μ ( ) /
aa

A

U

A u u= ∫ ,��де� a N∈ �(1.10)�

Если�a�∈�R+,�то�форм�ла�(1.10)�определяет�операцию�возведения�
нечет�о�о� множества� в� степень.� Частными� сл�чаями� этой�
операции�являются�операция��онцентрирования�и�операция�рас-
тяжения,� рассмотренные� в� подразделе� 1.5� (см.� форм�лы� (1.7)�
и�(1.8)).�

На�множестве�ℑ�использ�ется�оператор�нечет�ости�K,��оторый�
сл�жит� для� преобразования� обычных� множеств� в� нечет�ие� и� для�
�величения� нечет�ости� нечет�их� множеств.� В� сл�чае� дис�ретно�о�
�ниверсально�о� множества�U� задать� та�ой� оператор� можно� в� виде�
матрицы,�определяющей�рез�льтат�е�о�действия�на��аждый�элемент�
множества�U.�
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П�сть,� �� пример�,�U�=�{1,� 2,� 3,� 4}�—� �ниверсальное�множество.�
На�ℑu�задан�оператор��величения�нечет�ости�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

k k k k

k k k k
K

k k k k

k k k k

.�

Действие�оператора�K�на��а�ое-либо�множество�A�

μ μ μ μ= + + +(1) /1 (2) / 2 (3) / 3 (4) / 4
A A A A

A �

из�ℑu��за�лючается�в�след�ющем.�
Элемент�μ (1) /1

A
�преобраз�ется�в�нечет�ое�множество�A1:�

μ μ μ μ μ μ
=

→ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅∑
4

1 11 21 31 41 1

1

(1) /1 (1) /1 (1) / 2 (1) / 3 (1) / 4 (1) / .
A A A A A A i

i

A k k k k k i �

Анало�ично�

μ μ μ μ μ μ
=

→ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅∑
4

2 12 22 32 42 2

1

(2) / 2 (2) /1 (2) / 2 (2) / 3 (2) / 4 (2) / ;
A A A A A A i

i

A k k k k k i
�

μ μ μ μ μ μ
=

→ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅∑
4

3 13 23 33 43 3

1

(3) / 3 (3) /1 (3) / 2 (3) / 3 (3) / 4 (3) / ;
A A A A A A i

i

A k k k k k i
�

μ μ μ μ μ μ
=

→ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅∑
4

4 14 24 34 44 4

1

(4) / 4 (4) /1 (4) / 2 (4) / 3 (4) / 4 (4) / .
A A A A A A i

i

A k k k k k i
�

Обратим�внимание�на�то,�что�единице�в��аждом�из�множеств�A1,�
A2,�A3�и�A4�соответств�ет�произведение�первой�стро�и�матрицы�K�на�
столбец�(μA(1),�μA(2),�μA(3),�μA(4))

T,� двой�е�—�произведение�второй�
стро�и�K�и�т.�д.�
Затем�множества�A1,�A2,�A3�и�A4,�объединяются�по��а�ом�-либо�из�

правил�объединения�нечет�их�множеств,�например,�по�правил��ло-
�ичес�ой��онормы�SM(x,�y)�=�max�(x,�y):�

= ∪ ∪ ∪ =
1 2 3 4

KA A A A A �

μ μ μ μ
= = = =

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ ∑ ∑ ∑
4 4 4 4

1 2 3 4

1 1 1 1

(1) / (2) / (3) / (4) /
A i A i A i A i

i i i i

k i k i k i k i �

= μ
= =

⋅∑∑
4 4

1 1

( ( ) ) /
A ij

j i

j k i = μ
4 4

1 1

( ( ) ) /
A ij

i j

j k i
= =

⋅∑∑ .�

(Последнее� равенство� справедливо,� пос�оль��� объединение� нечет-
�их�множеств��омм�тативно�и�ассоциативно.)�
Та�им�образом,�если�A∈ℑ�—�множество�(обычное�или�нечет�ое),�

U�=�{u1,�u2,…,�u3}�—��ниверсальное�множество�и�K�—�оператор�нечет-
�ости,� действ�ющий� в� ℑ,� то� рез�льтат� действия� оператора� K� на�
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множество
 A
 есть
 нечет
ое
 множество
 KA∈ℑ,
 причем

μ μ ( ) /

KA B i i

U

u u=∑ :



 μ
= =

=∑∑
4 4

1 1

( ) /
ij A j i

i j

KA k u u 
 (1.11)


Рассмотрим
пример
выполнения
действий
с
оператором
нечет
ости.

П�сть
U
=
{a,
b,
c},


⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,3 0,7 1

0,7 0,5 0

0,8 0,6 0,5

K ,
A
={a,
c},
B
=
0,3/a
+
0,7/b
+
0,9/c,
C
=
0,5/a
+


+
0,5/b
+
0,5/c.


Найдем
множества
KA,
KB
и
KC:


⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⋅ = + + =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0,3 0,7 1 1

0,7 0,5 0 0 max(0,3;1) / 0,7 / max(0,8;0,5) /

0,8 0,6 0,5 1

KA a b c 


= + +1/ 0,7 / 0,8 /a b c ;


⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⋅ = +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0,3 0,7 1 0,3

0,7 0,5 0 0,7 max(0,09;0,49;0,9) /

0,8 0,6 0,5 0,9

KB a 


+ + =max(0,21;0,35) / max(0,24;0,42;0,45) /b c

= + +0,9 / 0,35 / 0,42 /a b c .


⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⋅ = + +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0,3 0,7 1 0,5

0,7 0,5 0 0,5 0,5 / 0,35 / 0,4 /

0,8 0,6 0,5 0,5

KC a b c .


ПРИМЕЧАНИЕ   

Обратим	внимание	на	 то,	 что	инде�с	нечет�ости	 (
2

0,5 0 0, 35 0
3

KC
J = − + − + 	

)0, 4 0 0, 83+ − ≈ 	множества	KC	меньше	инде�са	нечет�ости	 (
2

0,5 0
3

C
J = − + 	

)0,5 0 0,5 0 1+ − + − = 	множества	C	(см.	табл.	1.4),	т.	е.	действие	оператора	K	

на	нечет�ое	множество	не	обязательно	ведет	�	�величени	нечет�ости	послед-	

не�о.	
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Операция��величения�нечет�ости,� введенная�Л.�Заде� [4],�и�рает�
важн�ю� роль� при� рассмотрении� та�их� лин�вистичес�их� неопреде-
ленностей,��а��«более�или�менее»,�«сле��а»,�«нес�оль�о»�и�т.�п.�
Еще�один�пример�действий�с�оператором�нечет�ости.�

П�сть�U�=�{2009,�2008,�2007,�2006};�

A�—�«недавно»:�A�=�{1/2008,�0,8/2007,�0,7/2006};�

K�—�«более�или�менее»:�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 0 0 0

0,9 1 0 0

0 0,9 1 0

0 0 0,8 0

K .�

Найдем�множество�KA�—�«более�или�менее�недавно»:�

KA

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⋅ = + +⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 0 0 0 1

0,9 1 0 0 0,8
1/ 2006 max(0,9;0,8) / 2005

0 0,9 1 0 0,7

0 0 0,8 0 0

�

+ + =max(0,72;0,7) / 2004 0,56 / 2003

= + + +1/ 2006 0,9 / 2005 0,72 / 2004 0,56 / 2003 .�

ПРИМЕЧАНИЕ   

Ка���же�было�отмечено�выше,�действие�оператора�K�на�нечет�ое�множество�
не� обязательно� ведет� �� �величению� нечет�ости� последне�о.� В� то� же� время�
любые� обычные� множества,� ф�н�ции� принадлежности� �оторых� состоят� из�
н�лей� и� единиц,� превращаются� под� действием� это�о� оператора� в� нечет�ие�
множества.�Именно�с�этой�точ�и�зрения�данный�оператор�и�можно�называть�
оператором��величения�нечет�ости.�

Контрольные вопросы 

1.� Сформ�лир�йте� понятие� нечет�о�о� множества� и� сравните� е�о�
с�понятием�обычно�о�множества.�

2.� Что�называют�носителем�нечет�о�о�множества?�

3.� Дайте� определение� точ�и� перехода,� �нимодальной� ф�н�ции�
принадлежности,� нормально�о� и� с�бнормально�о� нечет�о�о�
множества.�

4.� Сформ�лир�йте� понятие� множества� α-�ровня� и� запишите� фор-
м�л��разложения�нечет�о�о�множества�по�множествам��ровня.�
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��5.�Приведите�пример�нечет�о�о�множества�с�дис�ретным�и�непре-
рывным�носителем.�

��6.�Сформ�лир�йте�а�сиомы�меры�нечет�ости.�

��7.�Дайте� определение� обычно�о�множества,� ближайше�о� �� нечет-
�ом�.�

��8.�Запишите� форм�л�� расстояния� межд�� дв�мя� произвольными�
нечет�ими� множествами� по�Хеммин��� и� Ев�лид�� для� дис�рет-
но�о�и�непрерывно�о�носителя.�

��9.�Запишите�основные�форм�лы�вычисления�инде�сов�нечет�ости�
по�Хеммин���и�Ев�лид��для�дис�ретно�о�и�непрерывно�о�носи-
теля.�

10.�Что� называют� заострением� нечет�о�о� множества?� Запишите�
операции�растяжения�и��онцентрации.�

11.�Дайте�определение�подмножества�нечет�о�о�множества.�

12.�Сформ�лир�йте�определение�основных�операций�над�нечет�ими�
множествами� и� проведите� их� сравнение� с� анало�ичными� для�
чет�их�множеств.�Чем�они�различаются?�В�чем�сходство?�Мож-
но� ли� назвать� операции� над� �анторовс�ими�множествами� част-
ным�сл�чаем�соответств�ющих�операций�над�нечет�ими?�

13.�Единственны� ли� определения� операций� дополнения,� пересече-
ния�и�объединения?�

14.�Сравните�свойства�операций�над�обычными�и�нечет�ими�множе-
ствами.�Ка�ие�важнейшие�ло�ичес�ие�за�оны�не�выполнимы�над�
нечет�ими�множествами?�

15.�Дайте�определение�Т-нормы�и�Т-�онормы.�Для�че�о�введены�эти�
понятия?�

16.�Если� в� �ачестве� операций� дополнения,� пересечения� и� объе-
динения� взять� др��ие� определенные� Т-нормы� и� Т-�онормы,�
можно�ли��тверждать,�что�все�свойства�операций�над�нечет�ими�
множествами�сохранятся?�

17.�Ка�� определяют� операции� �множения� нечет�их� множеств,�
возведения�в�цел�ю�неотрицательн�ю�степень,� �множения�на�
число?�

18.�Дайте� определение� оператора� нечет�ости.� Для� че�о� применяют�
этот�оператор?�Ка�овы��раницы�е�о�применимости?�
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Задания для самостоятельной 

работы 

1.� П�сть�U�=� {понедельни�,� вторни�,� среда,� четвер�,� пятница,� с�б-
бота,�вос�ресенье}.�Выст�пая�в�роли�э�сперта�запишите�в�форме�
(1.2)� след�ющие� нечет�ие� множества:� A�—� начало� недели,� B�—�
середина�недели,�C�—��онец�недели,�D�—�не�начало,�но�и�не��онец�
недели.�Есть�ли�среди�определенных�вами�ф�н�ций�принадлеж-
ности��нимодальные?�

2.� П�сть�U�=�{0,�1,�2,…�120}�—�возможный�возраст�челове�а.�Выст�-
пая�в�роли�э�сперта,�постройте��рафи�и�ф�н�ций�принадлежно-
сти� след�ющих� нечет�их� множеств:� A�—� молодой,� B�—� старый,�
C�—� очень� молодой,� D�—� не� старый.� Запишите� эти� множества�
в�форме�(1.3).�Сравните�пол�ченные�вами��рафи�и�с��рафи�ами�
ваших��олле�.�Если� есть�различия,�попытайтесь�объяснить�при-
чины�этих�различий.�

3.� И�ра�состоит�в�дв��ратном�под�идывании�и�рально�о���би�а.�На�
�ажд�ю�с�мм�� s�выпавших�оч�ов�(от� s�=� 2�до� s�=�12)�делается�
став�а,�причем�с�мма�всех�ставо��не�превышает�100�yсл.�ед.�За-
пишите�свои�став�и�на��аждое�значение�s.�

Совпадают� ли� сделанные� вами� став�и� с� вероятностями� (в� про-
центах)�выпадения�соответств�ющих�с�мм?�

Рассматривая� сделанные� вами� став�и� �а��ф�н�цию� принадлеж-
ности�нечет�о�о�множества�B�=�ожидаемая�с�мма�выпавших�оч-
�ов�при�дв��ратном�подбрасывании�и�ральной��ости,�выполните�
след�ющие�задания:�

1)� нормир�йте�множество�B;�

2)� запишите�B�в�форме�(1.2);�

3)� запишите�нес�щее�множество;�

4)� запишите� в� виде� таблицы� ряд� распределения� вероятностей�
сл�чайной�величины�s,�дополнив�е�о�стро�ой�нормированной�
ф�н�ции�принадлежности.�

Можно�ли�рассматривать�вероятности�p(s)��а��ф�н�цию�принад-
лежности� μB(s)� нечет�ом�� множеств�� B?� Можно� ли,� наоборот,�
рассматривать�μB(s)��а��вероятности�соответств�ющих�значений�
s?�Обосн�йте�свое�с�ждение.�
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4.� П�сть�U�—�множество�дисциплин,�из�чаемых�в�те��щем�семест-
ре.�Присвойте�номер��аждой�дисциплине�и,�выст�пая�в�роли�э�с-
перта,�запишите�нечет�ие�множества:�

A�—�мне�нравится�эта�дисциплина;�

B�—�я�не�понимаю�эт��дисциплин�;�

C�—�мне�не�нравится�эта�дисциплина;�

D�—�я�хотел�бы�из�чать�эт��дисциплин���л�бже.�

Представьте�разложения��аждо�о�из�нечет�их�множеств�по�мно-
жествам��ровня.�

5.� U�=�R+∪{0}�—�множество�неотрицательных�действительных�чи-
сел.�Заданы�ф�н�ции�принадлежности�нечет�их�множеств:�

если

если

μ
⎧ ≤ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ >⎪⎩

1, 0 5;
( )

0, 5;
A

x

x

x

�

e если

если или

μ
−

−

⎧⎪⎪⎪ ≤ ≤= ⎨
⎪⎪ ≤ < >⎪⎩

5

5 , 5 10;( )

0, 0 5 5;

x

B

x
x

x x

�

если

если

если

μ

⎧⎪ ≤ <⎪⎪⎪ −⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪ −⎪⎪⎪⎪ >⎪⎩

1

1

1 2

2 1

2

0, 0 ;

( ) , ;

1, ;

C

x a

x a

x a x a

a a

x a

�μ = ≤ < ∞
+ 2

1
( ) , 0

1 2
D

x x

x

.�

Для��аждо�о�нечет�о�о�множества�треб�ется:�

1)� построить��рафи��ф�н�ции�принадлежности;�

2)� записать�разложение�по�множествам��ровня;�

3)� записать�приближенное� дис�ретное�разложение,� разбив�отре-
зо��[0,�1]�на�пять�частей.�

6.� П�сть�U�—�цены�автомобилей,�4�≤�u�≤�5000�(yсл.�ед.).�
1)� выст�пая� в� роли� э�сперта,� постройте� �рафи�и�ф�н�ций�при-
надлежности�след�ющих�нечет�их�множеств:�

A�—�цены�автомобилей�для�средне�о��ласса,�

B�—�цены�автомобилей�для�бо�атых�людей,�

C�—�цены�автомобилей�для�небо�атых�людей;�
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2)� для��аждой��ривой�найдите�подходящ�ю�форм�л��и�запишите�
ф�н�ции�принадлежности�аналитичес�и�(при�выполнении�за-
дания�воспольз�йтесь�табл.�1.1�и�1.2;�

3)� запишите� разложение� по�множествам� �ровня� �аждо�о� из� не-
чет�их�множеств;�

4)� запишите�приближенное�дис�ретное�разложение,�разбив�отре-
зо��[0,�1]�на�десять�равных�частей.�

7.� Даны�нечет�ие�множества:�

A�=�0,4/5�+�0,7/6�+�1/7�+�0,8/8�+�0,6/9�и��

B�=�0,8/1�+�Ѕ�+�0,8/3�+�0,5/4.�

Треб�ется:�

1)� записать�множества�CON(A),�DIL(A),�CON(B),�DIL(B);�

2)� сделать� два� чертежа:� на� одном� изобразить� множества� A,�
CON(A),�DIL(A),�на�втором�—�множества�B,�CON(B),�DIL(B);�

3)� вычислить�инде�сы�нечет�ости�по�метри�е�Хеммин�а�для�всех�
шести�множеств;�

4)� вычислить� инде�сы� нечет�ости� по� ев�лидовой� метри�е� для�
всех�шести�множеств;�

5)� сравнить�степень�нечет�ости�множества�A�со�степенью�нечет-
�ости�множеств�CON(A),�DIL(A),�а�та�же�множества�B�с�мно-
жествами�CON(B),�DIL(B).�

8.� A�—� нечет�ое� множество,� заданное� на�U�=�R+∪{0},� с�ф�н�цией�

принадлежности�
если

если

π
μ

⎧⎪⎪ − − ≤⎪= ⎨
⎪⎪ >⎪⎩

1 1
sin( ( 1)), 2;

( ) 2 2 2

0, 2

x x

x

x

� (см.�

табл.�1.1).�Треб�ется:�

1)� записать�множества�CON(A)�и�DIL(A);�

2)� построить� �рафи�и� ф�н�ций� принадлежности� множеств� A,�
CON(A),�DIL(A);�

3)� вычислить�инде�сы�нечет�ости�по�метри�е�Хеммин�а�для�всех�
трех�множеств;�

4)� сравнить�степень�нечет�ости�множества�A�со�степенью�нечет-
�ости�множеств�CON(A),�DIL(A).�

9.� До�ажите,�что�для�любо�о�нечет�о�о�множества� A �справедливы�
�тверждения:�CON(A)�⊆�A�⊆�DIL(A).�
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10.�На��ниверсальном�множестве�U�=� {a,�b,�c,�d,�e,�f,�g}� заданы�не-
чет�ие�множества�

A�=�0,3/b�+�0,7/c�+�1/d�+�0,2/f�+�0,6/g;�

B�=�0,3/a�+�1/b�+�0,5/c�+�0,8/d�+�1/e�+�0,5/f�+�0,6/g;�

C�=�1/a�+�0,5/b�+�0,2/d�+�0,2/f�+�0,9/g.�

Треб�ется:�

1)� найти�множества:�

A B∩ ,� A B∪ ,� A B∩ ,� ( )A B C∪ ∩ ,� ( )A B C∩ ∩ ,� ( ) ( )A A B B∩ ⋅ ∩ �

� и� дать� �еометричес��ю� интерпретацию� выполненных� опера-
ций;�

2)� найти�множества: ∪ ∪
2 2 2

0,8 0,5 0,3A B C ,� ⋅ ∩

2
0,6( )A B C ;�

3)� найти� множества:� A B∧ ,� B C∨ ,� ( )A C B∨ ∧ ,� ∧ ∨( )A B �
∨ ∧( )A C ,� если� операции�решеточных�пересечения�и�объеди-
нения�определены�по�правилам:�

а)��ранично�о�произведения�и��раничной�с�ммы;�

б)�слабой�T-нормы�и�сильной�T-�онормы.�

11.�На� �ниверсальном� множестве� [0, 3]��U = � заданы� нечет�ие� мно-

жества�
2

/
9

U

u
A u= ∫ �и�

2( 3)
/

9
U

u
B u

−

= ∫ .�

Треб�ется:�

1)� построить� �рафи�и� ф�н�ций� принадлежности� множеств��
A�и�B;�

2)� записать� множества:� A� ∩� B,� A� ∪� B,� A B∩ ,� A B∪ ,� A B∩ ,�

( ) ( )A A B B∩ ⋅ ∩ � и� построить� �рафи�и� их� ф�н�ций� принад-

лежности.�

12.�П�сть�U�=�{a,�b,�c,�d,�e}�—�множество�молодых�людей.�На�U�зада-
но�нечет�ое�множество�A:�

A�=�молодой�челове
�хорошо�владеет�
омпьютером,��

A�=�0,8/a�+�0,6/c�+�0,9/d�+�1/e.�

Треб�ется:�

1)� использ�я� операции� �онцентрирования� и� растяжения,� запи-
сать�множества:�
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B�=�CON(A)�=�молодой�челове
�очень�хорошо��

владеет�
омпьютером;�

C�=�DIL(A)�=�молодой�челове
�не�слиш
ом�хорошо��

владеет�
омпьютером;�

2)� записать� множество� C,� использ�я� оператор� �величения� не-
чет�ости:�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,9 1 0,6 0

0,8 0,6 0,4 1

0,5 0,5 0,5 1

0,2 0,5 0,8 0

1 0,7 0,7 0

K .�



�
�
�
�

2. Нечеткие числа 

2.1. Определение нечеткого числа 

Рассмотрим�простейш�ю�задач�.�В�ст�денчес�ой�столовой�чай�стоит�
примерно�7�р�б.,�пирожо��—�примерно�10�р�б.�С�оль�о�дене��при-
ближенно�б�дет�стоить�та�ой�завтра�?�
В�задаче�использованы�два�нечет�их�числа:�a�=�{примерно�7},�b�=�

= {примерно�10}.�Надо�найти�их�с�мм�:�a�+�b�=�{примерно�7�+�при-
мерно�10}.�Нечет�ие�числа�a�и�b�можно�рассматривать��а��нечет�ие�
множества�A�и�B,�заданные�э�спертом�(в�данном�сл�чае�ст�дентом).�
П�сть�они�имеют�вид�

A�=�0,3/5�+�0,8/6�+�1/7�+�0,7/8,�B�=�0,7/9�+�1/10�+�0,6/11�+�0,8/12.�

С�мма�a�+�b�та�же�б�дет�нечет�им�множеством,�носитель��оторо�о�
состоит�из�всевозможных�с�мм�чисел,�входящих�в�нес�щие�множества�
Ua�=�{5,�6,�7,�8}�и�Ub�=�{9,�10,�11,�12}:�Ua+b�=�{5+9,5�+�10,…,�8�+�12}�=�{14,�
15,�16,�17,�18,�19,�20}.�Встает�вопрос:��а��по�известным�ф�н�циям�при-
надлежностей�a�и�b�найти�ф�н�цию�принадлежности�a�+�b?�
Применим�след�ющий�подход.�Каждой�паре�сла�аемых�(ai,�bj)�по-

ставим�в�соответствие�минимальное�из�чисел�μai�и�μbj:�μai+bj�=�min�(μai,�
μ),�а�затем�объединим�пол�ченные�одноточечные�нечет�ие�множества�
μai+bj�/(ai�+�bj)�по�правил��ло�ичес�ой�T-�онормы.�Эти�действия��доб-
но� оформить� в� виде� таблицы,� в� �лет�е� (i,� j)� �оторой,� т.�е.� в� �лет�е,�
стоящей�на�пересечении� i-й� стро�и�и� j-�о� столбца,� записано�одното-
чечное�множество�μ /( )

i j
a b i j

a b
+

+ = μ μmin( , ) /( )
i j

a b i j
a b+ :�

� μai�/a�

μbj�/�bj� 0,3/5� 0,8/6� 1/7� 0,7/8�

0,7/9� 0,3/14� 0,7/15� 0,7/16� 0,7/17 

1/10 0,3/15� 0,8/16� 1/17 0,7/18 

0,6/11 0,3/16� 06/17 0,6/18 0,7/19 

0,8/12� 0,3/17� 0,8/18� 0,8/19� 0,7/20 
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Далее��лет�и,�в��оторых�ai�+�bj�имеют�равное�значение,�например�
та�ие,� �а�� выделенные� пол�жирным�шрифтом,� объединим� одното-
чечные� множества,� попавшие� в� �лет�и� с� одина�овой� рас�рас�ой.�
Пол�чим�

+ = + +0,3 /14 max(0,3;0,7) /15a b �

+ + +max(0,7;0,8;0,3) /16 max(0,7;0,6;0,3) /17 �

+ +max(0,7;0,6;0,8) /18 + =max(0,7;0,8) /19 0,7 / 20 �

= + + + + + +0, 3 /14 0,7 /15 0,8 /16 1/17 0,8 /18 0,8 /19 0,7 / 20 .�

В� рассмотренной� задаче� нечет�ие� числа� были� нат�ральными.�
Обобщим�понятие�нечет�о�о�числа�на�множество�всех�действитель-
ных�чисел.�

Определение�2.1.�Нечет�им�числом� a �называют�нечет�ое�под-
множество� A �множества�действительных�чисел�R.�
Множество�R� является� �ниверсальным� множеством,� е�о� проме-

ж�то��[a1,�a2]�(отрезо��или�интервал)�—�носителем�множества�A,�на�
R� задана� ф�н�ция� принадлежности� нечет�о�о� числа� μ ( )

a
x �

( )μ, ( ) [0,1]
a

x R x∈ ∈ ,�принимающая�над�(a1,�a2)�положительные�зна-
чения,�а�в�остальных�точ�ах�числовой�оси�равная�н�лю.�Множество�
всех�ф�н�ций,�принимающих�значения�на�отрез�е�[0,1],�б�дем�обо-
значать�символом�ℑ(R).�
Та�им�образом,�множество�нечет�их�чисел�—�это�пара�(R,ℑ(R)),�

�де� ℑ(R)�—� множество� всех� отображений� (ф�н�ций)� множества� R�
в�отрезо��[0,1].�

Определение�2.2.�Нечет�ое�число�a� называют�нормальным�не-
чет�им�числом,�если� μ

∈

=max ( ) 1
a

x R

x .�

Определение� 2.3.� Нечет�ое� число� a� называют� �нимодальным�
нечет�им�числом,� если�μa(x)� дости�ает� свое�о�наибольше�о� значе-
ния�либо�в�единственной�точ�е�числовой�оси,�либо�на�непрерывном�
подмножестве�числовой�оси.�

Определение�2.4.�Нечет�ое�число�a�называют�вып��лым�нечет-
�им�числом,�если�для�любых�действительных�чисел�x,�y�и�z�из�нера-
венства�x�≤�y�≤�z�след�ет�неравенство�μa(y)�≥�min�(μa(x),�μa(z)).�
С�нечет�ими�числами�можно�выполнять�те�же�операции,�что�и�с�обыч-

ными�числами:�

1)� сравнение;�

2)� сложение,�вычитание;�

3)� �множение,�деление.�



2. Нечеткие числа
62 

Желательно�та�же,�чтобы�над�множеством�нечет�их�чисел�были�
определены�основные� элементарные�ф�н�ции:� степенные,�ло�ариф-
мичес�ие,�три�онометричес�ие�и�т.�п.�

2.2. Алгебраические операции 

над нечеткими числами 

П�сть�даны�два�нечет�их�числа,�a�и�b,�представляющие�собой�нечет-
�ие�множества:�A�=�{Ua,�μa(x),�x�∈�Ua}�и�B�=�{Ub,�μb(x),�x�∈�Ub},��де�Ua�⊆�
⊆�R,�Ub�⊆�R�—�носители�множеств�A�и�B.�При�выполнении�операций�
над�числами�все�да�б�дем�пользоваться�ло�ичес�ими�T-нормой�и�T-�о-
нормой:�

μ μmin( ( ), � ( )) /�
A B

R

A B x x x∩ = ∫ ,� μ μmax( ( ), � ( )) /�
A B

R

A B x x x∪ = ∫ .�

Дадим�определения�арифметичес�их�операций�над�числами�a�и�b.�
Определение�2.5.�С�ммой� (разностью)�нечет�их�чисел�a� и� b�

называют�нечет�ое�множество� μ μ
= ±

± = ∫ ��min( ( ), ( )) /
a b

u x y

a b x y u .�

Определение�2.6.�Произведением�нечет�их�чисел�a�и�b�называ-

ют�нечет�ое�множество� μ μ��min( ( ), ( )) /
a b

u x y

a b x y u

= ⋅

⋅ = ∫ .�

Определение�2.7.�Частным�нечет�их�чисел�a�и�b�называют�не-

чет�ое�множество� μ μ
: ( 0)

: min( ( ), ( ))�� /
a b

u x y y

a b x y u

= ≠

= ∫ .�

Порядо�� выполнения� �аждой� из� этих� четырех� операций� доста-
точно� прост:� найти� одноточечные� нечет�ие� множества:�

( )μ μ��min( ( ), ( ) / *
a i b j i j
a b a b ,� а� затем� объединить� их.� (Символом� «*»�

обозначена� любая� из� четырех� арифметичес�их� операций.)� Одна�о�
пра�тичес�ое�выполнение�этих�действий�в�общем�сл�чае�о�азывает-
ся�столь�сложным,�что�приходится�рез�о�о�раничивать��ласс�ф�н�-
ций�принадлежности�для�то�о,�чтобы�применять�нечет�ие�числа�в�ма-
тематичес�их�моделях.�
Сравнение� нечет�их� чисел� в� общем� сл�чае� та�же� о�азывается�

тр�дно� выполнимым.� Отношения� «больше»,� «меньше»,� «равно»� во�
множестве�нечет�их�чисел�определяются�через�операции�нечет�ий�
ма�сим�м�и�нечет�ий�миним�м.�
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Определение� 2.8.�Нечет�ое� число� c� называют�нечет�им�ма�-
сим�мом� c�=� max� (a,b)� чисел� a� и� b,� если� ф�н�ция� принадлеж-

ности�μc(z)� это�о� числа� �довлетворяет� равенств�� μ ( )
c
z = �

( )μ μ
max( , )

max min( ( ), ( )) ( , )
a b

z x y

x y x y R
=

= ∈ .�

Определение�2.9.�Нечет�ое�число�c�называют�нечет�им�мини-

м�мом� c� =� min� (a,b)� чисел� a� и� b,� если� ф�н�ция� принадлеж-

ности�μc(z)� это�о� числа� �довлетворяет� равенств�� μ ( )
c
z = �

( )μ μ
min( , )

max min( ( ), ( )) ( , )
a b

z x y

x y x y R
=

= ∈ .�

Определение�2.10.�Нечет�ое�число�a�не�больше�числа�b�(a�≤�b),�
если�a�есть�нечет�ий�миним�м�чисел�a�и�b:�a�=�min�(a�+�b).�

Определение�2.11.�Нечет�ое�число�b�не�меньше�числа�a�(b�≥�a),�
если�b�есть�нечет�ий�ма�сим�м�чисел�a�и�b:�b�=�max�(a,�b).�
Рассмотрим�пример�нахождения�нечет�о�о�ма�сим�ма�для�чисел�

a�=�{примерно�7}�и�b�=�{примерно�10}�и�если�A�=�0,3/5�+�1/7�+�0,7/8�

и�B�=� 0,7/9� +� 1/10� +� 0,6/11� +� 0,8/12.� Со�ласно� определению� 2.8,�

нечет�ое�число� c �является�нечет�им�ма�сим�мом�чисел�a�и�b,�если�
ф�н�ция�принадлежности�μc(z)�это�о�числа��довлетворяет�равенств��

( )μ μ μ
max( , )

( ) max min( ( ), ( )� ) (� , )
c a b

z x y

z x y x y R
=

= ∈ .�Пос�оль���в�данном�

примере�носителями�нечет�их�множеств�A�и�B�являются�множества�

UA�=� {5,�7,�8}�и�UB�=� {9,�10,�11,�12},�соответственно�нечет�ое�число�
~

max( , )a b �представляет�собой�нечет�ое�множество�

~

max( , )��a b = μ μ
4 3

1 1

�� ��max (min( , ) / max( , )
i j i j

j i

a b

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ .�

Использ�я�эт��форм�л�,�оформим�решение�в�виде�табл.�2.1.�
Та�им� образом,� max(a,� b)�=� 0,7/9� +� 1/10� +� 0,6/11� +� 0,8/12=b,�

следовательно,�b �>�a.�
С�помощью�анало�ичной�таблицы�ле��о�пол�чить�

max(a,�b)�=�0,3/5�+�1/7�+�0,7/8�=�a.�

Следовательно,�a <�b.�
Свойства� операций� над� нечет�ими� числами� значительно� отлича-

ются� от� свойств� операций�над� обычными�числами.�Сложение�и� �м-
ножение�нечет�их�чисел�обладают�свойствами��омм�тативности�и�ас-
социативности,�но�дистриб�тивность,�свойство�н�ля,�свойство�едини-
цы,�а�та�же�антисимметричность�неравенства�мо��т�быть�нар�шены.�



Т
а
б
л
и
ц
а
 
2
.
1
.
 
А
л
г
о
р
и
т
м

 
н
а
х
о
ж

д
е
н
и
я
 
н
е
ч
е
т
к
о
г
о
 
м

а
к
с
и
м

у
м

а
 

μ i
/
a
i�

0
,3
/
5
�

1
/
7
�

0
,7
/
8
�

μ j
/
b
j�

i�
=
�1
�

i�
=
�2
�

i�
=
�3
�

~

m
a
x
(
,
)

a
b

=
�

μ
μ

4
3

1
1

�
��

m
ax

(m
in
(

,
)
/
m
ax
(

,
)

i
j

i
j

j
i

a
b

=
=

⎛
⎞ ⎟

⎜
⎟

=
⎜

⎟
⎜

⎟
⎜ ⎝

⎠
∑

∑

0
,7
/
9
�

m
in
(0
,3
;�
0
,7
)�
/
�

m
ax
(5
;9
)�
=
��

=
�0
,3
/
9
�

m
in
(1
;�
0
,7
)�
/
�

m
ax
(7
;�
9
)�
=
��

=
�0
,7
/
9
�

m
in
(0
,7
;�
0
,7
)�
/
�

m
ax
(8
;9
)�
=
�0
,7
/
9
�

1

m
a
x

j=
(0
,3
;�
0
,7
;�
0
,7
)�
/
�m

ax
�(
9
;�
9
;�
9
)�
=
�

=
�0
,7
/
9
�

1
/
1
0
�

m
in
(0
,3
;�
1
)�
/
�

m
ax
(5
;�
1
0
)�
=
��

=
�0
,3
/
1
0
�

m
in
(1
;�
1
)�
/
�

m
ax
(7
;�
1
0
)�
=
��

=
�1
/
1
0
�

m
in
(0
,7
;�
1
)�
/
�

m
ax
(8
;1
0
)�
=
�0
,7
/
1
0
�

2

m
a
x

j=
(0
,3
;�
1
;�
0
,7
)�
/
�m

ax
(1
0
;�
1
0
;�
1
0
)�
=
�

=
�1
/
1
0
�

0
,6
/
1
1
�

m
in
(0
,3
;�
0
,6
)�
/
�

m
ax
(5
;�
1
1
)�
=
��

=
�0
,3
/
1
1
�

m
in
(1
;0
,6
)�
/
�

m
ax
(7
;�
1
1
)�
=
��

=
�0
,6
/
1
1
�

m
in
�(
0
,7
;�
0
,6
)�
/
�

m
ax
(8
;�
1
1
)�
=
�0
,6
/
1
1
�

3

m
a
x

j=
(0
,3
;�0
,6
;�0
,6
)�
/�
m
ax
�(
1
1
;�1
1
;�1
1
)�
=
�

=
�0
,6
/
1
1
�

0
,8
/
1
2
�

m
in
�(
0
,3
;�
8
)�
/
�

m
ax
(5
;�
1
2
)�
=
��

=
�0
,3
/
1
2
�

m
in
(1
;�
0
,8
)�
/
�

m
ax
(7
;�
1
2
)�
=
��

=
�0
,8
/
1
2
�

m
in
(0
,7
;�
0
,8
)�
/
�

m
ax
(8
;1
2
)�
=
��
0
,7
/
1
2

4

m
a
x

j=
(0
,3
;�0
,8
�;�
0
,7
)�
/�
m
ax
�(
1
2
;�1
2
;�1
2
)�
=
�

=
�0
,8
/
1
2
�



2.2. Алгебраические операции над нечеткими числами 65 

С�ществ�ют
 нечет
ие
 числа,
 для
 
оторых
 справедливы
 �твер-
ждения:


1)
 ( )a b c a b a c+ ≠ ⋅ + ⋅ ;


2)
 ( ) 0a a+ − ≠ ;


3)

1

1a

a

≠ ;


4)
 если
 a b≥ ,
то
не
все�да
 b a≤ .


Нар�шение
 обычных
 свойств
 операций
 над
 числами
 делает
 вы-
полнение
 арифметичес
их
 действий
 над
 нечет
ими
 числами
 с
 не-
прерывными
носителями
и
сравнение
та
их
чисел
довольно
тр�дной

задачей.
Рассмотрим
правила
выполнения
ал�ебраичес
их
операций

над

лассом
нечет
их
чисел,
в

оторый
входят
нормальные,
�нимо-
дальные
нечет
ие
числа,
вып�
лые
слева
и
справа
от
точ
и
ма
си-
м�ма
ф�н
ции
принадлежности.

Рассмотрим
 пример
 выполнения
 операций
 над
 числами
 это�о



ласса.
П�сть
a
=
{примерно
7}
и
b
=
{примерно
10},


[4, 7] (7,� � ]�9�

4 9
/ /

3 2
x x

x x
A x x

∈ ∈

− −
= +∫ ∫ ,


[6, 10] (10, 15]�� ��

6 15
/ /

4 5
x x

x x
B x x

∈ ∈

− −
= +∫ ∫ .


Графи
и
ф�н
ций
принадлежности
нечет
их
чисел
a
и
b
изобра-
жены
на
рис.
2.1.

Носителями
нечет
их
чисел
a
и
b
являются
отрез
и:
 [4, ]�9�

a
U = ,


[6, 15]��
b

U = .

П�сть
 множеством
 α-�ровня
 числа
 a
 является
 отрезо

 [a1,
 a2]


(
1 2
�4 , 9�a a≤ ≤ ).
Это
означает,
 что
 для
любо�о


1 2
( [ , � ])x x a a∈ 
 выпол-

няется
неравенство
μ α( )
a
x ≥ .
Числа
a1
и
a2
найдем,
решив
�равнения:


μ α μ α

μ α μ α
α α

↑ ↓

− −

↑ ↓

− −
= = = =

= = = =

= + = −

1 1

1 2

1 2

4 9
( ) , ( ) ,

3 2

( ), ( ),

4 3 , 9 2 ,

a a

a a

x x

x x

x a x a

a a




�де
 μ 4
( )

3
a

x

x
↑

−

= 
—
ф�н
ция
 принадлежности
 числа
 a 
 на
 интер-

вале
 ее
 возрастания
 [4, 7]��x ∈ ,
 μ 9
( )

2
a

x

x
↓

−

= 
—
 ф�н
ция
 принад-

лежности
числа
 a 
на
интервале
�бывания
 [7, 9]x ∈ .
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Рис.�2.1.�Графи��ф	н�ции�принадлежности�нечет�о�о�числа:�

а�—�

[0,1]

/[4 3 , 9 2 ]a

α

α α α
∈

= + −∫ �и�множества�	ровня� ,
a a

α αδ γ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

( 0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1)α = �это�о�числа;�

б�—

[0,1]

/[6 4 ,15 5 ]b

α

α α α
∈

= + −∫ �и�множества�	ровня� ,b b

α αδ γ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

( 0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1)α = �это�о�числа�

Обозначим� μ
1

( )
a
x y

↑
= � и� μ

2
( )

a
x y

↓
= � и� разрешим� равенства� от-

носительно� x .�В�рез�льтате�пол�чим�ф�н�ции�

μ 1

1 1 1
( ) 4 3

a
y x y

−

↑
= = + �и� μ 1

2 2 2
( ) 9 2

a
y x y

−

↓
= = − ,�

обратные�ф�н�циям� μ 4
( )

3
a

x

x
↑

−

= �и� μ ( )
a
x

↓
= �

9

2

x−

.�

Интервал�

μ α μ α α α1 1

1 2
[ , ] [ ( ), ( )] [4 3 , 9 2 ]

a a
a a

− −

↑ ↓
= = + − �

является�множеством�α-
ровня�числа�a,�пос�оль���для�всех�x�это о�
интервала�выполняется�неравенство�

μ α α α( ) ( [4 3 , 9 2 ])
a
x x≥ ∈ + − .�
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Разложение�числа�a�по�множествам�α-�ровня�имеет�вид�

α α

α μ α μ α α α α1 1

[0,1] [0,1]

/[ ( ), ( )] /[4 3 , 9 2 ]
a a

a
− −

↑ ↓

∈ ∈

= = + −∫ ∫ .�

Напомним,�что�символ�
α

α μ α μ α1 1

[0,1]

/[ ( ), ( )]
a a

− −

↑ ↓

∈

∫ �означает�объедине-

ние� всех�нечет�их�множеств,�носителями��оторых�являются�интер-

валы� вида� μ α μ α1 1[ ( ), ( )]
a a

− −

↑ ↓
,� а� ф�н�ция� принадлежности� на� �аждом�

из�этих�интервалов�принимает�значение�α.�
Выполнив�анало ичные�преобразования,�пол�чим�разложение�по�

множествам�α-�ровня�числа�b:�

α α

α μ α μ α α α α1 1

[0,1] [0,1]

/[ ( ), ( )] /[6 4 ,15 5 ]
b b

b
− −

↑ ↓

∈ ∈

= = + −∫ ∫ .�

Обозначим� α α α αμ α δ μ α δ μ α γ μ α γ1 1 1 1( ) , ( ) , ( ) , ( )
a a b b a a b b

− − − −

↑ ↑ ↓ ↓
= = = = ;�

α α
αδ γ[ , ]

a a
x x x∈ ⇒ = ;� α α

αδ γ[ , ]
b b

x x y∈ ⇒ = .�

Разложение�по�множествам�α-�ровням�нечет�их�чисел�a�и�b�по-
�азано�на�рис.�2.1.�

Учитывая� простейшие� свойства� числовых� неравенств,� пол�чаем�
множества�α-�ровня:�

1)� для�с�ммы:�

α α
α

α α
α

α α α α
α α

δ γ
δ γ
δ δ γ γ

≤ ≤

≤ ≤

+ ≤ + ≤ +

a a

b b

a b a b

x

y

x y

� α α α αα α δ δ γ γ/( ) /[ , ]
a b a b

a b⇒ + = + + ;�

2)� разности:�

α α
α

α α
α

α α α α
α α

δ γ
γ δ

δ γ γ δ

≤ ≤

− ≤− ≤−

− ≤ − ≤ −

a a

b b

a b a b

x

y

x y

� α α α αα α δ γ γ δ/( ) /[ , ]
a b a b

a b⇒ − = − − ;�

3)� произведения:�

�
α α

α
α α

α
α α α α

α α

δ
δ γ

δ δ γ γ

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅

0

0

a a

b b

a b a b

x

y

x y

� α α α αα α δ δ γ γ⇒ ⋅ = ⋅ ⋅/( ) /[ , ]
a b a b

a b ���������������

���������������������������������������� α αδ δ≥ ≥( 0, 0)
a b

;�
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4)� частно о:�

α α
α

α α
α

α α
α

α α
α

δ γ

γ δ

δ γ
γ δ

0

1 1 1
0

a a

b b

a a

b b

x

y

x

y

≤ ≤ ≤

< ≤ ≤

≤ ≤

�
α α

α α
α α

δ γ
α α δ δ

γ δ
/ / , ( 0, 0)a a

a b

b b

a

b

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜ ⎢ ⎥⇒ = ≥ >⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠ ⎣ ⎦
;�

5)� для�ма�сим�ма�и�миним�ма:�

α α α α
α α

α α α α

α α α α
α α

α α α α

δ δ γ γ

α α δ δ γ γ

δ δ γ γ

α α δ δ γ γ

≤ ≤ ⇒

⎡ ⎤⇒ = ⎢ ⎥⎣ ⎦

≤ ≤ ⇒

⎡ ⎤⇒ = ⎢ ⎥⎣ ⎦

�� �� ��

�� �� ��

�� �� ��

max( , ) max( , ) max( , )

/ max( , ) / max(

��

, ), (max( , ) ;

min( , ) min( , ) min( , )

/ min( , ) / min( , ),(�� �, .� )

a b a b

a b a b

a b a b

a b a b

x y

a b

x y

a b

�

Выполним� все� арифметичес�ие� действия� над� числами� a� и� b� из�
приведенно о�выше�примера:�

α α α αδ α γ α δ α γ α= + = − = + = −4 3 ; 9 2 ; 6 4 , 15 5 ;
a a b b

�

α α

α α α α α α α α
[0,1] [0,1]

/[4 3 6 4 ,9 2 15 5 ] /[10 7 ,24 7 ]a b

∈ ∈

+ = + + + − + − = + −∫ ∫ ;�

α α

α α α α α α α α
[0,1] [0,1]

/[4 3 15 5 , 9 2 6 4 ] /[ 11 8 , 3 6 ]�� ��a b

∈ ∈

− = + − + − − − = − + −∫ ∫ ;�

α

α

α α α α α

α α α α α

[0,1]

2 2

[0,1]

/[(4 3 )(6 4 ),(9 2 )(15 5 )]

/[24 34 12 , 135 7�� 5 10 ];

ab

∈

∈

= + + − − =

= + + − +

∫

∫

α

α αα
α α

[0,1]

4 3 9 2
/ ,
15 5 6 4

a

b
∈

⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− +⎣ ⎦

∫ ;�

α

α

α α α α α

α α α

[0,1]

[0,1]

max( , ) /[max(4 3 , 6 4 ),max(9 2 , 15�� �� ��

�

5 )]

/[6 4 , 15 5 ] ;�

a b

b

∈

∈

= + + − − =

= + − =

∫

∫
�
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α

α

α α α α α

α α α

[0,1]

[0,1]

min( , ) /[min(4 3 , 6 4 ), min(9 2 , 15�� � ��

��

5 )]

/[4 3 , 9 2 ] .

a b

a

∈

∈

= + + − − =

= + − =

∫

∫
�

Составим�таблиц��множеств��ровня�нечет�их�чисел�a�и�b�для�α∈�
∈�{0;�0,2;�0,4;�0,6;�0,8;�1}�(табл.�2.2).�

Таблица 2.2. Множества уровней нечетких чисел a и b 

α� 0� 0,2� 0,4� 0,6� 0,8� 1�

α αδ γ,
a b a b+ +

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

� {10,�24} ��[11, 4; 22,6] [12,8;21,2] � [14, 2;19, 8] � [15,6;18, 4] � {17}�

α αδ γ,
a b a b− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

�
[ 11, ]��3−

� �[ 9, 4; 1, 8]−

� [ 7,8;0,6]−

� [ 6,2; 0,6]− −

� [ 4,6; 1, 8]− −

� {−3}�

α αδ γ,
a b a b⋅ ⋅

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

�
��[24, 135] � [31,28;120, 4] � [39,52;106,6] � [48,72; 93,6] � [58, 88; 81, 4] � {70}�

α αδ γ,
a a

b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

4
,

15
��
9

6

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

[ ]

4, 4 8,6
,

14 6,8

0, 31;1,26

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ≈
⎢ ⎥
⎣ ⎦

≈

�

[ ]

5,2 8,2
,

13 7,6

0, 4;1, 08

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ≈
⎢ ⎥
⎣ ⎦

≈

�

[ ]

5,8 7,8
,

12 8, 4

0, 48;0, 93

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ≈
⎢ ⎥
⎣ ⎦

≈

�

[ ]

6, 4 7,2
,

11 9,2

0,58;0,78

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ≈
⎢ ⎥
⎣ ⎦

≈

�
{0,7}�

По�данным,�приведенным�в�табл.�2.2,�построим��рафи�и�ф�н�ций�
принадлежности� с�ммы,� разности,� произведения� и� частно�о� этих�
нечет�их�чисел�(рис.�2.2).�
При� разложении� по� множествам� α-�ровня� нечет�их� чисел� вы-

числялись�значения�ф�н�ций,�обратных�ф�н�циям�принадлежности�

на�интервалах� возрастания�и� �бывания:�
α

α μ α μ α1 1

[0,1]

/[ ( ), ( )]
a a

a
− −

↑ ↓

∈

= ∫ .�

Напомним,� что� однозначная� обратная� ф�н�ция� f−1(y)� с�ществ�ет�
на�промеж�т�е�[x1,�x2],�если�ф�н�ция�f(x)�непрерывна�и�монотонна�
на� этом�промеж�т�е.�Вот�почем��из�множества� всех�нечет�их�чи-
сел�был�выделен��ласс�нормальных,��нимодальных�нечет�их�чисел,�
вып��лых� слева� и� справа� от� точ�и� ма�сим�ма� ф�н�ции�
принадлежности.�
П�сть�

1)� μ ( ) /

a

a

U

a x x= ∫ ,� μ ( ) /

b

b

U

b x x= ∫ ;�

2)� μ
0 0

( ) 1 ( ),
a a
a a U= ∈ �μ

0 0
( ) 1 ( )

b b
b b U= ∈ ;�
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Рис.�2.2.�Графи��ф	н�ций�принадлежности:�а�—�с	ммы�нечет�их�чисел�а�и�b;��
б�—�разности�нечет�их�чисел�а�и�b;�в�—�произведения�нечет�их�чисел�а�и�b;��

��—�частно�о�нечет�их�чисел�а�и�b�

3)� μ μ
0

( ) ( ), ( , ]
a a
x x x a

↑
= ∈ −∞ ,� μ μ

0
( ) ( ), ( , ]

b b
x x x b

↑
= ∈ −∞ �—�

ф�н�ции�принадлежности�чисел�a�и�b� возрастают�(не��бывают)�

на�интервалах�
0

( , ]a−∞ �и�
0

( , ]b−∞ ;�

4)� μ μ
0

( ) ( ), [ , )
a a
x x x a

↓
= ∈ ∞ ,� μ μ

0
( ) ( ), [ , )

b b
x x x b

↓
= ∈ ∞ �—�

ф�н�ции�принадлежности�чисел�a�и�b� �бывают�(не�возрастают)�

на�интервалах�
0

[ , )a ∞ �и�
0

[ , )b ∞ .�

То�да�правила�выполнения�арифметичес�их�операций�над�нечет-
�ими�числами�определяются�след�ющими�форм�лами:�

� α α α α

α

α δ δ γ γ
[0,1]

( ) /[ , ]
a b a b

a b

∈

+ = + +∫ ,� (2.1)�

� α α α α

α

α δ γ γ δ
[0,1]

( ) /[ , ]
a b a b

a b

∈

− = − −∫ ,� (2.2)�

� α α α α α α

α

α δ δ γ γ δ δ
[0,1]

( ) /[ , ] ( 0, 0)
a b a b a b

a b

∈

⋅ = ⋅ ⋅ ≥ ≥∫ ,� (2.3)�
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�
α α

α α
α α

α

δ γ
α δ δ

γ δ
[0,1]

/ , ( 0, 0)a a

a b

b b

a

b
∈

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜ ⎢ ⎥= ≥ >⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∫ ,� (2.4)�

� α α α α

α

α δ δ γ γ
[0,1]

max( , ) /[max( , ),max( , )]
a b a b

a b

∈

= ∫ ,� (2.5)�

� α α α α

α

α δ δ γ γ
[0,1]

min( , ) /[min( , ),min( , )]
a b a b

a b

∈

= ∫ ,� (2.6)�

�де� α α α αδ μ α δ μ α γ μ α γ μ α1 1 1 1( ), ( ), ( ), ( )
a a b b a a b b

− − − −

↑ ↑ ↓ ↓
= = = = .�

Рассмотрим� вопрос� о� равенстве� и� нечет�ом� равенстве� нечет�их�
чисел.�Числа� μ{ , ( )( )}

a a a
a U x x U= ∈ �и� μ{ , ( )( )}

b b b
b U x x U= ∈ �равны�

др���др���,�если�Ua�=�Ub�и�при�любом�x�выполняется�равенство�μa(x)�=�

=�μb(x).�В� теории�нечет�их�множеств� за�ономерен� та�же� вопрос� о�

нечет�ом� или� приближенном� равенстве� нечет�их� чисел,� �оторый�
решается� с� использованием� понятия� обычно�о�множества,� ближай-
ше�о� �� данном�� нечет�ом�� множеств�.� Напомним,� что� обычным�

множеством,�ближайшим���нечет�ом��множеств��a�=�{Ua,�μa(x)(x�∈�
∈Ua)},� называют� множество�A0,� хара�теристичес�ая� ф�н�ция� �ото-
ро�о�имеет�вид�

если

если

или если

μ
μ μ

μ

⎧ <⎪
⎪
⎪⎪= >⎨
⎪
⎪
⎪ =⎪⎩

0

0, ( ) 0,5;

( ) 1, ( ) 0,5;

0 1, ( ) 0,5.

a

A a

a

x

x x

x

�

Отметим,�что�при�вычислении�инде�сов�нечет�ости�(см.�подраз-
дел�1.5)�та�ое�определение�множества�A0�вполне��довлетворительно,�
пос�оль��� инде�сы� нечет�ости� определяются� разностями� вида�
⏐μA(x)�−�μA0(x)⏐�или�(μA(x)�−�μA0(x))

2,� �оторые�имеют�значение�0,5�
или�0,52�при�μA(x)�=�0,5�независимо�от�то�о,��а�ое�из�дв�х�возмож-
ных�значений,�μA(x)�=�0�или�μA(x)�=�1,�выбрано.�Одна�о�при�реше-
нии� вопроса� о� нечет�ом� равенстве� необходимо� выбрать� �а�ой-то�
определенный�вариант.�Примем�

если

если

μ
μ

μ
⎧ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ >⎪⎩

0

0, 0,5;
( )

1, 0,5.

a

a

a

x �

Очевидно,� что� для� �аждо�о�нечет�о�о� числа� с�ществ�ет� единст-
венный� промеж�то�� числовой� оси,� ближайший� �� нем�.� Но� любой�
интервал�или�отрезо��числовой�оси�является�ближайшим�множест-
вом�для�различных�нечет�их�чисел�(рис.�2.3).�
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Рис.�2.3.�Приближенно�равные�нечет�ие�числа:� a b c≈ ≈ �

На�рис�н�е�носителем��аждо�о�из�чисел�a,�b�и�c�является�отрезо��
[x1,�x2].�Отрезо��[a1,�a2]�—�обычное�множество,�ближайшее����аждо-
м��из�этих�нечет�их�чисел.�

Определение�2.12.�Нечет�ие�числа�a�=�{Ua,�μa(x)(x�∈�Ua)}�и�b�=�
=�{Ub,� μb(x)(x�∈�Ub)}� называют� приближенно� равными,� если� a0�=�
[a1,�a2]�—�обычное�множество,�ближайшее��а����a,�та��и���b.�
Отметим,�что�если�принять�

если

если

μ
μ

μ
⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ ≥⎪⎩

0

0, 0,5;
( )

1, 0,5.

a

a

a

x �

то�рез�льтат�сравнения�нечет�их�чисел�может�о�азаться�др��им,�чем�
при�первоначальном�выборе�(рис.�2.4).�

 
Рис.�2.4.�Зависимость�приближенно�о�равенства�нечет�их�чисел�a�и�b�от�выбора�

обычно�о�множества,�ближайше�о���этим�числам�



2.2. Алгебраические операции над нечеткими числами 73 

Та�,� если� в� �ачестве� обычно�о�множества,� ближайше�о� ��b,� вы-
брать�множество�с�ф�н�цией�принадлежности�

если

если

μ
μ

μ
⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ ≥⎪⎩

01

0, 0,5;

1, 0,5,

b

b

b

�

то�μa0�=�μb01�и�a�≈�b.�Если�же�выбрать�

если

если

μ
μ

μ
⎧ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ >⎪⎩

02

0, 0,5;

1, 0,5,

b

b

b

�

то�μa0�=�μb1,�μa0�≠�μb2�и�приближенно�о�равенства�нет.�
Для�построения�моделей,�в��оторых�использ�ются�нечет�ие�чис-

ла,� достаточно� знать� та�ие� хара�теристи�и�ф�н�ций� принадлежно-
сти�этих�чисел,��оторые�позволяют�отнести�число���определенном��
�ласс��приближенно�равных�чисел.�Это�очень�обле�чает�оперирова-
ние�с�нечет�ими�числами.�Та�,�больш�ю�роль�в�моделировании�и�-
рают�числа�( L R− )-типа�и� S -типа.�

Определение� 2.13.� Нечет�ое� число� a� называют� числом� (L–R)-
типа,� если� оно� является� нормальным� �нимодальным� множеством,�
ф�н�ция�принадлежности��оторо�о�имеет�вид�

�

если

если

α
μ

β

⎧ ⎛ ⎞⎪ − ⎟⎪ ⎜ ≤⎟⎪ ⎜ ⎟⎟⎜⎪ ⎝ ⎠⎪⎪= ⎨
⎪ ⎛ ⎞−⎪ ⎟⎜ ⎟⎪ ≥⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎩

, ;

( )

, ,

A

a x
L x a

x
x a

R x a

� (2.7)�

причем�ф�н�ции�L(t)�и�R(t)�обладают�след�ющими�свойствами:�

1)�
α α

a x x a
L L
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎟ ⎟⎜ ⎜=⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,�
β β

a x x a
R R
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟=⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,� (2.8)�

2)� (0) (0) 1L R= = ,� � (2.9)�

3)�
α

a x
L
⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

�—�не�бывающая�ф�н�ция�слева�от�точ�и�x�=�a,� (2.10)�

4)�
β

x
R
⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

a
�—�невозрастающая�ф�н�ция�справа�от�точ�и�x�=�a.� �(2.11)�

Любое�число�(L�−�R)-типа�определяется�трой�ой�параметров�A�=�
=�(a,�α,�β),� �де�a�—�мода�числа,�т.� е.�действительное�число,�достав-
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ляющее�ф�н�ции�принадлежности�ма�сим�м,�равный�единице:�μA(a)�=�
=�1;�α�и�β�(α�>�0,�β�>�0)�—�левый�и�правый��оэффициенты�нечет�о-
сти,�задаваемые�э�спертом.�
П�сть�ALR�=� (a,�α,�β),�BLR�=� (b,� γ,� δ)� арифметичес�ие� действия�

для�чисел�(L�−�R)-типа�выполняются�по�след�ющим�правилам:�
1)� сложения:�

� α β γ δ α γ β δ( , , ) ( , , )�� �� �� �� �� ��( , , )
LR LR LR

a b a b+ = + + + ;� (2.12)�

2)� вычитания�(при��словии� α β β α( , , ) (�� �� �, ,� �� )
LR LR

a a= − �):�

� α β γ δ α δ β γ( , , ) ( , , )�� �� �� �� �� ��( , , )
LR LR LR

a b a b− = − + + ;� (2.13)�

3)� �множения�(при��словии�a�>�0,�b�>�0):�

� α β γ δ γ α δ β( , , ) ( , , ) ( , ,�� �� �� �� �� �� )
LR LR LR

a b a b a b a b⋅ ≈ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ;� (2.14)�

4)� �множения�(при��словии�a�<�0,�b�>�0):�

� α β γ δ α δ β γ( , , ) ( , , ) ( ,�� �, )�
LR LR LR

a b a b b a b a⋅ ≈ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ;� (2.15)�

5)� �множения�(при��словии� 0, 0a b< < ):�

� α β γ δ β δ α γ�� �� �� �( , , ) ( , , ) (� ��, ( ), ( ))
LR LR LR

a b a b b a b a⋅ ≈ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ;(2.16)�

6)� нахождения� обратно�о� нечет�о�о� числа� (при� �словии� 0,x > �
0a> ):�

�
β αα β 1

2 2

1
( , , ) ,�� �� �� ,��

LR

LR

a

a a a

−

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
;� (2.17)�

7)� деления�(при��словии� 0, 0, 0x a b> > > ):�

�
δ α γ βα β γ δ

2 2
�� �� ��( , , ) �� �� �( , , ) , , �

LR LR

LR

a a b a b

a b

b b b

⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⎟⎜≈ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
.� (2.18)�

Рассмотрим�пример�вычислений�по�форм�лам�(2.12)�—�(2.18).�
П�сть�a�=� {примерно� 7}� и� b�=� {примерно� 10}�—� нечет�ие� числа�

с�ф�н�циями�принадлежности�

если

если

μ

⎧ −⎪⎪ ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨
⎪ −⎪ < ≤⎪⎪⎪⎩

4
, 4 7;

3

9
, 7 9;

2

A

x

x

x

x

�

если

если

μ

⎧ −⎪⎪ ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨
⎪ −⎪ < ≤⎪⎪⎪⎩

6
, 6 10;

4

15
, 10 15;

5

B

x

x

x

x

�

(см.�рис.�2.1).�
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По�ажем,�что�числа�a�и�b�являются�нечет�ими�числами�(L�−�R)-
типа.�
Рассмотрим�число�a.�Очевидно,�что�

если

если

α
μ

β

, ;

( )

, ,

A

a x
L x a

x
x a

R x a

⎧ ⎛ ⎞⎪ − ⎟⎪ ⎜ ≤⎟⎪ ⎜ ⎟⎟⎜⎪ ⎝ ⎠⎪⎪= ⎨
⎪ ⎛ ⎞−⎪ ⎟⎜ ⎟⎪ ≥⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎩

�

�де� если

α
74

1 , 7
3 3

A

xa x x
L x

−⎛ ⎞− −⎟⎜ = = − <⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
;�

если

β
79

1 , 7
2 2

A

xa x x
R x

⎛ ⎞ −− −⎟⎜ ⎟ = = − ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
,�причем�a�=�7,�α�=�3,�

β�=�2.�

Ле��о�проверить,�что�ф�н�ции�LA�и�RA��довлетворяют�свойствам�
(2.8)�—�(2.11)�в�определении�2.13:�

1)�
α α

7 7
1 1

3 3

x xa x x a
L L

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎟ ⎟⎜ ⎜= − = − =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
;�

�
β β

7 7
1 1

2 2

x xa x x a
R R
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −− −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= − = − =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;�

2)�L(0)�=�1�−�0�=�1,�a�R(0)�=�1�−�0�=�1;�

3)�
α

4

3
A

a x x
L

⎛ ⎞− −⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
�—�не�бывающая�ф�н�ция�слева�от�точ�и�x�=�7,�

что�ле��о�проверить,�найдя�ее�производн�ю:�
4 1

0
3 3

A

x
L

′
⎛ ⎞− ⎟⎜′ = = >⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

;�

4)�
β

9

2
A

a x x
R

⎛ ⎞− −⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
�—�невозрастающая�ф�н�ция�справа�от�точ�и�x�=�

=�a,�что�та�же�ле��о�проверяется�с�помощью�производной.�

Ита�,�число�a�=�{примерно�7}�является�числом�(L�−�R)-типа,�при-
чем�A�=�(a,�α,�β)�=�(7,�3,�2).�
По�анало�ии�ле��о�по�азать,�что�и�число�b�=�{примерно�10}�та�же�

является�числом�(L�−�R)-типа:�
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если

если

γ
μ

δ

⎧ ⎛ ⎞⎪ − ⎟⎪ ⎜ ⎟ ≤⎪ ⎜ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪= ⎨
⎪ ⎛ ⎞−⎪ ⎟⎜⎪ ≥⎟⎜⎪ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎩

, ;

( )

, ,

B

b x
L x b

x
x b

R x b

�

причем�

γ
10

1 ,
4

B

xb x
L

⎛ ⎞ −− ⎟⎜ ⎟ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
�

δ
10

1
5

B

xb x
R

−⎛ ⎞− ⎟⎜ = −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
,�

а�следовательно,�b�=�10,�γ�=�4,�δ�=�5;�B�=�(b,�γ,�δ)�=�(10,�4,�5).�
Выполним�над�числами�a�и�b�арифметичес�ие�операции�по�фор-

м�лам�(2.12),�(2.13),�(2.14)�и�(2.18)�(см.�рис.�2.2):�

1)� сложение�(7,�3,�2)�+�(10,�4,�5)�=�(17,�7,�7);�

2)� вычитание�(7,�3,�2)�−�(10,�4,�5)�=�(−3,�8,�6);�
3)� �множение� (7,� 3,� 2)� ⋅� (10,� 4,� 5)�≈� (7� ⋅� 10,� 7� ⋅� 4,�+� 10� ⋅� 3,7� ⋅� 5�+�
+�10�⋅�2)�=�(70,�58,�55);�

4)� деление�
⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⎟⎜÷ ≈ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠2 2

7 7 5 10 3 7
�� ��

4 10 2
(7, 3, �� �2) (10, 4, 5) , , (� ��0,7; 0,65;��0,48)

10 10 10
.�

Наиболее� часто� использ�ются� та�� называемые� тре��ольные��
и� трапезоидные� нечет�ие� числа.� Их� ф�н�ции� принадлежности�
имеют�вид�

�

при

при

при

при

при

μ

1

1

1 2

2

2

0,

, ;

( ) 1, ;

, ;

0, .

L

L

L

L

A

R

R

R

R

u a

u a

a u a

a a

u a u a

a u

a u a

a a

u a

⎧ <⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪ ≤ ≤⎪ −⎪⎪⎪⎪= < <⎨
⎪⎪⎪ −⎪ ≤ ≤⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪ >⎪⎩

� (2.19)�

Нечет�ие� числа� (L�−�R)-типа,� имеющие�ф�н�ции�принадлежно-
сти�вида�(2.19),�называются�трапезоидными�(трапециевидными,�тра-
пецеидальными),�если�а1�<�а2,�и�тре��ольными,�если�а1�=�а2�=�а.�
Графи�и�ф�н�ций�принадлежности�трапезоидных�и�тре��ольных�

чисел�приведены�на�рис.�2.5.�
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Рис.�2.5.�Графи��ф	н�ции�принадлежности:��

а�—�трапезоидно�о�нечет�о�о�числа;�б�—�тре	�ольно�о�нечет�о�о�числа�

С� помощью� трапезоидных� чисел� можно� �одировать� след�ющие�
выражения�естественно�о�язы�а:�«число�лежит�в�диапазоне�пример-
но�от�aL�до�aR».�При�этом�ребра�трапеции�обеспечивают�формализа-
цию�понятия�«примерно»,� а�их�на�лон�выражает�степень�«пример-
ности».�Кроме�то�о,�с�помощью�трапезоидных�чисел�можно��одиро-
вать� и� след�ющ�ю� �ачественн�ю� хара�теристи��� не�оторо�о� пара-
метра:�среднее�значение�параметра�примерно�от�aL�до�aR.�
Тре��ольные� нечет�ие� числа� формализ�ют� выражения� типа�

«число� приблизительно� равно� а».�Именно� тре��ольные� числа� наи-
более� часто�использ�ются�при�решении� э�ономичес�их� задач,� при-
чем�чаще�все�о�в��ачестве�про�нозных�значений�измеряемо�о�пара-
метра.�
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2.3. Принцип обобщения 

Принцип�обобщения�для�нечет�их�множеств,�в�частности�для�нечет-
�их�чисел,�представляет�собой,�в�с�щности,�основное�равенство,�по-
зволяющее�расширить�область�определения�U�отображения�или�от-
ношения,�в�лючив�в�нее�наряд��с�точ�ами�(числовой�оси)�нечет�ие�
подмножества�множества�U�[2].�
П�сть,���пример�,�на��ниверсальном�множестве�U�=� {1,�2,…,�10}�

задано�нечет�ое�число�a�=�1/1�+�1/2�+�0,8/3�+�0,6/4�=�0,4/5.�То�да�
нечет�ое�число�a2�=�1/1�+�1/4�+�0,8/9�+�0,6/16�+�0,4/25.�Связь�межд��
множествами�a�и�a2�есть�отображение�множества�Ua�=�{1,�2,�3,�4,�5}�во�
множество� f(U)�=� {1,� 4,� 9,� 16,� 25},� причем� f(u)�=� u2,� а�μa(f(u))�=�
= μa(u)�для�любо�о�u�(u�∈�Ua).�

П�сть�f�—�отображение� f
U V⎯⎯→ .�Дадим�форм�лиров���прин-

ципа�обобщения�для�дис�ретных�и�непрерывных�носителей:�

1)� μ μ μ
1 1 2 2
/ / ... /

n n
A u u u= + + + �—� нечет�ое� подмножество� (не-
чет�ое�число)�с�дис�ретным�носителем.�То�да�

� μ μ μ
1 1 2 2

( ) ( / / ... / )
n n

f A f u u u= + + + = �

� μ μ μ
1 1 2 2
/ ( ) / ( ) ... / ( )

n n
f u f u f u= + + + ;� (2.20)�

2)� μ ( ) /
A

U

A u u= ∫ �—�нечет�ое�подмножество�(нечет�ое�число)�с�не-

прерывным�носителем.�То�да�

� μ μ( ) ( ) / ( ) / ( )
A A

U V

f A f u u u f u
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ ∫ .� (2.21)�

Во� мно�их� сл�чаях� �добно� применять� принцип� обобщения,� ис-
польз�я�разложение�множества�A�по�множествам�α-�ровня:�

� α
α

α
[0,1]

/A A

∈

= ∫ α α
α α

α α
[0,1] [0,1]

( ) ( / ) / ( )f A f A f A
∈ ∈

⇒ = =∫ ∫ ,�(2.22)�

� α
α

α /A A=∑ α α
α α

α α( ) ( / ) / ( )f A f A f A⇒ = =∑ ∑ .� (2.23)�

Рассмотрим�пример�использования�принципа�обобщения.�

Пример.�П�сть�множество�U�=�[1,�10]�отображается�во�множест-

во�V�=� [0,�1]�по�за�он��v�=�1gu.�Множество�U�является�носителем�
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нечет�о�о� множества�
1
/

9
U

u
A u

−

= ∫ .� Найдем� образ� множества� A�

при�данном�отображении.�Для�это�о�разложим�множество�A�по�α-�ров-�
ням:�

α
α

α
[0,1]

/A A

∈

= ∫ ,�

�де�Aα–�отрез�и�числовой�оси,�над��оторыми�выполняется�неравен-

ство�μ α1
( )

9

u

u

−
= ≥ .�

Разрешая�это�неравенство�относительно�u�и��читывая,�что�u�∈�[1,�10],�
пол�чаем�9α�+�1�≤�u�≤�10,�т.�е.�Aα�=�[9α�+�1,�10].�
Найдем� образ� множества� A� при� отображении� v� =� 1gu.� Общая�

форм�ла,�со�ласно�принцип��обобщения,�имеет�вид�

α
αα α

α

α α α α
[0,1][0,1] [0,1]

lg(9 1)

lg / lg /[lg(9 1), lg10] /[ ,1]� �

v

A A v

∈∈ ∈

= +

= = + =∫ ∫ ∫ .�

Из�равенства�v�=�1g(9α�+�1)�пол�чаем�α −
= ∈

10 1
, [0, 1]

9
�

v

v .�

Та�им�образом,�
[0,1]

10 1
lg /

9

v

v

A v

∈

−

= ∫ � является�нечет�им�множе-

ством,� носителем� �оторо�о� сл�жит� отрезо��V�=� [0,� 1],� а�ф�н�цией�

принадлежности�–μ
lg

10 1
( )

9

v

A
v

−
= .�

 
Рис.�2.6.�Ф�н�ция�принадлежности:�а�—� ( )

A
uμ ;�б�—� lg ( )

A
vμ �

Построим� по� точ�ам� �рафи�и� ф�н�ций� принадлежности� μ ( )
A
u �

�( �[1, 10])u ∈ �и� μ
lg A

v � ( [0, ])��1v ∈ �(рис.�2.6).�Для�это�о�запишем�табли-
ц��значений�данных�ф�н�ций:�
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u� 1� —� —� —� 10�

1
( )

9
A

u

uμ −

= �
0� —� —� —� 1�

v� 0� 0,25� 0,5� 0,75� 1�

lg

10 1
( )

9

v

A
vμ −

= �
0� 0,09� 0,24� 0,51� 1�

Контрольные вопросы 

1.� Сформ�лир�йте�понятие�нечет�о�о�числа.�

2.� Ка�ие� нечет�ие� числа� называют� нормальными,� �нимодальными�
и�вып��лыми?�Сравните�определения�с�соответств�ющими�опре-
делениями�нечет�их�множеств.�В�чем�различие?�Сходство?�

3.� Дайте�определения�ал�ебраичес�их�операций�над�нечет�ими�чис-
лами.�

4.� Что�называют�нечет�им�миним�мом�и�ма�сим�мом�нечет�их�чи-
сел?�Ка��сравнить�два�нечет�их�числа?�

5.� Перечислите�свойства�операций�над�нечет�ими�числами,��оторые�
в�не�оторых�сл�чаях�нар�шаются�или�выполняются�все�да.�

6.� Ка�� определяются� отношения� «равенство»�и� «нечет�ое� равенст-
во»� для� нечет�их� чисел?� Ка�ие� нечет�ие� числа� называют� при-
ближенно� равными?� В� чем� различие� понятий� равенства� для�
обычных�и�нечет�их�чисел?�

7.� Дайте�определение�нечет�их�чисел�(L−R)-типа.�
8.� Приведите�пример�тре��ольных�и�трапециевидных�чисел.�

9.� Сформ�лир�йте� принцип� обобщения� для� нечет�их� множеств.�
Охара�териз�йте� �раницы� е�о� применимости� и� пра�тичес��ю�
значимость.�

Задания для самостоятельной 

работы 

1.� Даны�нечет�ие�числа:�a�=�«немно�о�больше�3»�и�b�=�«примерно�3»,�
если�A�=�1/4�+�0,5/5�+�0,2/6�и�B�=�0,3/1�+�0,8/2�+�1/3�+�0,8/4�+�
+�0,3/5.�
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Выполнить�арифметичес�ие�операции�и�сравнить�нечет�ие�числа�
с�дис�ретными�носителями.�

2.� П�сть�U�=�{0,�1,�2…,�25}�является�носителем�след�ющих�нечет�их�
чисел:�

a�=�«в��ороде�N�проезд�на�метро�стоит�приблизительно�8�р�б.»;�

b�=�«проезд�на�маршр�т�е�в�этом��ороде�стоит�не�менее�15�р�б.»;�

c�=�«мне�надо�проехать�на�метро�раз�пять»;�

d�=� «мне� надо� проехать� на� маршр�т�е� по� �райней� мере� раза�
три».�

Треб�ется:�

1)� выст�пая�в�роли�э�сперта,�запишите�нечет�ие�числа�a,�b,�c�и�d�
в�форме�объединения�точечных�нечет�их�множеств;�

2)� найти� x�=� «примерная� с�мма� расходов� на� транспорт� в� �оро-
де�N»;�

3)� разложить� нечет�ие� числа� a,� b,� c,� d� и� x� по� множествам��
α-�ровня,�если�α�∈�{0;�0,2;�0,4;�0,6;�0,8;�1};�

4)� построить��рафи�и�ф�н�ций�принадлежности�чисел�a,�b,�c,�d�и�x.�

3.� П�сть�a�=�«немно�о�больше�3»�и�b�=�«примерно�5»,�причем�

(3,6]

6
/

3
x

x
A x

∈

−

= ∫ ;�
[3,5] (5,7]

3 7
/ /

2 2
x x

x x
B x x

∈ ∈

− −
= +∫ ∫ .�

Треб�ется:�

1)� разложить�нечет�ие�числа�a�и�b�по�множествам�α-�ровня,�ес-
ли�α�∈�{0;�0,2;�0,4;�0,6;�0,8;�1};�

2)� построить� �рафи�� ф�н�ций� принадлежности� этих� чисел,� ис-
польз�я�пол�ченные�разложения;�

3)� записать� ф�н�ции� принадлежности� и� построить� их� �рафи�и�
для�чисел�a�+�b,�a�−�b,�a�⋅�b,�a�:�b;�

4)� сравнить�числа�a�и�b.�

4.� До�азать,�что�нечет�ие�числа�a�и�b�являются�числами�(L−R)-типа,�
если�

[0,4] (4,6]

6
/ /

4 2
x x

x x
A x x

∈ ∈

−
= +∫ ∫ ;�

[3,5] (5,10]

3 10
/ /

2 5
x x

x x
B x x

∈ ∈

− −
= +∫ ∫ .�

Выполнить�над�a� и�b� все� арифметичес�ие� операции�и� сравнить�
эти�числа.�
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5.� Множество�U�=�[−1,�1]�является�носителем�нечет�о�о�множества�
4

/
8

U

x
A u

−

= ∫ .�Множество�U� отображается� во� множество�V�=�

= [0,�1].�

Применяя� принцип� обобщения,� найдите� образы� след�ющих� не-
чет�их�множеств:�

1)� 2

1
1A A= − ;�

2)�
1

2
2

A
A

−

= ;�

3)�
π

3
sin

2

A
A = .�

Постройте� �рафи�и� ф�н�ций� принадлежности� множеств� A1,� A2,�
A3.�



�
�
�
�

3. Нечеткие бинарные 

отношения и соответствия 

3.1. Бинарные отношения 

Бинарные� отношения1� на� обычных� множествах� из�чаются� в� ��рсе�
дис�ретной� математи�и.� Напомним� основные� положения� теории�
бинарных�отношений.�
П�сть�A�—��а�ое-либо�множество,�дис�ретное�или�непрерывное.�
Определение� 3.1.�Де�артовым��вадратом� множества�A� назы-

вают�множество�A2�всех�пар�элементов�это�о�множества.�
Например,�де�артов��вадрат�множества�A�=� {a,�b,�c}�—�это�мно-

жество�всех�пар�элементов�a,�b�и�c:�

A2�
=�{(a,�a),�(a,�b),�(a,�c),�(b,�a),�(b,�b),�(b�,c),�(c,�a),�(c,�b),�(c,�c)}.�

Определение�3.2.�Бинарным�отношением�на�множестве� A �на-
зывают�подмножество�Γ �множества�A2.�
Например,� для� множества� A={a,� b,� c}� Γ ={(a,� a),� (a,� c),� (b,� a),��

(b,�c)} 2
A⊂ ;�Γ �—��рафи��бинарно�о�отношения�на�множестве�A.�

Определение� 3.3.� Если� Γ 2
A⊆ �—� бинарное� отношение� на� мно-

жестве�A�и� Γ��( , )a b ∈ ,�то�элемент� )�(b b A∈ �называют�образом�эле-
мента� )�(a a A∈ � в� отношении� Γ ,� элемент� a�—� прообразом� эле-
мента�b�в�отношении� Γ .�Множество�всех�образов�элемента�a�обра-
з�ет� полный� образ� это�о� элемента,� а� множество� всех� прообразов�
элемента�b�—�полный�прообраз�b�в�отношении� Γ .�Множество�обра-
зов�всех�элементов� A составляет�полный�образ�множества�A,�а�мно-
жество�прообразов�всех�е�о�элементов�—�полный�прообраз�множе-

ства�A�в�отношении�Γ .�
Поясним�приведенные�термины�на�примере�отношения� Γ ={(a,�a),�

(a,�c),�(b,�a),�(b,�c)} 2
A⊂ �( A=�{a,�b,�c}),�представив�их�в�виде�таблицы:�

������������������������������������������������
1� В�современной�литерат�ре�по�ал�ебре�понятия�«бинарные�отношения»�и�«би-
нарные� соответствия»� не� разделяются.� В� данном� пособии� традиционное�
разделение� этих� понятий� о�азалось� �добным� с�методичес�ой� точ�и� зре-
ния.�
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Элементы	множества	A	Термин	

a� b� c�

Полный�образ�
множества	A	
в	отношении	Γ	

Образ�элемента�множества�A��
в�отношении�Γ�

a� c� a� c� —� {a,�c}�

Прообраз�элемента�множества�A�
в�отношении�Γ�

a� b� —� a� b� {a,�b}�

Бинарное�отношение�может�быть�задано�нес�оль�ими�способами.�

1.� Графи�� бинарно�о� отношения.� Если� множество� A � �онечно,� то�
�рафи�� Γ �—�это�списо��пар�из�множества� 2

A ,�в��оторых�элемен-
ты� соединены� отношением.� Если� A �—� это� часть� числовой� оси�
или�вся�ось,�то��рафи��может�быть�представлен��еометричес�и�в�си-
стеме��оординат.�

2.� Хара�теристичес�ое� свойство� бинарно�о� отношения.�
Хара�теристичес�ое� свойство�—� свойство,� определяющее�
хара�тер� связи� межд�� элементами� в� парах.� Для� обозначения�
хара�теристичес�о�о� свойства� �потребляется� символ� «ρ ».�
Например,� ρa b :� «a� старше� b»� (на� множестве� людей),� ρa b :�
« 2 2

1a b+ = »�(на�множестве�чисел)�и�т.�п.�

3.� Граф� бинарно�о� отношения.� Граф� бинарно�о� отношения�—� чер-
теж,�состоящий�из�точе��(вершин��рафа)�и�направленных�отрез-
�ов� или� д��� (ребер� �рафа).� Вершины� �рафа� соответств�ют� эле-
ментам�множества� A .�Ребра��рафа�соединяют�элементы�множе-
ства� A � с� их� образами.� Пример� �рафа� бинарно�о� отношения�
Γ ={(a,�a),(a,�c),(b,�a),(b,�c)}�на�множестве� A={a,�b,�c}�приведен�
на�рис.�3.1.�

 
Рис.�3.1.�Граф�бинарно�о�отношения� Γ ={(a,�a),(a,�c),(b,�a),(b,�c)}��

на�множестве� A ={a,�b,�c}�

4.� Матрица� бинарно�о� отношения.� Матрица� Γ ( )
ij

J x= � бинарно�о�
отношения� Γ �на�множестве� A ,�содержащем� n �элементов,�—�это�
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матрица�поряд�а� n ,�элементы��оторой�
ij

x � ( 1, 2, ..., ,�� ��i n= �j�=�1,�2,�
...,�n)�имеют�след�ющие�значения:�

если

если

Γ

Γ

1, ( , )
( , )

0, ( , )

i j

ij i j

i j

a a
x a a A

a a

⎧ ∈⎪⎪= ∈⎨
⎪ ∉⎪⎩

.�

Та�,�матрица�отношения� Γ ,�изображенно�о�на�рис.�3.1,�имеет�вид�

Γ

1 0 1

1 0 1

0 0 0

J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

.�

5.� Хара�теристичес�ая� ф�н�ция.� Хара�теристичес�ая� ф�н�ция�
μ( , )��x y � бинарно�о� отношения� Γ � на�множестве� A �—� это�ф�н�-
ция�от�дв�х�ар��ментов,� x �и� y � ��( , )x y A∈ ,�та�ая,�что�

�
если

если

Γ
μ

Γ
1, ( , ) ;

( , )
0, ( , ) .

x y

x y

x y

⎧ ∈⎪⎪= ⎨
⎪ ∉⎪⎩

�

Например,�хара�теристичес��ю�ф�н�цию�отношения� Γ �(см.�рис.�
3.1)�можно�записать�в�виде�таблицы:��

( , )a aμ � ( , )a bμ � ( , )a cμ � ( , )b aμ � ( , )b bμ � ( , )b cμ � ( , )c aμ � ( , )c bμ � ( , )c cμ �

1� 0� 1� 1� 0� 1� 0� 0� 0�

С� точ�и� зрения� математичес�ой� ло�и�и� элементы� матрицы� би-
нарно�о� отношения,� та�� же� �а�� и� значения� хара�теристичес�ой�
ф�н�ции,� являются� значениями� истинности� выс�азываний�

Γ��( , )
i j

a a ∈ .� Например,� хара�теристичес��ю� ф�н�цию� в� терминах�
математичес�ой�ло�и�и�можно�записать�след�ющим�образом:�

истина, если

ложь, если

Γ
μ

Γ
( , ) ;��

�
( , )

, .�( )

x y

x y

x y

⎧ ∈⎪⎪= ⎨
⎪ ∉⎪⎩

�

Определение�3.4.�Композицией�бинарных�отношений� Γ
1
�и� Γ

2
,�

заданных�на�множестве� A ,�называют�отношение�Γ Γ Γo
1 2

= �та�ое,�что�

Γ Γ Γ∀ ∈ ∀ ∈ ∈ ⇔ ∃ ∈ ∈ ∧ ∈
1 2

( ), ( ) : (( , ) (�� �� ��) : ( , ) ( ,�� ) )a a A b b A a b c c A a c c b .�

П�сть� A={a,�b,�c}.�Отношения�Γ
1
�и�Γ

2
�заданы�матрицами:�

Γ
1

3 3

1 0 1

1 0 1 ( )

0 1 0

ij
J x

×

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

,� Γ
2

3 3

0 1 1

0 0 1 ( )

1 0 0

ij
J y

×

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

.�
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Найдем��омпозицию�Γ Γ Γo
1 2

= .�Для�это�о:�

1)� использ�я�матрицы� Γ
1

J �и� Γ
2

J ,�запишем��рафи�и�отношений� Γ
1
�

и�Γ
2
:� Γ

1
{( , ), ( , ), ( , ), ( ,�� �� �� �� ), ( )}�,a a a c b a b c c b= ,� Γ =

2
{( , ), (� �, ),a b a c �

( , ), ( ,�� � )}�b c c a ;�

2)� построим��рафы�отношений�Γ
1
�и�Γ

2
�и�объединим�их�(рис.�3.2);�

 
Рис.�3.2.�Графы�отношений�Γ1�и�Γ2�и�их�объединение�

ПРИМЕЧАНИЕ 1   

Графы�Γ1��и�Γ2�построены�в�виде�дв�дольных��рафов,�причем�входы��рафа�Γ1�
являются�выходами��рафа�Γ2�

ПРИМЕЧАНИЕ 2   

П�ти� в� объединении� �рафов� Γ1� и� Γ2� вед�т� от� элементов� множества� A� !�их�
образам�в�отношении�Γ1�и�далее�!�образам�в�отношении�Γ2�

3)� выпишем�все�п�ти,�вед�щие�от�элементов�a,�b�и�c���их�образам�
в�отношении� Γ ,�а�та�же�промеж�точные�элементы�в�этих�п�тях,�
посредством��оторых�ос�ществляются�связи�в�отношении� Γ .�Ре-
з�льтат�представим�в�виде�табл.�3.1;�

Таблица 3.1. Пути от элементов множества 

П�ти�от�элементов�множе-
ства�A���их�образам�
в�отношении�

1 2
Γ Γ Γ= o �

Элемент,�ос�ществляющий�
опосредованн�ю�связь�
в��омпозиции�отношений�

1
Γ �и�

2
Γ �

Элементы�"рафи�а�
отношения�

1 2
Γ Γ Γ= o �

a a b→ → � a � ( , )a b �

a a c→ → � a � ( , )a c �
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П�ти�от�элементов�множе-
ства�A���их�образам�
в�отношении�

1 2
Γ Γ Γ= o �

Элемент,�ос�ществляющий�
опосредованн�ю�связь�
в��омпозиции�отношений�

1
Γ �и�

2
Γ �

Элементы�"рафи�а�
отношения�

1 2
Γ Γ Γ= o �

a c a→ → � c � ( , )a c �

b a b→ → � a � ( , )b b �

b a c→ → � a � ( , )b c �

b c a→ → � c � ( , )b a �

c b c→ → � b � ( , )c c �

4)� запишем� 
рафи
� отношения� Γ Γ Γo
1 2

{( , ), ( ,�� �� ��), ( , ),a a a b a c= = �
( , ), ( , ), (�� �� ��, ), ( , )� }b b b c b a c c �и�построим�е
о�
раф�(рис.�3.3).�

 
Рис.�3.3.�Граф�!омпозиции�отношений�

1 2
Γ Γ Γ= o �

Рассмотрим� вопрос� об� отыс
ании� элементов� 
омпозиции� отно-
шений�с�точ
и�зрения�математичес
ой�ло
и
и.�Например,�выс
азы-
вание� Γ Γo

1 2
( , )a a ∈ �является�истинным,�если�истинна�дизъюн
ция�

выс
азываний:�

( Γ Γ
1 2

( , ) ( ,�� � )�a a a a∈ ∧ ∈ )∨( Γ Γ
1 2

( , ) ( ,�� � )�a b b a∈ ∧ ∈ )�∨�
( Γ Γ

1 2
( , ) ( ,�� � )�a c c a∈ ∧ ∈ ).�

ПРИМЕЧАНИЕ   

Напомним,� что� зна!ами� ∧� и� ∨� в� математичес!ой� ло�и!е� обозначаются�
операции� !онъюн!ции� и� дизъюн!ции� выс!азываний.� Выс!азывание� a∧b�
истинно,� если�истинны�оба�выс!азывания,�!а!�a,� та!�и�b,� выс!азывание�a∨b�
истинно,� если� истинно� хотя� бы� одно� из� них.� Конъюн!цию� называют� та!же�
операцией� «И»,� или� ло�ичес!им� �множением,� дизъюн!цию�—� операцией�
«ИЛИ»,�или�ло�ичес!им�сложением.�

Истинность�или�ложность�
аждо
о�просто
о�выс
азывания,�#ча-
ств#юще
о� в� этом� сложном� выс
азывании,� соответств#ет� единице�
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или�н#лю�в�первой�стро
е�матрицы� Γ
1

J �и�первом�столбце�матрицы�

Γ
2

J .�
Например,�

Γ
1 11

( ��, ) 1a a x∈ = = Γ
1

��( , )a a⇒ ∈ �—�истина,�

Γ
2 11

( ��, ) 0a a y∈ = = Γ
2

��( , )a a⇒ ∈ �—�ложь,�

Γ Γ
1 2 11 11 11 11 11 11

�� �� ��( , ) ( , ) min( , )a a a b x y x y x y∈ ∧ ∈ = ∧ = ⋅ = =

min(1,0) 0= = Γ Γ
1 2

( , ) ( �, )�� �a a a b⇒ ∈ ∧ ∈ �—�ложь.�

Анало
ично�

Γ Γ
1 2 12 21 12 21 12 21

�� �� ��( , ) ( , ) min( , )a b b a x y x y x y∈ ∧ ∈ = ∧ = ⋅ = = �

Γ Γ
1 2

�� �min(0, 0) 0 ( , � �) ( , � )a b b a= = ⇒ ∈ ∧ ∈ �—�ложь,�

Γ Γ
1 2 13 11 13 31 13 11

�� �� ��( , ) ( , ) min( , )a с c a x y x y x y∈ ∧ ∈ = ∧ = ⋅ = = �

Γ Γ
1 2

�� �min(1, 1) 1 ( , � �) ( , � )a с c a= = ⇒ ∈ ∧ ∈ �—�истина.�

Значение�истинности�выс
азывания� Γ Γo
1 2

( , )��a a ∈ �равно�значе-
нию� истинности� дизъюн
ции� всех� трех� 
онъюн
ций� или,� по-
др#
ом#,�ло
ичес
ой�с#ммы�трех�произведений:�

Γ Γ
1 2

( , ) ( ,�� � )�a a a b∈ ∧ ∈ �или� Γ Γ
1 2

( , ) ( ,�� � )�a b b a∈ ∧ ∈ �или�

Γ Γ
1 2

( , ) (�� ��, )a c c a∈ ∧ ∈ = �

11

11 11 12 21 13 31 11 12 13 21

31

�� �( , , � )

y

x y x y x y x x x y

y

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

�

11 11 12 21 13 31
�� �max(min( , ),min( , )� ,min( ,� ))�x y x y x y= = �

��max(0, 0, 1��1)= = .�

Следовательно,� Γ Γo
1 2

( , )��a a ∈ �—�истина.�
Чтобы�проверить�истинность�#тверждения� Γ Γo

1 2
( , )��a b ∈ ,�след#-

ет�та
им�же�способом�выполнить�#множение�первой�стро
и�матри-
цы� Γ

1

J �на�второй�столбец�матрицы� Γ
2

J :�

12

11 12 13 22

32

�� �� �� �� ��( , , ) max(min , ),min( , ),min( , ))

y

x x x y x y x y x y

y

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

�

max(min(1, 1),min(0, 0),min(1�� �� �, )�0)= = �

��max(1, 0, 1��0)= = .�

Следовательно,� Γ Γo
1 2

( , )��a b ∈ �—�истина.�
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Умножая�элементы� i -й�стро
и�матрицы� Γ
1

J �на�соответств#ющие�
элементы� j -
о�столбца�матрицы� Γ

2

J �и�с
ладывая�пол#ченные�про-
изведения,�находим�элемент�

ij
s ,�стоящий�на�пересечении� i -й�стро
и�

и� j -
о� столбца�матрицы�U .�Элемент�
ij
s �ма
симинно
о�произведе-

ния�матриц� Γ
1

J �и� Γ
2

J �равен�1,�если�соответств#ющая�пара�элемен-
тов� множества� A � принадлежит� 
омпозиции� произведений� Γ Γo

1 2
,�

и�равен� 0,� если� не� принадлежит.� Это� означает,� что� матрица�

Γ Γ
1 2

J J J⋅ = �есть�матрица�отношения�Γ Γ Γo
1 2

= .�

ПРИМЕЧАНИЕ   

Умножение	 матриц	 отношений	 называют	 ма�симинным,	 та�	 �а�	 операции	

сложения	 и	 �множения	 выполняются	 по	 правилам	 ма�сим�ма	 и	 миним�ма:	

max( , )��a b a b+ = ,	 min( , )��a b a b⋅ = .	

Та
им�образом,�чтобы�пол#чить�матриц#� Γ �
омпозиции�отноше-
ний�U ,�надо�перемножить�матрицы� Γ

1

J �и� Γ
2

J :� Γ Γ
1 2

J J J= ⋅ .�Прави-
ло�#множения�матриц�бинарных�отношений�та
ое�же,� 
а
�и�#мно-
жения�любых�матриц� n -
о�поряд
а:�

Γμ ( , )x y ,�


деΓ �—�элемент,�стоящий�на�пересечении� i -й�стро
и�и� j -
о�столб-
ца�матрицы� J ,�

ik
x �и�

kj
y �—�элементы�матриц� Γ

1

J �и� Γ
2

J � соответст-
венно.�Одна
о�под�#множением�здесь�понимают�нахождение�мини-
м#ма,�а�под�сложением�—�ма
сим#ма:�

� max(min( ,�� ))
ij ik kj

k

s x y= .� (3.1)�

В�рассматриваемом�примере�

Γ Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
1 2

1 0 1

1 0 1

0 1 0

J J J

0 1 1

0 0 1

1 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

�

1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0

1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1

0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0

⎛ ⎞⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎝ ⎠

1 1 1

1 1 1

0 0 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

.�

Матрица� Γ Γ
1 2

J J J= ⋅ � выявляет� та
� называемые� опосредованные�
связи,�или�опосредованные�влияния.�Например,�
а
�видно�на�рис.�3.2,�
элемент� b � не� влияет� на� элемент� b � ни� в� отношении� α

2
D U⊆ ,� ни�

в�отношении� Γ
2
,�но�в� Γ

1
�в
лючена�пара� ( , )b a ,�а�в� Γ

2
�—�пара� ( , )a b .�
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Та
им�образом,�опосредованно,�через� a ,�элемент� b �влияет�на�себя�
в�рез#льтир#ющем�отношении� Γ Γ Γo

1 2
( , )��b b ∈ = .�

Введем�для�стро
�матриц� Γ
1

J ,� Γ
2

J �и� ΓJ �след#ющие�обозначения:�
α α α α

1 2 3
� �( , , )�

i i i i
= �—�i-я�стро
а�матрицы� Γ

1

J ;�
β β β β

1 2 3
�� �( , , )�

i i i i
= �—�i-я�стро
а�матрицы� Γ

2

J ;�
γ γ γ γ

1 2 3
�� �( , , )�

i i i i
= �—�i-я�стро
а�матрицы� ΓJ � ��( 1, 2, 3)��i = .�
То
да�

Γ

α
α
α

1

1

2

3

1 0 1

1 0 1

0 1 0

J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

,� Γ

β
β
β

2

1

2

3

0 1 1

0 0 1

1 0 0

J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

,� Γ

γ
γ
γ

1

2

3

1 1 1

1 1 1

0 0 1

J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

.�

Сравнив� стро
и� матриц,� можно� обнар#жить,� что� все� элементы�

1
( 1,� ��2, 3)��js j = � первой� стро
и� матрицы� ΓJ � не� меньше� соответст-

в#ющих�элементов�
1 1
,j ja b �первых�стро
�матриц� Γ

1

J �и� Γ
2

J ,�т.�е.�

и

и

и

11 11 11 11

12 12 12 12

13 13 13 13

;

;

.

s a s b

s a s b

s a s b

⎧ ≥ ≥⎪⎪⎪⎪ ≥ ≥⎨
⎪⎪⎪ ≥ ≥⎪⎩

�

Крат
о�это�можно�записать�та
:� γ α
1 1
≥ �и� γ β

1 1
≥ .�Анало
ичные�

неравенства� справедливы� и� для� вторых� стро
:� γ α
2 2
≥ � и� γ β

2 2
≥ .�

Для� третьих� стро
� оба�неравенства,� γ α
3 3
≥ � и� γ β

3 3
≥ ,� ложны,� та
�


а
�не
оторые�элементы�этих�стро
�в�матрицах� Γ
1
�и� Γ

2
�больше�со-

ответств#ющих� элементов� матрицы� Γ Γ Γo
1 2

= .� Неверны� и� обрат-
ные�неравенства:� α γ

3 3
≥ �и� β γ

3 3
≥ .�Третья� стро
а�матрицы� ΓJ �не�

сравнима�с�третьими�стро
ами�матриц� Γ
1

J �и� Γ
2

J .�Что�
асается�мат-
риц� Γ

1

J �и� Γ
2

J ,�то�ни�одна�из�стро
�матрицы� Γ
1

J �не�сравнима�с�со-
ответств#ющей�стро
ой�матрицы� Γ

2

J .�
Рассмотрим� 
омпозицию� отношений� Γ Γ Γo2

2 2 2
= .� Найдем� мат-

риц#�это
о�отношения:�

Γ ×

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
1

3 3

1 0 1

1 0 1 ( ) ;

0 1 0

ij
J x � Γ ×

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
2

3 3

0 1 1

0 0 1 ( )

1 0 0

ij
J y ;�

ΓΓ
= =2

22

2J J Γ Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

o

2 2

0 1 1

0 0 1

1 0 0

J J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0 1 1

0 0 1

1 0 0

=�

⎛ ⎞⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎝ ⎠

0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0

0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0

1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

1 0 1

1 0 0

0 1 1

.�
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Ни�одна�из�стро
�рез�льтир�ющей�матрицы�не�сравнима�ни�с�од-
ной�из�стро
�перемножаемых�матриц.�Опосредованные�влияния,�не�
�чтенные�в� Γ Γo

1 2

J ,�обнар�живаются�при�сравнении�матриц� Γ
2

J ,� Γ
2

2J �
и�определяются�элементами�

11 21 32 33
� �� ��, , ,s s s s n :�в�матрице� Γ

1

J �элемен-
ты�

11 21 32 33
�� �� ��, , ,y y y y �равны�0,�а�

11 21 32 33
� �� ��, , ,s s s s �в�матрице� b �равны�1.�

Проанализир�ем�выявленные�п�тем� сравнения�матриц� Γ
2

J � и� a �
опосредованные�влияния:�

= ⋅ + ⋅ +
11

0 0 1 0s ⋅ =1 1 1

( )( )Γ Γ Γ⇒ ∈ ∧ ∈ − ⇒ ∈
2

2 2 2
�� �� ��( , ) ( , ) ( , )a c c a истина a a ,�

= ⋅ + ⋅ +
21

1 0 0 0s ⋅ =1 1 1

( )( )Γ Γ Γ⇒ ∈ ∧ ∈ − ⇒ ∈
2

2 2 2
�� �� ��( , ) ( , ) ( , )b c c a истина b a ,�

=
32
s ⋅1 1 + ⋅ + ⋅ =0 0 0 0 1

( )( )Γ Γ Γ⇒ ∈ ∧ ∈ − ⇒ ∈
2

2 2 2
�� �� ��( , ) ( , ) ( , )c a a b истина c b ,�

=
33
s ⋅1 1 + ⋅ + ⋅ =0 1 0 0 1

( )( )Γ Γ Γ⇒ ∈ ∧ ∈ − ⇒ ∈
2

2 2 2
�� �� ��( , ) ( , ) ( , )c a a c истина c c .�

В� �аждой� из� с
мм� сла�аемое,� выделенное� пол
жирным� шриф-
том,�—�определяющее�значение�этой�с
ммы.�Выделенные�сла�аемые�
соответств
ют� �онъюн�циям� выс�азываний� о� принадлежности� оп-
ределенно�о� элемента� множества� 2

A � отношению� Γ
2
,� а� значение�

всей� с
ммы�—� выс�азыванию� о� принадлежности� соответств
ющей�
пары�отношению�Γ Γ Γo2

2 2 2
= .�

Любой�элемент�
ij
s �матрицы� Γ

1

2J ,�меньший�или�равный�элемент
�

Γ
2

( )
ij ij

y y J∈ ,�свидетельств
ет�о�том,�что�либо�опосредованная�связь�

чтена�в�самом�отношении�Γ

2
,�либо�та�ая�связь�отс
тств
ет.�

Например,�
13 13

1s y= = .�Равенство�
13

1s = � означает,� что� с
щест-
в
ет�опосредованное�влияние�элемента� a �на�элемент� c .�Можно�ви-
деть,� что� влияние� это� ос
ществляется� через� элемент�

Γ Γμ
o

1 2

(3,1) 0.7= :�

13
0 1s = ⋅ + ⋅1 1 + ⋅ = ⇒1 0 1

( )( )Γ Γ Γ2

2 2 2
�� ��( , ) ( , ) �( , )�a b b c истина a c⇒ ∈ ∧ ∈ − ⇒ ∈ .�

Одна�о�равенство�
13

1y = ��оворит�о�том,�что�влияние� a �на� c �
ч-
тено�в�самом�отношении�Γ

2
.�

Др
�ой� пример.� Справедливо� неравенство� <
23 23
s y � ( =

23
�0,s �

=
23

1y ).�Запишем�элемент�
23
s �в�виде�с
ммы:� = ⋅ + ⋅ + ⋅ =

23
0 1 0 1 1 0s �

0= .�Во�множестве� A �нет�ни�одно�о�элемента,�через��оторый�ос
-
ществлялось�бы�опосредованное�влияние� b �на� c .�
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Это�становится�очевидным,� если�перевести� сложение�и� 
множение�
в�

23
s � на� язы�� ло�и�и� выс�азываний.� Действительно,� Γ2

2
( , )b c ∉ �—�

истина,�та���а��истинна��аждая�из�след
ющих��онъюн�ций:�

Γ Γ
Γ Γ
Γ Γ

2 2

2 2

2 2.

( , ) ( , ) ;

( , ) ( , ) ;

( ,

�� ��

�� ��

�� ( )��) ,

b a a c

b b b c

b c c c

∉ ∧ ∈

∉ ∧ ∈

∈ ∧ ∉

�

В�то�же�время�непосредственная�связь�межд
�элементами� b �и� c �

чтена�в�отношении�Γ

2
,�та���а�� =

23
1y .�

Определение�3.5.�Бинарное�отношение� Γ 2A⊆ �называют�тран-
зитивным� бинарным� отношением,� если� для� любых� a ,� b � и� c �
( , ,�� �� )a b c A∈ � из� то�о,� что� Γ��( , )a c ∈ � и� Γ��( , )c b ∈ ,� след
ет,� что�

Γ��( , )a b ∈ .�
Др
�ими� словами,� отношение� Γ 2A⊆ � транзитивно,� если� оно�

в�лючает� все� опосредованные� связи� межд
� элементами.� Отсюда�
след
ет,� что� �словием� транзитивности� отношения� Γ � является�
выполнение�неравенства�

Γ Γ2J J≥ ,�

�де� ΓJ ,�
Γ2J �—�матрицы�отношений� Γ �и� Γ2 �соответственно,�причем�

�аждый�элемент�матрицы� ΓJ �не�меньше�соответств
юще�о�элемента�
матрицы�

Γ2J .�
Отношения� Γ

2
� и� Γ2

2
� не� являются� транзитивными.� Найдем� по-

следовательно�матрицы�отношений�Γ3

2
,�Γ4

2
,…,�Γ

2

n :�

Γ3

2

J =

Γ Γ2

2 2

J
⋅

=

0 1 1

0 0 1

1 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0 1 1

0 0 1

1 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

1 0 1

1 0 0

0 1 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

,�

Γ4

2

J =

Γ Γ3

2 2

J
⋅

=

1 0 1

1 0 0

0 1 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0 1 1

0 0 1

1 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

1 1 1

0 1 1

1 0 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

,�

Γ5

2

J =

Γ Γ4

2 2

J
⋅

=

1 1 1

0 1 1

1 1 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0 1 1

0 0 1

1 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

1 1 1

1 0 1

1 1 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

,�

Γ6

2

J =

Γ Γ5

2 2

J
⋅

=

1 1 1

1 0 1

1 1 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0 1 1

0 0 1

1 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

.�
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Ле��о�проверить,�что�
Γ6

2

J =

Γ7

2

J =…
Γ
2

n
J= � ( ( ) : 6)n n N n∀ ∈ ≥ .�

Определение� 3.6.� Транзитивным� замы�анием� Γ
^

� бинарно�о�
отношения� Γ �⊆�А2�называют�объединение�степеней�это�о�бинарно-
�о�отношения:�

� Γ ΓU
^

1

n

n

∞

=

= .� (3.2)�

Транзитивное�замы�ание�отношения� Γ
^

2 �в�рассматриваемом�при-
мере�имеет�вид�

Γ ΓU
6^

2
2

1

�� �{( , ), ( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ),�� �� �� ��n

n

a a a b a c b a b b b c

=

= = �

2�� �( , ), ( , ), ( � }� )�,c a c b c c A= .�

П
сть� на� множестве� {1, 2, 3, 4}A= � отношение� Γ � задано� �рафом,�
изображенным�на�рис.�3.4.�Запишем�матриц
� ΓJ �это�о�отношения�и�
найдем�е�о�транзитивное�замы�ание.�

 
Рис.�3.4.�Граф�отношения� {(1, 2), (1, 4), (3, 2), (3, 4)�� �� �� , (4� �, )}2Γ = ��

на�множестве� {1, 2, 3� , }� �� 4��A = �

Матрица�отношения�имеет�вид�

Γ

0 1 0 1

0 0 0 0

0 1 0 1

0 1 0 0

J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

.�

Для�нахождения�транзитивно�о�замы�ания�б
дем�
множать�мат-
риц
� ΓJ �на�себя,�пол
чая� Γ

2J ,� Γ
3J ,…, Γ

nJ ,�до�тех�пор,�по�а�не�выпол-
нится�равенство� Γ Γ

1n nJ J−

= .�Дальнейшее�
множение�не�б
дет�приво-
дить� �� изменению� матриц.� Транзитивное� замы�ание� пол
чим� по�
форм
ле�(3.2).�
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Γ
2J =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

0 1 0 1

0 0 0 0

0 1 0 1

0 1 0 0

⋅

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

0 1 0 1

0 0 0 0

0 1 0 1

0 1 0 0

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

0 1 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

.�

Любой� элемент� матрицы� Γ
2J � не� превосходит� соответств
ющий�

элемент� матрицы� ΓJ ,� т.�е.� Γ Γ≥
2J J .� Это� означает,� что� Γ � в�лючает�

все� опосредованные� связи� межд
� элементами� и,� следовательно,� Γ �
является� транзитивным� бинарным� отношением.� По�ажем,� что� е�о�
транзитивное�замы�ание�совпадает�с�самим�Γ .�

Γ Γ Γ
3 2J J J= ⋅ =

0 1 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⋅

0 1 0 1

0 0 0 0

0 1 0 1

0 1 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

=

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

(0)= .�

Умножение�н
ль-матрицы�на�люб
ю�др
�
ю�матриц
�есть�н
ль-
матрица.�Поэтом
� Γ (0)nJ = �для�любых� 3n ≥ .�

Транзитивное� замы�ание�отношения� Γ � найдем,� использ
я�фор-
м
л
�(3.2)�и�матрицы� ΓJ �и� Γ

2J :�

Γ Γ Γ
^

2 {(1, 2),(1, 4),(3, 2),(3, 4),(4, 2)} {(1,�� �� �� �� �� �2),(3,� ��4)}= ∪ = ∪ = �

�� �� �{(1, 2),(1, 4),(3, 2),(3, 4),(4,� �� ��2)}= = Γ .�

Ка�� и� следовало� ожидать,� пос�оль�
� отношение� Γ � является�
транзитивным,�оно�совпадает�со�своим�транзитивным�замы�анием.�

Справедливы�след
ющие�
тверждения.�
Утверждение�1.�Транзитивное�бинарное�отношение�совпадает�со�

своим�транзитивным�замы�анием.�
Утверждение� 2.� Транзитивное� замы�ание� бинарно�о� отношения�

есть� наименьшее� по� числ
� элементов� транзитивное� отношение,� со-
держащее�данное�бинарное�отношение.�

Утверждение�3.�Транзитивное�замы�ание� Γ
^

�есть�ближайшее��� Γ �
транзитивное�отношение.�

ПРИМЕЧАНИЕ   

Напомним,	что	расстояние	межд�	множествами	
1

Γ 	и	
2

Γ 	определяется	либо	
�а�	линейное	расстояние,	либо	�а�	ев�лидово	расстояние	(см.	табл.1.3).	
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Не� след
ет� д
мать,� что� последовательность� степеней� матрицы�
отношения�все�да�имеет�предел,�т.�е.,�начиная�с�не�оторо�о�ша�а� n ,�
выполняется�равенство� Γ Γ

1n nJ J +
= .�Приведем�простой�пример,�по�а-

зывающий,�что�это�не�та�.�
П
сть�матрица�отношения� Γ �на�множестве� { , }�A a b= �имеет�вид�

Γ

0 1

1 0
J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
.�

То�да�

Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

2
1 0 1

0 1
J

n
,� Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

3
0 1

1 0
J ,� Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

4
1 0

0 1
J ,� Γ

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

2 1
0 1

1 0

nJ ,� Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

2
1 0

0 1

nJ �

для�любо�о� 1n ≥ .�

Тем�не�менее�Γ ΓU
2

1

{( , ),�� ��( , )} �� �{( , ), ( , )� }n

n

a b b a a a b b A

∞

=

= = ∪ = .�

Наиболее� важными� свойствами� бинарных� отношений� являются�
свойства� рефле�сивности,� симметричности,� антисимметричности�
и�транзитивности�(табл.�3.2).�

Особ
ю�роль�в�приложениях�теории�бинарных�отношений�и�ра-
ют�отношения�э�вивалентности�и�отношения�поряд�а.�

Определение� 3.7.� Отношением� э�вивалентности� называют�
рефле�сивное,�симметричное�и�транзитивное�отношение.�

Определение�3.8.�Отношением�поряд�а�называют�антисиммет-
ричное�и�транзитивное�отношение.�

По�отношению�э�вивалентности�множество�разбивается�на�непе-
ресе�ающиеся� �лассы� э�вивалентности.� В� �аждый� �ласс� попадают�
элементы,� попарно� связанные� др
�� с� др
�ом� отношением� э�вива-
лентности,� элементы� из� разных� �лассов� отношением� не� связаны.�
Пересечение� любых� дв
х� различных� �лассов� п
сто,� объединение�
всех��лассов�равно�всем
�множеств
.�

Отношение�поряд�а� делает�множество,� на� �отором�оно� задано,�
�порядоченным�множеством.� Различают� частичные� поряд�и� и� ли-
нейные�поряд�и.�В�частично�
порядоченном�множестве�с
ществ
ют�
элементы,�не�связанные�отношением�поряд�а.�В�линейно�
порядо-
ченном�множестве��аждая�пара�элементов�связана�отношением�по-
ряд�а.�
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3.2. Нечеткие бинарные отношения 

П
сть�U�—��а�ое-либо�множество,�U2�—�де�артов��вадрат�это�о�мно-
жества.�

Определение� 3.9.� Нечет�им� бинарным� отношением� на� мно-
жестве�U �называют�нечет�ое�подмножество�U2:�

� ΓΓ μ
2

��( , ) /( , )��
i j i j

U

u u u u=∑ ,� (3.3)�

� ΓΓ μ
2

( , ) /� ��( , )

U

x y x y= ∫ .� (3.4)�

Ф
н�ция�принадлежности�нечет�о�о�бинарно�о�отношения�μГ�(x,�y)�
является� анало�ом�хара�теристичес�ой�ф
н�ции�в� сл
чае�обычных�
бинарных�отношений.�

Способы�задания�нечет�их�бинарных�отношений�те�же,�что�и�для�
обычных�отношений.�Приведем�их.�

1.� Графи�� нечет�о�о� бинарно�о� отношения.�Форм
лы� (3.3)� и� (3.4)�
задают� �рафи�и� нечет�их� бинарных� отношений.� Если� U�—� �о-
нечное� множество,� то� использ
ется� форм
ла� (3.3),� если� U�—�
часть�числовой�оси�или�вся�числовая�ось,�—�форм
ла�(3.4).�

2.� Хара�теристичес�ое� свойство� нечет�о�о� бинарно�о� отношения.�
Например,� aρb:� «a� имеет� сходство� с� b»� (на� множестве� людей),�
aρb:�«a�мно�о�больше,�чем�b»�(на�множестве�чисел)�и�т.�п.�

3.� Граф�нечет�о�о�бинарно�о�отношения.�Граф�нечет�о�о�бинарно�о�
отношения�—�ориентированный�взвешенный��раф�(рис.�3.5).�Ка-
ждое� ребро� ( , )(� � )� �,x y x y U∈ � �рафа� имеет� вес,� равный� значению�
ф
н�ции�принадлежности� Γμ ( , )x y .�

 
Рис.�3.5.�Граф�бинарно�о�отношения� Γ =0,3/(a,�a)+0,7/(a,�c)+1/(b,�a)+0,5/(b,�c)��

на�множестве�U ={a,�b,�c}�
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4.� Матрица� инциденций� нечет�о�о� бинарно�о� отношения.� Матрица�

Γ ( )
ij

J x= �бинарно�о�отношения� Γ �на�множестве�U,�содержащем�
n� элементов,�—� это�матрица� поряд�а�n,� элементами� �оторой� яв-
ляются� значения� ф
н�ции� принадлежности:� Γμ ( �, )�

ij i j
x u u= �

( 1, 2, ..., ,�� �� �1, 2, ..., )��i n j n= = .�

Рассмотрим� пример.� П
сть� нечет�ое� бинарное� отношение� aρb:�
«a�значительно�меньше,�чем�b»�задано�на�множестве�U�=�{1,�2,�3,�4}�
и�имеет��рафи��

Γ = + + + +0,3 /(1; 2) 0,8 /(1; 3) 1/(1; 4) 0,3 /(2;�� �� �� �3)� �

+ +0,8 /(2; 4) 0,3 /(3�� ; �4) �

Граф�та�о�о�отношения�изображен�на�рис.�3.6,�а�матрицей�отно-
шения�является�матрица� J ,� в� �лет�ах��оторой�записаны�значения�
ф
н�ции�принадлежности�для��аждо�о�элемента�множества�U2:�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

0 0,3 0,8 1

0 0 0,3 0,8

0 0 0 0,3

0 0 0 0

J .�

 
Рис.�3.6.�Граф�

Пример�нечет�о�о�отношения�с�непрерывным�носителем:�U�=�R;�

xρy:�«x�близ�о���y»,��рафи��отношения�—� eΓ
2

2 /( ,�� )

x y

R

x y

−

−

= ∫ .�

Разложение�нечет�их�отношений�по�α-
ровням�называют�де�ом-
позицией�нечет�о�о�отношения.�Де�омпозиция�нечет�о�о�отноше-
ния�определяется�след
ющим�равенством:�

� α
α

Γ α
[0,1]

/D

∈

= ∫ ,� (3.5)�
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�де� α
2

D U⊆ ,�причем�для�любой�пары�(x,�y)�из�множества�Dα�выпол-
няется�неравенство� Γμ α�, )�(x y ≥ .�Можно�по�азать,�что�если�α�≤�β,�то�

α βD D⊆ .�Рас�ладывая�нечет�ое�отношение�по�α-
ровням,�переходят�
от�нечет�их�отношений���обычным�подмножествам�множества�U2.�

Выполним�де�омпозицию�отношения� eΓ
2

2 /( , � )

x y

R

x y

−

−

= ∫ .�

e α2

x y−

−

≥ ,� α( 0)> ;�

α α2
2 ln lnx y− ≤− =− ;�

α

α

2

2

ln

ln

x y

x y

x y

x y

⎡⎧ ≥⎪⎪⎢⎨⎢⎪ − ≤−⎪⎩⎢
⎢ ⎧ <⎪⎢ ⎪
⎨⎢
⎪ − ≥⎢ ⎪⎩⎣

�� {α α α⇒ = ∈ + ≤ ≤ −
2 2 2( , ) : ln ln ;�D x y R x y x �

}α< ≤(0 1) .�

Все� преобразования� выполнены� на� основании� свойств� элемен-
тарных�ф
н�ций.�Семейство�областей� αD � α(0 1)< ≤ � представляет�
собой�систем
�вложенных�др
��в�др
�а�полос�(рис.�3.7).�С�
меньше-
нием�α�ширина�полосы�возрастает,� αα

2

0

limD R
→

= .�При�α�=�1�полоса�
вырождается�в�прям
ю�x�=�y.�

 
Рис.3.7.�Области� Dα �в�де
омпозиции�

[0,1]

/Dα
α

Γ α
∈

= ∫ �нечет
о�о�отношения�

e
2

2 )(/ ,

x y

R

x yΓ
−

−

= ∫ �
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3.3. Композиция и транзитивное 

замыкание нечетких бинарных 

отношений 

П
сть� Γ
1
�и� Γ

2
�—�нечет�ие�отношения�на�множестве�U�и� Γμ

1

( , )��x y ,�

Γμ
2

( , )x y �—�их�ф
н�ции�принадлежности.�
Определение� 3.10.�Композицией� нечет�их� бинарных� отноше-

ний� Γ
1
� и� Γ

2
� называют� нечет�ое� бинарное� отношение� Γ Γ Γo

1 2
= ,�

причем�

( ) ( )( )Γ Γ Γ Γμ μ μ
o U

1 2 1 2

( , ) /( , ) ( , )�� �� �� �� �� �/( , ) ( , ) ( �/ , )
z U

x y x y x z x z z y z y

∈

= ∩ .� (3.6)�

Пересечение� одноточечных� нечет�их� множеств� Γμ
1

( , ) /( �� )� ,x z x z �
и� Γμ

2

( , ) /(� �� )� ,z y z y � обычно� выполняется� по� ло�ичес�ой� T-норме,�
а�объединение� —� по� ло�ичес�ой� T-�онорме:� min( , )��a b a b∩ = ,�
a b∪ = � �max( , )a b= .�

При�этом�форм
ла�(3.6)�принимает�вид�

( )( )Γ Γ Γ Γμ μ μ
o

1 2 1 2

( , ) /( , ) max min(�� �� �� ��( , ), ( �� � )�, ) /( ,
z U

x y x y x z z y x y
∈

= .� (3.7)�

Графи���омпозиции�отношений�определяется�след
ющими�фор-
м
лами:�

� Γ ΓΓ Γ μ
o

o

1 2
2

1 2
�( , ) /( ,� � )�

U

x y x y= =∑ �

� ( )( )Γ Γμ μ
1 2

2

max min( ( , ), ( , ) /(� )� ��,
z U

U

x z z y x y
∈

=∑ ,� (3.8)�

если�U�—��онечное�множество;�

� Γ ΓΓ Γ μ
o

o

1 2

2

1 2
�( , ) /( ,� � )�

U

x y x y= =∫ �

� ( )( )Γ Γμ μ
1 2

2

max min( ( , ), ( ,�� � ) �, )(� /
z U

U

x z z y x y
∈

= ∫ ,� (3.9)�

если�U�—�часть�числовой�оси�или�вся�числовая�ось.�
Из�форм
лы� (3.6)� след
ет,� что� для� сл
чая,� �о�да�U�—� �онечное�

множество,� матрица� �омпозиции� отношений� Γ Γo
1 2

J � есть� ма�симин-
ное�произведение�матриц� Γ

1

J �и� Γ
2

J :�

Γ Γo
1 2

J = Γ
1

J ⋅ Γ
2

J =( )Γ Γμ μ
1 2

max(min( ( , ), , )�� (
i k k j

k n n

u u u u

×

= ( )Γ Γμ
o

1 2

( , )
i j

n n

u u
×

,�

�де� n �—�число�элементов�множества�U.�
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П
сть,�например,�нечет�ие�отношения� ρ
1

:a b �« a �примерно�равно�
b »�и� ρ

2
:a b �« a �немно�о�больше� b »�на�множестве�U�=�{1,�2,�3,�4}�за-

даны�матрицами�

Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

1

1 0,7 0,2 0 0

0,7 1 0,7 0,2 0

;0,2 0,7 1 0,7 0,2

0 0,2 0,7 1 0,7

0 0 0,2 0,7 1

J Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

2

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0,4 1 0 0 0

0,1 0,4 1 0 0

0 0,1 0,4 1 0

J .�

Найдем� Γ Γo
1 2

J :�

Γ Γo
1 2

J = Γ Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= ⋅⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

o

1 2

1 0,7 0,2 0 0

0,7 1 0,7 0,2 0

0,2 0,7 1 0,7 0,2

0 0,2 0,7 1 0,7

0 0 0,2 0,7 1

J J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0,4 1 0 0 0

0,1 0,4 1 0 0

0 0,1 0,4 1 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,7 0,2 0 0 0

1 0,7 0,2 0 0

0,7 1 0,7 0,2 0

0,4 0,7 1 0,7 0

0,4 0,4 0,7 1 0

.�

По�ажем,��а��найдены�не�оторые�элементы�матрицы� Γ Γo
1 2

J :�

Γ Γμ =
o

1 2

(1,1) max(min(1; 0),min(0,7; 1),min(0,2; 0,4),min(0�� �� �� �; �001), �

= =min(0, 0)) max(0; 0,7; 0,2; 0,�� �� �� �� �0) 0,7 ;�

Γ Γμ =
o

1 2

(1, 2) max(min(1; 0),min(0,7; 0),min(0,2; 1),min(0;�� �� �� �� ��0,4), ��

= =�� �� �min(0; 0,1)) max(0; 0; 0,� �� ��2; 0; 0) 0,2 и�т.�д.�

Рассмотрим� опосредованные� влияния� в� �омпозиции� отношений�
Γ Γo

1 2
.�Например,� Γμ = <

1

(3, 1)� 0,2� 0,5 ,� Γμ = <

2

(3, 1)� 0,4� 0,5 ,�т.�е.,�по�
оцен�ам� э�спертов,� выс�азывания� «3� примерно� равно� 1»� и� «3� не-
мно�о�больше�1»�в�данном�сл
чае�с�орее�ложны,�чем�истинны.�Но�

Γ Γμ = >
o

1 2

��(3, 1) 0,7 0,5 ,� т.�е.� опосредованная� связь�межд
�3�и�1� явно�
имеется.� Ка�ие� же� элементы� являются� посредни�ами� это�о� влия-
ния?�
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Чтобы� ответить� на� этот� вопрос,� составим� схем
� вычисления�

Γ Γμ
o

1 2

(3,��1) :�

 

Выделенное� сла�аемое,� �оторое� определяет� значение�

Γ Γμ =
o

1 2

(3,1) 0,7 ,�есть�миним
м� Γμ
1

(3,��2) и� Γμ
2

(2,��1) :�

μ=0,7

3 2примерно равно �и�
μ 1

2 1немно�о больше

=

.�

Отсюда�след
ет�
μ=0,7

3 , 1примерно равно причем ч�ть больше .�

Та�им�образом,�влияние�3�на�1�в��омпозиции�отношений� Γ Γo
1 2

�
данно�о�примера�ос
ществляется�через�2.�

Представим� �ажд
ю� матриц
� Γ
1

J ,� Γ
2

J � и� Γ Γo

1 2

J J � в� виде� поля�
�лето��5×5,�в��отором�значения�ф
н�ции�принадлежности� μ( , )

i j
u u �

соответств
ют�различной�штрихов�е��лето��(рис.�3.8).�

 
Рис.�3.8.�Матрицы�нечет
их�бинарных�отношений�в�виде�полей�
лето
�

П
сть� теперь� a,� b� и� c� —� три� психоло�ичес�ие� хара�теристи�и�
личности� челове�а:�a�—�интелле�т,�b�—� сила� воли,� c�—� тр
долюбие�

��( { , , }� )�U a b c= .� По� оцен�ам� э�спертов,� влияние� др
�� на� др
�а� этих�
�ачеств�определено,�например,�след
ющей�матрицей:�

Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,8 0,5 0,7

0 0,2 1

0,9 0,5 0

J .�
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Интерпретир
ем�не�оторые�элементы�матрицы� ΓJ .�
Влияние�интелле�та�на�сил
�воли�э�сперты�сочли�индифферент-

ным:�оно�в�равной�степени�может�быть�или�не�быть�( Γμ =��( , ) 0,5a b ),�
а�вот�влияние�силы�воли�на�тр
долюбие,�по�оцен�е�э�спертов,�очень�
сильно�( Γμ �( , )� 1b c = ).�

Выявим� опосредованные� влияния� этих� �ачеств� др
�� на� др
�а.�
Для�это�о�найдем�матриц
��омпозиции�Γ Γ Γo

2
= :�

Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

2

0,8 0,5 0,7

0 0,2 1

0,9 0,5 0

J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,8 0,5 0,7

0 0,2 1

0,9 0,5 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,8 0,5 0,7

0,9 0,5 0

0,8 0,5 0,7

.�

Матрица�
Γ2J � обнар
живает� весьма� с
щественные� опосредован-

ные�влияния�по�азателя�b�(силы�воли)�на�по�азатель�a�(интелле�т):�

Γ Γ
μ μ= =2( , ) 0, (�� �, ) 0,9b a b a ,�

а�та�же�по�азателя�c�(тр
долюбие)�на�себя:�

Γ Γ
μ μ= =2( , ) 0, (�� �, 0,� ) 7c c c c .�

Проанализир
ем,��а�им�образом�возни�ают�эти�влияния.�

1.�
Γ

μ =2 ( , ) max(min(0; 0,8),min(0,2;�� �� ),�0b a �� , )min(1; 0 9 )�= 0,9.�

Использ
я�названия�этих�по�азателей� (a�—�интелле�т,�b�—�сила�
воли,�c�—�тр
долюбие),�вывод�об�опосредованном�влиянии�силы�
воли�на�интелле�т�можно�записать�та�ой�фразой:�

«Силой�воли�можно�воспитать�тр
долюбие�( Γμ �( , )� 1b c = ),�

тр
долюбие�
силивает�интелле�т�( Γμ =��( , ) 0,9c a )».�

Из�это�о�след
ет�вывод:�

«Сила�воли�через�воспитание�тр
долюбия�
силивает�интелле�т�
(

Γ
μ =2 ��( , ) 0,9b a )».�

2.�
Γ

μ 2 ��( , ) max(c c = , ,min(0 9; �0� 7) =min(0,5; 0),min(0; 0))�� �� 0,7 :�

«Тр
долюбие�повышает�интелле�т�( Γμ =��( , ) 0,9c a ),�

интелле�т�
силивает�тр
долюбие�( Γμ =��( , ) 0,7a c )».�

Следовательно,�

«Тр
долюбие�дополнительно�
силивается�через�интелле�т�
( Γμ =��( , ) 0,7c c )».�
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Вычислим�матрицы�более�высо�их�степеней�отношения�Γ :�

Γ Γ Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
o

3 2

0,8 0,5 0,7

0,9 0,5 0

0,8 0,5 0,7

J J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,8 0,5 0,7

0 0,2 1

0,9 0,5 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,8 0,5 0,7

0,8 0,5 0,7

0,8 0,5 0,7

,�

Γ Γ Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
o

4 3

0,8 0,5 0,7

0,8 0,5 0,7

0,8 0,5 0,7

J J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,8 0,5 0,7

0 0,2 1

0,9 0,5 0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,8 0,5 0,7

0,8 0,5 0,7

0,8 0,5 0,7

.�

Очевидно,�что�
Γ Γ3n
J J= �для�любо�о� 3n ≥ .�

Найдем� транзитивное� замы�ание� нечет�о�о� отношения� Γ ,� т.�е.�
объединение� всех� степеней� отношения� Γ .� Значение�ф
н�ции� при-
надлежности� пары� ( , )(�� )�, �

i j i j
u u u u U∈ � по� правил
� ло�ичес�ой��

T-�онормы�имеет�вид�

� ΓΓμ μ( , ) max� ),� ( , �(
i j i j

u u u u=

Γ Γ
μ μ2 ( , ), ..., ( , ), ...)�� ��

ni j i j
u u u u .� (3.10)�

В�данном�примере�

Γμmax( ( , ),��
i j

u u
Γ Γ

μ μ2 ( , ), ..., ( , ), ...)�� ��
ni j i j

u u u u = Γμmax( ( , ),��
i j

u u

Γ Γ
μ μ2 3( , ), ( , )� )� ��

i j i j
u u u u .�

Этот�ма�сим
м�находим,� сравнивая�элементы,� стоящие�на�пере-
сечении� i -й�стро�и�и� j -�о�столбца�в�матрицах� Γ Γ Γ2 3, ,J J J �и�выби-
рая�наибольший:�

Γ Γ Γ Γ2 3 �� �0,8 /( , ) 0,5 /( , ) 0,7 /( , ) 0, 9 /( ,� � )� ��a a a b a c b a= ∪ ∪ = + + + + �

0,5 /( , ) 1/( , ) 0, 9 /( , ) 0,5 /�� �� �� �� �( , ) 0,7 /( , � )b b b c c a c b c c+ + + + + .�

Изобразим�различной�штрихов�ой�матрицы�степеней�отношения�
Γ �и�е�о�транзитивно�о�замы�ания�(рис.�3.9).�

 
Рис.�3.9.�Матрицы�степеней�нечет�о�о�отношения� Γ �и�транзитивно�о�замы�ания�

это�о�отношения�
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Свойство�транзитивности�нечет�о�о�бинарно�о�отношения�опре-
деляется�через�матриц
�отношения.�

Определение� 3.11.� Нечет�ое� бинарное� отношение� Γ � называют�
транзитивным,�если��аждый�элемент�матрицы� Γ

2J �не�превосходит�
соответств
ющий�элемент�матрицы� ΓJ ,�т.�е.� Γ Γ

2J J≤ .�
Э�вивалентное� определение� транзитивности� нечет�о�о� отноше-

ния�можно�дать�через�ф
н�цию�принадлежности� Γμ ( , )(�� ��, )x y x y U∈ .�
Определение� 3.12.� Нечет�ое� бинарное� отношение� Γ � называют�

транзитивным,� если�для�любой�пары� 2, )��(x y U∈ � справедливо�не-

равенство� Γ Γ Γμ μ μ( , ) max(min( ( , ), ( ,�� �� �� �� ))
z U

x y x z z y
∈

≥ .�

С�пра�тичес�ой�точ�и�зрения�значительно�более�
добным�явля-
ется�определение�3.11.�

Определение�транзитивно�о�замы�ания� Γ
^

�нечет
о�о�бинарно�о�

отношения� ΓΓ μ
2

��( , ) /( , )�
i j i j

U

u u u u=∑ �или� ΓΓ μ
2

( , ) /�� ��( , )

U

x y x y= ∫ �

совпадает� с� определением� 3.6� транзитивно�о� замы�ания� обычно�о�
отношения.�При� этом�нахождение� степеней�отношения�и�операция�
объединения�выполняются�по�правилам�оперирования�с�нечет�ими�
множествами.�

Та��же,��а��и�в�сл
чае�обычных�бинарных�отношений,�любое�не-
чет�ое� транзитивное� отношение� Γ � совпадает� со� своим� транзитив-

ным� замы�анием�
^

Γ ,� а� транзитивное� замы�ание� есть� наименьшее�
транзитивное�отношение,�в�лючающее�в�себя�отношение�Γ .�

3.4. Свойства и виды нечетких 

бинарных отношений 

Основными�свойствами�любых�бинарных�отношений�являются�реф-
ле�сивность,� симметричность,� антисимметричность,� транзитивность�
(табл.�3.2).�В�табл.�3.3�эти�свойства�записаны�в�символах�теории�не-
чет�их� множеств.� Определение� свойства� транзитивности� не� дается,�
та���а��оно�подробно�рассмотрено�в�разделе�3.3.�

Обычные� отношения,� обладающие� свойствами� рефле�сивности,�
симметричности�и�транзитивности,�являются�отношениями�э�вива-
лентности,� антисиммеричные� и� транзитивные� отношения�—� отно-
шениями�поряд�а.�

Отношения�э�вивалентности�разбивают�множества�на��лассы�э�-
вивалентности,�отношения�поряд�а�—�
порядочивают�множества.�
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Таблица 3.3. Свойства нечетких бинарных отношений 

ΓΓ μ
2

��( , ) /( , )�
i j i j

U

u u u u=∑ , ΓΓ μ
2

( , ) /( , )

U

x y x y= ∫  

Свойство� Матрица�отношения�

( ( ,�� ))
i j n n

J u uΓ Γμ
×

= �

Хара�теристичес�ая�ф�н�ция�

( ,�� )x yΓμ �

Рефле�сив-
ность�

( ) :
i i

u u U∀ ∈ �

� �� ��( , ) 1 ( 1, 2, ... )
i i

u u i nΓμ = = �

( ) :x x U∀ ∈ ��( , ) 1x xΓμ = �

Антирефле-
�сивность�

( ) :
i i

u u U∀ ∈

� �� ��( , ) 0 ( 1, 2, ... )
i i

u u i nΓμ = = �

( ) :x x U∀ ∈ ��( , ) 0x xΓμ = �

Симметрич-
ность�

TJ JΓ Γ= � ( , )( , )�� � :�x y x y U∀ ∈ �

( , ) ( , )�� ��x y y xΓ Γμ μ= �

Антисимме-
тричность�

�� ��, ( , , )�� :
i j i j

u u u u U i j∀ ∈ ≠ �

( )( , ) ( , )�� ��
i j j i

u u u uΓ Γμ μ≠ ∨ �

( )( , ) ( , ) 0�� ��
i j j i

u u u uΓ Γμ μ∨ = = �

�� �( , )( , ,�� )�x y x y U x y∀ ∈ ≠ �

( )( , ) ( , )�� ��x y y xΓ Γμ μ≠ ∨ �

( ( , ) ,�� ��( )x y y xΓ Γμ μ∨ = = �

0)= �

Виды�нечет�их�отношений�приведены�в�табл.�3.4.�

Таблица 3.4. Виды нечетких бинарных отношений 

Свойство�Отношение�

Р
е
ф
л
е
�
с
и
в
н
о
с
ть
�

А
н
ти

р
е
ф
л
е
�
с
и
в
н
о
с
ть
�

Т
р
а
н
з
и
ти

в
н
о
с
ть
�

С
и
м
м
е
тр

и
ч
н
о
с
ть
�

А
н
ти

с
и
м
м
е
тр

и
ч
н
о
с
ть
�

Предпорядо�� +� � +� � �

Сходство� +� � � +� �

Несходство� � +� � +� �

Подобие� +� � +� +� �
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Свойство�Отношение�

Р
е
ф
л
е
�
с
и
в
н
о
с
ть
�

А
н
ти

р
е
ф
л
е
�
с
и
в
н
о
с
ть
�

Т
р
а
н
з
и
ти

в
н
о
с
ть
�

С
и
м
м
е
тр

и
ч
н
о
с
ть
�

А
н
ти

с
и
м
м
е
тр

и
ч
н
о
с
ть
�

Порядо�� +� � � � +�

Нестро�ий�
порядо��

+� � +� � +�

Стро�ий�
порядо��

� +� +� � +�

ПРИМЕЧАНИЕ   

«+»�отмечены�те�свойства,��оторыми�должно�обладать�отношение,�чтобы�е�о�
можно�было�отнести���!�азанном!�вид!�отношений.�

Отношение�предпоряд
а.�По�ажем,�что�если�отношение� Γ �реф-
ле�сивно,�то� Γ Γ

2J J≥ .�В�самом�деле,�рефле�сивность�отношения�оз-
начает,�что�все�числа��лавной�диа�онали�матрицы� ΓJ �—�единицы:�

Γ

μ μ
μ μ

μ μ

12 1

21 2

1 2

1 ...

1 ...

... ... ... ...

... 1

n

n

n n

J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

.�

Элемент� �� ��( , 1, 2, ..., )�
ij
s i j n= � матрицы� Γ

2J � есть� ма�симинное� про-
изведение�i-й�стро�и�матрицы� ΓJ �на�ее�j-й�столбец:�

μ μ μ μ μ μ
1 1 2 2

max(min( )) max(min( , ),min( , ), ...�� �� � ,�
ij ik kj i j i j

k

s = = �

μ μ μ μmin( , ), ...min(� )� �, )�
ii ij in nj

= �

= μ μ μ μ μ μ μ
1 1 2 2

max(min( , ),min( , ), ...,min(1, ), ...,min(�� , )�� � )�� �
i j i j ij in nj

=�

= μ μ μ μ μ μ μ
1 1 2 2

max(min( , ),min( , ), ..., , ..., min�� (�� �� � �� ��, ))
i j i j ij in nj

μ
ij

≥ .�

Отношение� предпоряд�а� выделяет� из� всех� рефле�сивных� отно-
шений� транзитивные� отношения.� Транзитивные� нечет�ие� отноше-
ния�и�рают�особ$ю�роль�в�приложениях�теории�нечет�их�множеств,�
та���а��определяют�не�отор$ю�правильн$ю�стр$�т$р$�множества,�на�
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�отором�они�заданы.�Если�отношение� Γ �не�является�транзитивным,�
то�ближайшим���нем$�транзитивным�отношением�б$дет�транзитив-
ное�замы�ание�Γ .�

Отношение� сходства.� Нечет�ое� отношение� сходства� задается�
с�помощью� матриц� сходства� либо� неориентированных� взвешенных�
�рафов� [7].� Матрицы� отношений� сходства,� для� �оторых� свойства�
рефле�сивности� и� симметричности� имеют� естественн$ю� интерпре-
тацию,�мо�$т�быть�пол$чены�в�рез$льтате��а��измерения�не�оторо�о�
физичес�о�о� параметра,� отражающе�о� связи� межд$� объе�тами,� та��
и�опроса�э�спертов,��оторые�для��аждой�пары�объе�тов�из�U � $�а-
зывают�их�степень�сходства�по�не�оторой�ш�але�сравнений.�Града-
ции�этой�ш�алы�мо�$т�быть�составлены�из�слов�р$сс�о�о�язы�а,�от-
ражающих�сил$�сходства�межд$�объе�тами�и�линейно�$порядочен-
ных�межд$� собой.�Например,� та�ая�ш�ала�может� состоять�из�фраз�
типа:�«очень�сильное�сходство»,�«сильное�сходство»,�«сходство�сред-
ней�силы»,�«слабое�сходство»,�«очень�слабое�сходство»�и�т.�п.�

Отношение�несходства.�В� определенном� смысле� отношение� не-
сходства� является� противоположным� отношению� сходства.� Дейст-
вительно,� если� Γ 2

A⊆ � является� рефле�сивным� и� симметричным�
отношением,�то�е�о�дополнение� Γ �представляет�собой�антирефле�-
сивное�и�симметричное�отношение1.�
П$сть,�например,�имеется�матрица�рефле�сивно�о�и�симметрич-

но�о�отношения�(отношения�сходства)�

Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 0,3 0,8 0,6

0,3 1 1 0,5

0,8 1 1 0,2

0,6 0,5 0,2 1

J .�

Значения� ф$н�ции� принадлежности� противоположно�о� ем$� от-
ношения�Γ ,�т.�е.�дополнения�Γ �до� 2

A ,�находим�по�правил$�

ΓΓ
μ μ 2�� �( , ) 1 ( , ), (( , )� �� )

i j i j i j
u u u u u u A= − ∈ �

(см.�табл.�1.5).�Использ$я�эт$�форм$л$,�пол$чаем�

������������������������������������������������
1� Верно�и�обратное��тверждение,�если� Γ �является�антирефле�сивным�и�сим-
метричным� отношением� (отношение� несходства),� то� противоположное�

ем��отношение� Γ рефле�свно�и�симметрично�(отношение�сходства).�
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Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

0 0,7 0,2 0,4

0,7 0 0 0,5

0,2 0 0 0,8

0,4 0,5 0,8 0

J .�

Матрица�
Γ
J � является� матрицей� антирефле�сивно�о� и� симмет-

рично�о�отношения,�то�есть�отношения�несходства�(см.�табл.�3.4).�
Отношение�подобия.�Отношение�подобия�выделяется�из��ласса�

отношений� сходства� добавлением� свойства� транзитивности�
(см.�табл.�3.4),�что�обеспечивает�возможность�разбиения�множества�
A �на��лассы�подобия.�
П$сть,� например,� отношение� сходства� Γ � на� множестве�
{1, 2, 3� , }� �� 4��A= �задано�матрицей�инциденций�

Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 0,3 0,8 0,6

0,3 1 0,6 0,5

0,8 0,6 1 0,2

0,6 0,5 0,2 1

J .�

Проверим,�транзитивно�ли�отношение�Γ :�

Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

2

1 0,8 0,8 0,6

0,8 1 0,6 0,5

0,8 0,6 1 0,6

0,6 0,5 0,6 1

J ;�Γ Γ2
⊆ .�

Следовательно,� Γ �не�является�транзитивным�отношением.�Най-
дем� ближайшее� �� Γ � транзитивное� отношение,� т.�е.� транзитивное�
замы�ание�Γ

^

:�

Γ ΓU
^

1, 2, .�� . .

n

n=

= .�

Для� это�о� вычислим�матрицы�инциденций� след$ющих� степеней�
отношения�Γ :�

Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

3

1 0,8 0,8 0,6

0,8 1 0,6 0,5

0,8 0,6 1 0,6

0,6 0,5 0,6 1

J

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 0,3 0,8 0,6

0,3 1 0,6 0,5

0,8 0,6 1 0,2

0,6 0,5 0,2 1

=�
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=

1 0,8 0,8 0,6

0,8 1 0,8 0,6

0,8 0,8 1 0,6

0,6 0,6 0,6 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

.�

Очевидно,� что� Γ Γ4 5
, , ... � совпад$т� с� Γ3 .� Следовательно,�

Γ Γ Γ Γ
^

2 3
= ∪ ∪ ,� причем� ΓΓ Γ3 2J J J≥ ≥ ,� а� значит,� Γ Γ

^
3

= �—�транзи-
тивное�замы�ание�отношения� Γ ,�т.�е.� Γ3 �—�ближайшее��� Γ �транзи-
тивное�отношение.�
Построим� �рафы� отношений� Γ Γ Γ2 3

, , � по� множествам� α -$ровня�
(рис.�3.10�—�3.12).�

 

Рис.�3.10.�Графы�отношения� Γ ,�построенные�по�множествам��ровня� α �

 
Рис.�3.11.�Графы�отношения� 2Γ ,�построенные�по�множествам��ровня� α �
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Рис.�3.12.�Графы�отношения�

^
3Γ Γ= ,�построенные�по�множествам��ровня� α �

ПРИМЕЧАНИЕ   

Пос�оль���обычные�и�нечет�ие�бинарные�отношения�определяются��а��под-
множества��ниверсально�о�множества�U2�(см.�определения�3.2,�3.9),�то�поня-
тие� множества�α-�ровня� (см.� раздел� 1.3)� естественным� образом� распростра-
няется�и�на�сл�чай�бинарных�отношений.�

Анализир$я� последовательность� �рафов,� изображенных� на�
рис.�3.10,�можно�видеть,�что�при�α�=�0,2�множество�A�=�{1,�2,�3,�4}�
объединено�отношением�в�один��ласс,�та���а��все�элементы�множе-
ства�связаны�отношением� Γ .�При�α�=�0,3,�α�=�0,5,�α�=�0,6��лассы�
не�образ$ются,�пос�оль�$�не�оторые�элементы� A �отношением� Γ �не�
связаны.� При� α�=� 0,8� множество� A� распадается� на� три� непересе-
�ающихся��ласса:� {1, 3} {2} {4}A= ∪ ∪ ,�а�при�α�=�1�—�на�четыре�одно-
точечных��ласса:� {1} {2} {3} {4}A= ∪ ∪ ∪ .�
Анализ�последовательности��рафов,�представленных�на�рис.�3.11,�

по�азывает,� что� при�α�=� 0,5�множество� {1, 2, 3� , }� �� 4��A= � объединено�
в�один� �ласс,� та�� �а�� все� е�о� элементы� связаны� отношением� Γ2 .�
При�α�=�0,6�и�α�=�0,8��лассы�не�образ$ются,�пос�оль�$�не�оторые�
элементы�A� отношением� Γ2 � не� связаны.� При�α�=� 1� множество�A�
распадается�на�четыре�одноточечных��ласса:� {1} {2} {3} {4}A= ∪ ∪ ∪ .�
Транзитивное�отношение� Γ Γ

^
3

= �(см.�рис.�3.12)�разбивает�A�=�{1,�
2,� 3,� 4}� на� непересе�ающиеся� �лассы� при� любых� значениях�α.� Все�
элементы,�попадающие�в�один��ласс,�попарно�связаны�др$��с�др$�ом�
этим� отношением.� Если� α� =� 0,6,� то� образ$ется� один� �ласс�

{1, 2, 3� , }� �� 4��A= ,� при� α� =� 0,8�—� два� �ласса� �� ��{1, 2, 3} {4, }A= ∪ ,� при�
α 1= �—�четыре��ласса� {1} {2} {3} {4}A= ∪ ∪ ∪ .�
Рассмотренный�пример�иллюстрир$ет�справедливость�след$юще-

�о� $тверждения� о� нечет�их� отношениях� подобия� (рефле�сивных,�
симметричных�и�транзитивных�отношениях).�

Утверждение.�Нечет�ое� отношение� подобия� на� любом�α-$ровне�
разбивает�нес$щее�множество�на�непересе�ающиеся��лассы.�
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Отношение�поряд�а.�Если�нечет�ое�отношение�является��а�им-
либо�из�отношений�поряд�а�(см.�табл.�3.4),�то�ем$�обычно�придается�
смысл�«предпочтения»,�«доминирования»,�«подчиненности».�В�этих�
сл$чаях� транзитивность� обеспечивает� возможность� естественно�о�
$порядочения� объе�тов,� выделения� «наил$чших»,� «недоминир$е-
мых»�объе�тов�и�т.�п.�

3.5. Нечеткие бинарные 

соответствия 

Определение� 3.13.� Бинарным� соответствием� на� множестве�
A B× �называют�подмножество�Γ �де�артова�произведения�множеств�
A �и� B :�Γ A B⊆ × .�
Де�артово�произведение� A B× �—�множество�всех�пар,�в��оторых�

на�первом�месте�стоит�элемент�множества� A ,�а�на�втором�—�элемент�
множества B .�Бинарные�отношения�Γ 2

A⊆ �(см.�подразделы�3.1–3.4)�
можно� рассматривать� �а�� частный� сл$чай� бинарных� соответствий,�
�о�да� A= B .�Бинарные�соответствия�(обычные�и�нечет�ие)�задают�
та��же,��а��и�бинарные�отношения.�

1.� Графи��Γ �нечет�о�о�бинарно�о�соответствия�—�Γ A B⊆ × .�

2.� Хара�теристичес�ое� свойство� нечет�о�о� бинарно�о� соответст-
вия�—� ρ ( ,�� )a b a A b B∈ ∈ .�

3.� Граф� нечет�о�о� бинарно�о� соответствия�—� ориентированный�
взвешенный�дв$дольный��раф�(рис.�3.13).�На�рис$н�е�направле-
ние�стрело��—�от�элементов�множества� A ���элементам�множест-
ва� B ;�веса�ребер�—�ф$н�ции�принадлежности� μ( , )��a b �нечет�о�о�
соответствия.�

 
Рис.�3.13.�Ориентированный�взвешенный�дв�дольный��раф,��раф�бинарно�о�

соответствия� �� ��, {1, 2, 3}, { , , , ,�� �� �� }��A B A B a b c e fΓ ⊆ × = = �
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4.� Матрица� инциденций� нечет�о�о� бинарно�о� соответствия�
Γ A B⊆ × �имеет�вид� Γ ( )

ij m n
J x

×
= ,��де�m �—��оличество�элементов�

множества� A ,� n �—� �оличество� элементов� множества� B ,� =
ij

x ��
μ( ,�� )

i j
a b= �—� значение�ф$н�ции� принадлежности� пары� ��( , ),

i j
a b �

∈ ∈� )�( ,
i j

a A b B �бинарном$�соответствию�Γ .�
П$сть�даны�множества�A={понедельни�,�вторни�,� среда,�четвер�,�

пятница,� с�ббота,� вос�ресенье}�—� множество� дней� недели,�
B={солнечно,� тепло,� ветрено,� дождь,� �роза,� рез�ое� похолодание}�—�
по�одные�$словия.�На�множестве� A B× �задано�бинарное�соответст-
вие� ρ :a b «в� день�a� ожидается�по�ода� b»� ��( , )a A b B∈ ∈ .�Синопти�и�
задали�свой�про�ноз�матрицей�инциденций�

ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,6 0,7 0 0 0,3 0

0,2 0 0,8 0,6 0 0

0 0 0,6 0,9 0,5 0,8

0,3 0,5 0,3 0,4 0 0,4

0,2 0,5 0,7 0,8 0,1 0,1

0,5 0,5 0,6 0,7 0,3 0,5

0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

J .�

Ка��след$ет�из�матрицы�инциденций,�синопти�и�предпола�ают,�
что,� �� пример$,� вторни�� (вторая� стро�а� матрицы� инциденций)�
вряд�ли�б$дет�солнечным�( μ =( , ) 0,2�� вторни� солнечно ),�наверня-
�а,�не�б$дет�теплым�( μ 0�( , )вторни� тепло = ),�с�орей�все�о,�б$дет�
ветреным� ( μ =( , ) 0,8� вторни� ветрено ),� возможно,� б$дет� дождь�
(μ =( ,� ) 0,6вторни� дождь ),� но� �розы� и� рез�о�о� похолодания� не�
предвидится� (μ 0�( , )вторни� 	роза = ,� μ ,�(вторни� рез�ое похолода -

) 0ние = ).�
Композиция� бинарных� соответствий� определяется� анало�ично�

�омпозиции�бинарных�отношений�(см.�определение�3.10):�
Определение�3.14.�Композицией�нечет�их�бинарных�соответ-

ствий� Γ
1

A B⊆ × � и� Γ
2

B C⊆ × � называют� нечет�ое� бинарное� соот-
ветствие�Γ Γ Γo

1 2
A C= ⊆ × ,�причем�

� ( )Γ Γ Γ Γμ μ μ
o U

1 2 1 2

( , ) /( , ) ( , )�� �� �� �� �� �/( , ) ( , ) ( �/ , )
z B

x y x y x z x z z y z y

∈

= ∩ ��

� ��( , )x A y С∈ ∈ .� (3.11)�

Пересечение� одноточечных� нечет�их� множеств� Γμ
1

( , )�� /x z �

Γμ∩
2

/( , ) ( ,�� �� ) ��/( , )x z z y z y � та��же,� �а��и� в� сл$чае�бинарных�отноше-
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ний,�обычно�выполняется�по�ло�ичес�ой�T -норме,�а�объединение�—�
по�ло�ичес�ой�T -�онорме:�

min( , )�a b a b∩ = ,� max( , )��a b a b∪ = .�

При�этом�форм$ла�(3.11)�принимает�вид�

� ( )( )Γ Γ Γ Γμ μ μ
o

1 2 1 2

( , ) /( , ) max min�� ( ( ,�� � ), ( , ) / ��( )�� ,
z B

x y x y x z z y x y
∈

= �

� ��( , )x A y С∈ ∈ .� (3.12)�

Графи���омпозиции�соответствий�определяется�форм$лами:�

� Γ ΓΓ Γ μ
o

o

1 2
1 2

��( , ) /( ,�� )
A C

x y x y

×

= =∑ �

� ( )( )Γ Γμ μ
∈

×

=∑
1 2

max min( ( , ), ( , ) /( ,� �� �� )
z B

A C

x z z y x y ,� (3.13)�

если� A ,� B �и�C �—��онечные�множества;�

� Γ ΓΓ Γ μ
o

o

1 2
1 2

( , ) /( � )�,
A C

x y x y

×

= =∫ ��

� Γ Γμ μ
∈

×

= ∫ 1 2

��(max(min( ( , ), (�� ��, )) /( )��,
z B

A C

x z z y x y ,� (3.14)�

если�множества� A ,� B �и�C �представляют�собой�промеж$то��число-
вой�оси�или�всю�числов$ю�ось.�
Из�форм$лы�(3.13)�очевидно,�что�для�сл$чая,��о�да� A ,� B �и�C �—�

�онечные� множества,� матрица� �омпозиции� отношений� Γ Γo
1 2

J � есть�
ма�симинное�произведение�матриц� Γ

1

J �и� Γ
2

J :�

Γ Γo
1 2

J = Γ
1

J ⋅ Γ
2

J =( )Γ Γμ μ
1 21,2,...,

max (mi ��n( ( , ), ( �,� )
i k k j

k p m n

x z z y
=

×

=

( )Γ Γμ
×

=
o

1 2

( , )��
i j

m n

x y ,�

�де� p �—��оличество�элементов�множества� B ;� m �—��оличество�эле-
ментов�множества� A ;� n �—��оличество�элементов�множества�C .�
Композиция� бинарных� соответствий,� та�� же� �а�� и� �омпозиция�

бинарных� отношений,� выявляет� с�рытые,� опосредованные� связи�
межд�� элементами�множеств� A �и� C ,� если� заданы�соответствия�на�
множествах� A B× �и� B C× .�
Рассмотрим�пример.�П�сть�

1 2 3
� �{ , �, }A x x x= �—��ачества�личности,�

�де�
1
x �—�интелле�т,�

2
x �—�сила�воли,�

3
x �—�тр�долюбие;� {

1 2
�, ,B z z= ��

}
3 4
,��z z —� социальные� по�азатели,� �де�

1
z �—� �спешность� в�бизнесе,�

2
z �—�среднемесячный�доход,�

3
z �—�жилищные��словия,�

4
z �—�семей-
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ное�положение,� { }
1 2
,C y y= �—�по�азатели��ачества�жизни,��де�

1
y �—�

�оличество�детей�в�семье,�
2

y �—�ре��лярность�отдыха.�П�сть�та�же,�
по�оцен�ам�э�спертов,� влияние�др���на�др��а� этих��ачеств�опреде-
лено�след�ющими�матрицами:�

Γ Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

o
1 2

1

0,8 0,5 0,2 0,9

1 0,9 0,7 0,3

0,7 0,5 0 0,5

J J ;� Γ Γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

o
2 3

2

0,8 0,5

0,2 0,7

0,9 0,3

1 0,7

J J .�

Выявим� с�рытые� опосредованные� влияния� �ачеств� личности�на�
�ачества�жизни.�Для�это�о�перемножим�матрицы�

1
J �и�

2
J :�

⎛ ⎞⎟⎜⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎟= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 2

0,8 0,5
0,8 0,5 0,2 0,9 0,9 0,7

0,2 0,7
1 0,9 0,7 0,3 0,8 0,7

0,9 0,3
0,7 0,5 0 0,5 0,7 0,5

1 0,7

J J J .�

Интерпретир�ем� наиболее� значимые� опосредованные� влияния�
�ачеств�личности�на��ачества�жизни:�

1)� =
11

0,9s ;�

11
max(s = min(0,8;0,8) ,min(0,5;0,2),min(0,2;0,9) , ,min(0 9;1))=0,9.�

Значение�ло�ичес�ой�с�ммы� =
11

0,9s �определяется�выделенным�
сла�аемым� ,min(0 9;1) ,� �оторое� представляет� собой� ло�ичес�ое�
произведение� ф�н�ций� принадлежности� μ μ

1 1 4 2 4 1
( , ) ( , )�� ��x z z y⋅ .�

Использ�я� названия� по�азателей� (
1
x �—� интелле�т,�

4
z �—� семей-

ное� положение,�
1
y �—� �оличество� детей� в� семье),� вывод� об�

опосредованном�влиянии�
1
x �на�

1
y �можно�записать�та�ой�фразой:�

«Интелле�т�влияет�на�семейное�положение�( μ
1 1 4

� ��( , ) 0, 9x z = ),�
семейное�положение�определяет��оличество�детей�в�семье�

(μ
2 4 1

�, )�( 1z y = )».�

Из�это�о�след�ет�вывод:�

«Интелле�т,�обеспечивая��стойчивое�семейное�положение,�
о�азывает�большое�влияние�на��оличество�детей�в�семье».�

2)� =
21

0,8s ;�
=

11
maxs ( ,min(1;�0 8) ,min(0,9; 0,2),min(0,7�� ��; 0,9) ,min(0,3; �1) )=0,8.�

Выделенное� сла�аемое� ,min(1; 0� 8) � является� произведением�
μ μ

1 2 1 2 1 1
( , ) ( , )�� ��x z z y⋅ .�Применив�анало�ичные�расс�ждения�в�этом�

сл�чае,�запишем:�
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«Сила�воли�(
2

x )�определяет��спешность�в�бизнесе��
(

1
z ,� μ

1 2 1
�, )�( 1x z = ),��спешность�в�бизнесе�(

1
z )�позволяет�

планировать��оличество�детей�в�семье�(
1
y ,�μ

2 1 1
��( , ) 0,8z y = )».�

Из�это�о�след�ет�вывод:�

«Сила�воли,�определяя��спешность�бизнеса,�о�азывает�большое�
влияние�на��оличество�детей�в�семье».�

Контрольные вопросы 

��1.�Дайте�определение�нечет�о�о�бинарно�о�отношения.�

��2.�Перечислите�способы�задания�нечет�их�бинарных�отношений.�

��3.�Сравните�способы�задания�нечет�их�и�обычных�бинарных�отно-
шений.�

��4.�Что�называют�де�омпозицией�нечет�о�о�отношения?�

��5.�Сформ�лир�йте� определение� �омпозиции� транзитивно�о� нечет-
�их�бинарных�соотношений�транзитивно�о�замы�ания.�

��6.�Перечислите�основные�свойства�нечет�их�бинарных�отношений.�

��7.�Приведите� типы� нечет�их� бинарных� отношений� и� сравните� их�
с�обычными.�

��8.�Что� называют� нечет�ими� бинарными� соответствиями?� В� чем�
различие�нечет�их�бинарных�отношений�и�соответствий?�В�чем�
сходство�нечет�их�бинарных�отношений�и�соответствий?�

��9.�Ка�� с� помощью� введенных� определений� тра�товать� понятие�
«опосредованное�влияние»?�

10.�Ка�ие� процед�ры�формализ�ет� транзитивное� замы�ание� нечет-
�их�бинарных�отношений�и�соответствий?�

Задания для самостоятельной 

работы 

1.� П�сть� �� ��{ , , , � ��, }A a b c d e= �—�члены�семьи�Ивановых.�На�множестве�
A � задано� отношение� ρ :x y � «x� внешне� похож� на� y» ��( , )x y A∈ .�
Треб�ется:�

1)� выст�пая�в�роли�э�сперта,�задайте��рафи��отношения�ρ ;�
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2)� построить��раф�отношения;�

3)� записать�матриц��инциденций�отношения;�

4)� проверить,�является�ли�отношение�транзитивным,�и�записать�
матриц��е�о�транзитивно�о�замы�ания�(если�оно�с�ществ�ет).�

2.� На� отрез�е� [ 1, 1]�U = − � задано� нечет�ое� отношение�

πΓ
2

( )
cos /( , )

2
�

U

x y

x y

⎛ ⎞− ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫ .� Выполните� де�омпозицию� отноше-

ния.� Запишите� множества� α -�ровня� для� α
1

1

2
= ,� α

2

2

2
= ,�

α
3

3

2
= .�

3.� На�множестве� {1, 2, 3� , }� �� 4��U = �заданы�бинарные�отношения:�

Γ = + + + + +
1

1/(1, 1) 0,8 /(1, 3) 1/(2, 1) 1/(2, 2) 0, 4 /(2�� �� �� � ,��4)� ��
+ + + +0,7 /(3, 1) 1/(3, 3) 0,6 /(4, 2) 1/(4,� �� �� ��4);

Γ
2

1/(1, 2) 0,8 /(1, 3) 1/(1, 4) 1/(2, 3)�� �� � 0, 4� � /� ( , �4)�2= + + + + + �

0,7 /(3, 1) 1/(3, 2) 0,6 /(4, 2) 1/(4, 3� �� �� � )�+ + + + .�Треб�ется:�

1)� построить��рафы�отношений;�

2)� записать�матрицы�инциденций�отношений�Γ
1
�и�Γ

2
;�

3)� найти�матриц��инциденций�и��рафи���омпозиции�отношений�
Γ Γo

1 2
.�

4.� На�множестве�
1 2 3 4 5 6

{ , , , ,�� �� �� � ,� }� �U a a a a a a= �задано�отношение:�

ρ : « », ( , )x y x о�азывает влияние на y x y U∈ ,�

матрица�инциденций��оторо�о�имеет�вид�

ρ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

1 0,6 0,5 0,2 0,1 0,4

1 1 0,4 0,1 0,1 0,6

0,7 0,7 1 0,8 0,8 1

0,4 0,6 0 1 0,7 1

0,3 0,4 1 1 1 0,3

0,8 0,1 0,3 0,5 0,2 1

J .�

Треб�ется� выявить� и� интерпретировать� наиболее� с�щественные�
опосредованные�влияния�элементов�множества�др���на�др��а.�
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5.� П�сть�
1 2 3 4

{ , ,�� � ,� �� }U a a a a= �—�нес�оль�о�дев�ше��вашей��р�ппы.�

На�множестве�U �заданы�отношения:�

ρ
1

: « , », ( ,� )�x y x та�ая же симпатичная �а� y x y U∈ ,�

ρ
2

�: « , », , )�(x y x немно�о старше чем y x y U∈ ,�

ρ
3

: « », ��( , )x y x и y �чатся примерно одина�ово x y U∈ .�

Задайте�матрицы�инциденций� этих�отношений�та�,� чтобы�отно-
шения�обладали�свойствами:�

1)� ρ
1
�—�антирефле�сивности�и�симметричности;�

2)� ρ
2
�—�антирефле�сивности�и�антисимметричности;�

3)� ρ
3
�—�рефле�сивности�и�симметричности.�

Есть� ли� среди� пол�ченных� отношений� отношения� сходства,� от-
ношения� несходства,� отношения� подобия,� отношения� стро�о�о�
или�нестро�о�о�поряд�ов?�(Ответ�обосн�йте.)�

6.� Выпишите�матрицы�инциденций�отношений� ρ
1
,� ρ

2
�и� ρ

3
�из�зада-

ния�5:�

1)� для� �аждо�о� из� отношений� запишите� множества� α -�ровня,�
для� α {0, 2; 0, 4; 0�� �� �� �, 6; 0,8; }��1∈ .�Постройте� �рафы�«обычных»�от-
ношений�для��аждо�о�из�множеств�α -�ровня;�

2)� найдите�транзитивные�замы�ания�отношений� ρ
1
,� ρ

2
�и� ρ

3
�(ес-

ли� они� с�ществ�ют)� и� постройте� множества� α -�ровня� и� их�
�рафы�для��аждо�о�из�транзитивных�замы�аний.�

7.� На�множествах�
1 2 3 4 5
�� �{ , , ,� �� �, }A a a a a a= �и�

1 2 3 4
{ , ,�� � ,� �� }B b b b b= �матри-

цами�инциденций�заданы�бинарные�отношения:�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

1 0,7 0,3 0,2 0,4

0,8 1 0,9 1 0,6

0,5 0,9 1 0 0,8

0,3 0,5 0,8 1 0,2

1 0,4 0,6 0,8 1

A
J �и�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 0,3 0,9 0,5

0,7 1 0,6 0,4

0,4 0,2 1 0,8

0,9 1 0,6 1

B
J ,�

�оторые� б�дем� интерпретировать� �а�� отношения� влияния� эле-
ментов�др���на�др��а�вн�три�множеств� A �и� B .�

Та�же� с� помощью� матрицы� задано� соответствие� на� множестве�
A B× :�
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×

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

0,3 0,6 0,8 1

0,6 0,8 1 0,3

0,8 1 0,3 0,6

1 0,3 0,6 0,8

0,3 0,6 0,8 1

A B
J .�

Треб�ется:�

1)� выявить� и� интерпретировать� опосредованные� влияния� эле-
ментов�вн�три�множеств� A �и� B ;�

2)� выявить� и� интерпретировать� опосредованные� влияния� эле-
ментов� множества� A � на� элементы� множества� B ,� использ�я�
след�ющие�матрицы:�

а)�
A A B
J J

×
⋅ ;�

б)�
×

⋅
A B B
J J ;�

в)�
A A B B
J J J

×
⋅ ⋅ .�



4. Лингвистическая 

переменная 

4.1. Понятие лингвистической 

переменной 

В� ш�ольном� ��рсе� математи�и� значениями� переменных� являются�
числа.�Та�ие�переменные�величины�называют�числовыми�перемен-
ными.�Например,�предложение�«x�=� 3»�означает,� что�числовой�пе-
ременной�x�присвоено�значение�3.�
Принципиальное�отличие�лин�вистичес�ой�переменной�от�пере-

менной� числовой� состоит� в� том,� что� ее� значениями� являются� не�
числа,� а� слова� или� предложения� в� естественном� или� формальном�
язы�е.� Лин�вистичес�ая� переменная� позволяет� приближенно� опи-
сывать�явления,��оторые�настоль�о�сложны,�что�не�поддаются�опи-
санию�в�общепринятых��оличественных�терминах.�
П�сть� лин�вистичес�ая� переменная� x� имеет� смысл� «возраст».�

С�переменной�x�связано��ниверсальное�множество�U�=�[0,100],��аж-
дый�элемент��оторо�о�есть�число�лет,�прожитых�челове�ом.�Одна�о�
значениями� лин�вистичес�ой� переменной� x� являются� не� числа� из�
множества� U,� а� слова:� «молодой»,� «немолодой»,� «старый»,� «очень�
старый»,�«не�молодой�и�не�старый»�и�т.�п.�По�анало�ии�с�числовой�
переменной�предложение�«возраст»�=�«молодой»�означает,�что�лин-
�вистичес�ой�переменной�«возраст»�присвоено�значение�«молодой».�
Слова,� являющиеся� значениями� лин�вистичес�ой� переменной,� на-
зываются� термами� и� объединяются� в� терм-множество� T(x).� Та�,�
терм-множество�лин�вистичес�ой�переменной�«возраст»�составляют�
��азанные�выше�слова.�
Термы� можно� рассматривать� �а�� имена� нечет�их� множеств,� за-

данных� на� �ниверсальном� множестве�U� и� имеющих� определенн�ю�
ф�н�цию�принадлежности.�Если�X�—�элемент�терм-множества�лин-
�вистичес�ой�переменной�x,� то�это�есть�название�нечет�о�о�множе-

ства� μ ( ) /
X

U

X u u=∑ �или� μ ( ) /
X

U

X u u= ∫ .�

К�пример�,�одно�из�возможных�значений�лин�вистичес�ой�пере-
менной� «возраст»� является� терм� «старый».� Это� есть� название� не-

чет�о�о� подмножества� X1� �ниверсально�о� множества� U� =� [0,100].�
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Ф�н�ция�принадлежности�нечет�о�о�множества�X1�=�«старый»�мо-

жет�иметь�вид� μ
1

1
2

50
( ) 1

5
X

u

u

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
.�

Др��ой�возможный�терм�X2=«очень�старый».�Е�о�ф�н�цию�при-
надлежности�можно�пол�чить,�применив���нечет�ом��множеств��X1�
операцию��онцентрирования�(см.�форм�л��(1.7)):�

μ
2

2
2

50
( ) 1

5
X

u

u

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
.�

Запишем�нечет�ие�множества�X1� и�X2� �а�� с�ммы�одноточечных�

множеств:� «старый»� =

1
2100

50

50
1 / ,

5

u

u

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ � «очень� старый»� =�

=�

2
2100

50

50
1 /

5

u

u

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ .�

Построим� �рафи�и�ф�н�ций� принадлежности�μстарый�=� μ
1

( )
X

u � и�
μочень�старый�=�μ

1

( )
X

u �нечет�их�множеств�X1�и�X2�(рис.�4.1).�

 
Рис.�4.1.�Графи�и�ф	н�ций�принадлежности�нечет�их�множеств�«старый»�

и�«очень�старый»�

Определение�4.1.�П�сть�x�—�название�лин�вистичес�ой�перемен-
ной.�Слово� или� �р�пп�� слов,� являющихся� значениями� переменной�
X,� называют� термом.� Каждый� терм� является� именем� нечет
о�о�
подмножества��ниверсально�о�множества�U.�
Терм,� состоящий�из�одно�о�слова�или�нес�оль�их�слов,�объеди-

ненных�др���с�др��ом�в�определенном�поряд�е,�называют�атомар-
ным� термом.� Терм,� состоящий� из� одно�о� или� более� атомарных�
термов,�называют�составным�термом.�
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Рез�льтат� приписывания� др��� �� др���� цепоче�-�омпонент� со-
ставно�о�терма�называют�
он
атенацией.�
Кон�атенация�не�оторых��омпонент�составно�о�терма�называет-

ся�подтермом.�
Стро�о��оворя,�элементы�терм-множества�являются�именами�не-

чет�их�подмножеств�X1,�X2,�…�множества�U� .�Но�во�мно�их�сл�чаях�
имена� множеств� и� сами� множества� отождествляются.� При� та�ом�
отождествлении�терм-множество�T�можно�представить�в�виде�объе-
динения�всех�значений�лин�вистичес�ой�переменной�X:�

1 2
...

i

i

T X X X= ∪ ∪ =∑ .�

Приведем�нес�оль�о�примеров,�иллюстрир�ющих�смысл�введен-
ных�понятий�и�символи��,�применяем�ю�для�их�записи.�
П�сть�лин�вистичес�ая�переменная�x�=�«возраст»�имеет�базовое�

множество�U�=� [0,100].� Атомарными� термами� являются,� в� частно-
сти,� термы,� о� �оторых� �же� �поминалось:� «молодой»� и� «старый».�
Атомарные�термы�входят�в�составные�термы:�«более�или�менее�моло-
дой»�(подтермы�—�«более�или�менее»�и�«молодой»),�«очень�старый»�
(подтермы�—�«очень»�и�«старый»).�
Терм-множество�переменной�«возраст»:�

T(«возраст»)�=�«старый»�∪�«очень�старый»�∪�«не�старый»�∪�
«более�или�менее�молодой»�∪�«вполне�молодой»�∪��

«не�очень�молодой�и�не�очень�старый».�

Каждый�терм�в�T(«возраст»)�является�названием�нечет�о�о�под-
множества��ниверсально�о�множества�U�=�[0,100].�
Теперь� рассмотрим� лин�вистичес��ю� переменн�ю�X�=� «�оличе-

ство»�с�базовым�множеством� {1,2, 3, ...,10}U = �и�терм-множеством�

T�(«�оличество»)�=�«немно�о»�∪�«нес�оль�о»�∪�«мно�о».�
Здесь�равенство�«�оличество»=«немно�о»�означает,� что�лин�вис-

тичес�ой� переменной� «�оличество»� присвоено� значение� «немно�о»�
из�терм-множества�этой�переменной.�
Элементы�терм-множества�являются�именами�нечет�их�подмно-

жеств�множества�U,�определенных,�например,�след�ющим�образом:�

«немно�о»�=�0,4/1�+�0,8/2�+�1/3�+�0,4/4;�
«нес�оль�о»�=�0,5/3�+�0,8/4�+�1/5�+�1/6�+�0,8/7�+�0,5/8;�

«мно�о»�=�0,4/6�+�0,6/7�+�0,8/8�+�0,9/9�+�1/10.�

Лин�вистичес�ие�переменные�мо��т�соединяться�в�пары,�образ�я�
составн�ю� лин�вистичес
�ю� переменн�ю.� Например,� составной�
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лин�вистичес�ой�переменной�является�переменная�(x;� γ)�=�«равны».�
П�сть� базовое� множество� этой� переменной�—� де�артов� �вадрат�
множества�X�=�{1,�2,�3,�4},�а�терм-множество�состоит�из�дв�х�термов:�

T�=�«приближенно�равны»�∪�«более�или�менее�равны»,�

�де�

Jприближенно�равны=�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 0,6 0,4 0,2

0,6 1 0,6 0,4

0,4 0,6 1 0,6

0,2 0,4 0,6 1

;�

Jболее�или�менее�равны=�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 0,8 0,6 0,4

0,8 1 0,8 0,6

0,6 0,8 1 0,8

0,4 0,6 0,8 1

�—�

матрицы�инциденций�этих�отношений.�

4.2. Синтаксическое и семантическое 

правила 

В�примерах,�рассмотренных�в�подразделе�4.1,� терм-множества�лин-
�вистичес�их�переменных�x�были�заданы�спис�ом,�т.�е.�все�элементы�
множества�T(x)�были�перечислены,�но�та�ие�сл�чаи,�вообще��оворя,�
мало�интересны.�С�пра�тичес�ой�точ�и�зрения�важно�иметь�не�спи-
со��термов,�а�правило,��оторое�позволяло�бы�из�определенно�о�набо-
ра� слов� пол�чать� все� возможные� значения� лин�вистичес�ой� пере-
менной.�Та�ое�правило�называют�синта
сичес
им�правилом.�Син-
та�сичес�ое� правило� можно� рассматривать� �а�� ал�оритмичес��ю�
процед�р�� для� порождения� элементов� множества� T(x).� Все� термы,�
пол�ченные�с�помощью�синта�сичес�о�о�правила,�составляют�терм-
множество.�
П�сть� задана� лин�вистичес�ая� переменная� x =«возраст»� и� эле-

ментами� терм-множества� T(x)� являются� термы� «старый»,� «очень�
старый»,�«очень,�очень�старый»,�«очень,�очень,�очень�старый»�и�т.�п.�
Синта�сичес�ое� правило� образования� элементов� множества� T(x)�
может�быть�сформ�лировано�след�ющим�образом.�
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Обозначим��он�атенацию�символьных�цепоче�� x �и� y �символом�
xy .� В� данном� примере� x =� «очень»,� y =� «старый»,� xy=� «очень�
старый».�Если�A�и�B�—�множества�цепоче�:�

1 2

1 2

...;

...,

A x x

B y y

= + +

= + +

�

то� �он�атенация�
1 2 1 2

,

( ...)( ...)
i j

i j

AB x x y y x y= + + + + =∑ .� Напри-

мер,� если�A�=� «очень»,�B�=� «старый»�+�«очень� старый»,� то�AB�=�

=�«очень»(«старый�+�«очень� старый»)�=� «очень� старый»�+�«очень�
очень�старый».�
Использ�я�эти�обозначения,�терм-множество�T(«возраст»)�можно�

рассматривать��а��решение��равнения�

� T �=�«старый»�+�«очень�Т».� (4.1)�

Уравнение� (4.1)� имеет� след�ющее� смысловое� содержание:� мно-
жество�T�состоит�из�терма�«старый»�и�термов,�представляющих�со-
бой��он�атенации�терма�«очень»�и�не�оторо�о�терма�из�T.�
Решим��равнение�(4.1)�методом�итераций,�использ�я�ре��ррент-

ное�соотношение�

1i
T

+ �=�«старый»�+�«очень�Ti»,� = 0, 1� , ...i �

Приняв� 0
T =∅ ,�пол�чаем�все�элементы�терм-множества�T:�

0
,T =∅ �

1
T �=�«старый»�+�«очень 0

T »�=�«старый»,�
2

T �=�«старый»�+�«очень 1
T »�=�«старый»�+�«очень�старый»,�

3
T �=�«старый»�+�«очень 2

T »�=�«старый»�+�«очень�старый»�+�
+�«очень,�очень�старый»…�

Синта�сичес�ое� правило� в� данном� примере� выражается� �равне-
нием�(4.1)�и�е�о�решением.�В�дальнейшем�синта�сичес�ое�правило�
б�дем� обозначать� символом� «G »,� а� терм-множество,� образованное�
с�помощью�это�о�правила,�—�«T (G)».�
Каждый�терм�из�T (G)�является�именем�нечет�о�о�подмножества�

множества�U.� В� связи� с� этим,� помимо� синта�сичес�о�о� правила�G,�
необходимо�правило,�позволяющее�для�термов�X,�образ�емых�с�по-
мощью�G,� пол�чать� ф�н�ции� принадлежности� этих� нечет�их� под-
множеств� μx.� Та�ое� правило� называют� семантичес
им� правилом.�
Семантичес�ое� правило,� �а�� и� синта�сичес�ое,� можно� рассматри-
вать� �а�� ал�оритмичес��ю� процед�р�� для� порождения� ф�н�ций�
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принадлежности�нечет�их�подмножеств�X�множества�U.�Семантиче-
с�ое�правило�б�дем�обозначать�символом�«M».�

Рассмотрим� термы� X1� =� «старый»� и� X2� =� «очень� старый».�

Терм
1

X � является�первичным�термом,� элементом� терм-множества.�

Одновременно�
1

X � является� нечет�им� подмножеством� �ниверсаль-

но�о� множества� U� =� [0,100]� с� ф�н�цией� принадлежности�

μ
1

1
2

50
( ) 1

5
X

u

u

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
� (см.� рис.� 4.1).� Терм� X2� образован� из�

первично�о� терма� с� помощью� модифи
атора� «очень».�
Модифи�атор� меняет� ф�н�цию� принадлежности� μ

1
X
� нечет�о�о�

подмножества� X1� на� ф�н�цию� принадлежности� �
2

X
� нечет�о�о�

подмножества� X2� п�тем� применения� операции� �онцентрирования�
(см.�форм�л��(1.7)):�

2
X =CON

1
X .�

Следовательно,�

μ
2

( )
X

u =μ
1

2 ( )
X

u

2
2

50
1

5

u

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
.�

Если�терм�
1n

X
+
�пол�чен�из�терма�

n
X �применением�синта�сиче-

с�о�о� правила� (4.1),� а� действие� модифи�атора� «очень»� сводится�
��операции� �онцентрирования� для� любо�о� терма�

n
X � из� T (G),� то�

соответств�ющее�семантичес�ое�правило�имеет�вид�

1n
X

+
=CON

n
X �или�μ

1

( )
n

X
u

+

=μ2 ( )
n

X
u .�

Применяя�метод�итераций,�пол�чаем�последовательность:�

μ
1

1
2

50
1 ,

5
X

u

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
�

μ μ
−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= = + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
2 1

2
2

CON

50
1 ,

5
X X

u

�

μ μ
−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= = + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
3 2

4
2

CON

50
1 ,

5
X X

u

�

..............................................................�
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μ μ
+

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= = + ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
1

2
2

CON

50
1 ,

5n n

n

X X

u

�

..............................................................�

Дадим�теперь�стро�ое�определение�лин�вистичес�ой�переменной.�
Определение�4.2.�Лин�вистичес�ой�переменной�называют�набор�

( x ,�T( x ),�U,�G,�M),�

�де�x�—�название�переменной;�T( x )�—�терм-множество,�т.�е.�множе-
ство� имен� значений� переменной� x,� причем� �аждом�� из� этих� имен�
соответств�ет�нечет�ое�подмножество�X,�заданное�на��ниверсальном�
множестве�U�с�базовой�переменной�u;�G�—�синта�сичес�ое�правило,�
порождающее�имена�X�значений�переменной�x;�M�—�семантичес�ое�
правило,� �оторое� ставит� в� соответствие� �аждом�� элемент�� терм-
множества�нечет�ое�подмножество�X��ниверсально�о�множества�U.�
Синта�сичес�ое�и�семантичес�ое�правила,� связанные�с�лин�вис-

тичес�ой� переменной,� можно� рассматривать� �а�� ал�оритмичес�ие�
процед�ры� для� порождения� элементов� множества� T(x)� и� вычисле-
ния� значений� ф�н�ций� принадлежности� нечет�их� подмножеств�
множества�U�с�именами�из�T(x).�
В�рассмотренных�примерах�термы,�являющиеся�значениями�лин-

�вистичес�ой� переменной� и� одновременно� именами� нечет�их� мно-
жеств,� были� пол�чены� применением� модифи�атора� «очень»� �� �же�
имеющимся�термам.�В��ачестве�модифи�аторов�обычно�использ�ют�
слова�«более�или�менее»,�«вполне»,�«с�щественно»�и�т.�п.�Кон�атена-
ция� модифи�атора� h� и� терма�X� меняет� ф�н�цию� принадлежности�
μX.�Семантичес�ое�правило,�по��отором��происходит�это�изменение,�
определяется�смыслом�терма�и�модифи�атора,�а�та�же�целью�реше-
ния� задачи.� Смысл� этот,� а� значит,� и� само� семантичес�ое� правило�
задает� специалист,� решающий� задач�� и� определяющий�цели� ее� ре-
шения.�Семантичес�ое�правило�может�представлять�собой�ал�орит-
мичес��ю� процед�р�� для� вычисления� значений� ф�н�ций� принад-
лежности,� �он�ретн�ю� операцию�над� нечет�им�множеством,� дейст-
вие�оператора�нечет�ости,� элементы�матрицы��оторо�о�заданы�э�с-
пертами,� и�т.�п.� Та�,� действие� модифи�атора� «очень»� рассматрива-
лось�выше��а��операция��онцентрирования.�
В� за�лючение� приведем� пример,� иллюстрир�ющий� зависимость�

рез�льтата� действия� модифи�атора� от� выбора� семантичес�о�о� пра-
вила.�П�сть�x�=�«э�замен�сдан»,�первичным�термом�множества�T(x)�
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является� слово� X�=� «�спешно».� Задано� нечет�ое� подмножество� X�
�ниверсально�о�множества�

U�=�{m(математи�а),�f(физи�а),�i(информати�а),�e(э�ономи�а)}:�

0,5 / 0, 3 / 0, 9 / 1/X m f i e= + + + �

и�модифи�атор�«более�или�менее».�
Рассмотрим�два�способа�задания�семантичес�о�о�правила:�

1)� изменение� нечет�о�о�множества�X� под� действием� оператора� не-
чет�ости�(см.�форм�л��(1.10)):�

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1 0,5 0 0

0,8 1 0,3 0

0 0,7 0,9 1

0 0 1 0,7

m

f
K

i

e

;�

2)� применение� операции� растяжения� DIL� (см.� форм�л�� (1.8))�
��множеств��X.�

Нечет�ое� множество� KX =� «более� или�менее� �спешно»� находим�
по�правил��(1.10):�

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⋅ = +⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 0,5 0 0 0,5

0,8 1 0,3 0 0,3
max(0,5;0,15) /

0 0,7 0,9 1 0,9

0 0 1 0,7 1

K m �

+ + +max(0,4;0,3;0,27) / max(0,21;0,81;1) /f i

= + + +max(0,9;0,7) / 0,5 / 0, 4 / 1/ 0,9 /e m f i e .�

Применение� операции� DIL� �� нечет�ом�� подмножеств�� X� дает�
след�ющий�рез�льтат:�

= = + + + ≈

0,5
DIL( ) 0,5 / 0,3 / 0,9 / 1 /X X m f i e �

≈ + + +0,71/ 0,55 / 0,95 / 1/m f i e .�

Рез�льтаты� применения� операции� растяжения� и� оператора� не-
чет�ости�значительно�различаются.�Ка�ой�из�них�предпочтительнее,�
с�азать�нельзя,�та���а��цель�решения�задачи�в�данном�сл�чае�явля-
ется�чисто�дида�тичес�ой.�
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4.3. Понятие «профессионализм» 

как лингвистическая переменная 

В� �ачестве� примера� применения� лин�вистичес�ой� переменной� рас-
смотрим�модель�понятия�«профессионализм»�[11].�
Формализация�та�их�понятий,��а��«профессионал»,�«профессио-

нализм»,�«�валифи�ация»,�«профессиональное�мастерство»,�инвари-
анты�профессионализма�и�т.�д.�затр�днена,�во-первых,�лин�вистиче-
с�ой�неопределенностью�рассматриваемо�о�понятия�на�естественном�
язы�е,�во-вторых,�наличием�в�системе�под�отов�и�специалиста�мно-
жества� неопределенностей,� связанных� с� человечес�им� фа�тором,�
составляющим�базис� этой�системы.�Математичес�ий�аппарат,� обес-
печивающий�аде�ватное�описание�и�формализацию�та�о�о�рода�не-
определенностей,� предоставляет� теория� нечет�их� множеств,� позво-
ляющая� задавать� параметры�и�по�азатели�модели� с�помощью�лин-
�вистичес�их� переменных.� Ка�� было� отмечено� (см.� подраздел� 4.1),�
основная� особенность� лин�вистичес�ой� переменной� состоит� в� том,�
что� ее� значениями� являются� не� числа,� а� слова� или� предложения�
в�естественном�или�формальном�язы�е.�
В� [11]� предложена� формализация� понятия� «профессионализм»�

�а��лин�вистичес�ой�переменной:�

P
1 2 3 1 1 2 2 3 3

( ) { , , } ( ( )) ( ( )) ( ( ))�� ��T P P P P Т А t Т А t Т А t⇔ = = ∪ ∪ ,� (4.2)�

�де�Р�=�«профессионализм»�—�лин�вистичес�ая�переменная;�

1 2 3 1 1 2 2 3 3
( ) { , , } ( ( )) ( ( )) ( ( )� )� ��T P P P P Т А t Т А t Т А t= = ∪ ∪ � —� терм-множе-�
ство�переменной� P .�
Переменная� P �имеет�значения:�

1
P �= «низший��ровень�профессионализма»,�

2
P �= «средний��ровень�профессионализма»,�

3
P �= «�высо�ий��ровень�профессионализма».�

Терм-множество� ( )T P � представляет� собой� объединение� трех�
терм-множеств:�

1 1
( ( ))T A t ,�

2 2
( ( ))T A t ,�

3 3
( ( ))T A t ,� �оторые�имеют� сле-

д�ющие�имена:�

1)�
1 1
( ( ))T A t �—�теоретичес�ие� знания�и��мения,� владение� способами�

деятельности;� способность� решать� проблемы,� возни�ающие�
в�профессиональной�деятельности.�Данный�терм�объединяет�наи-
более� общие� хара�теристи�и� системы� профессиональной� дея-
тельности;�
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2)�
2 2
( ( ))T A t —�система�требований���нормированию�и�перенормиро-

ванию�профессиональной�деятельности.�Терм�определяет�измене-
ние�хара�теристи��деятельности�в�зависимости�от�внешних�и�вн�-
тренних�системных�фа�торов;�

3)�
3 3
( ( ))T A t —�личностные�(психофизичес�ие�и��мственные)��ачест-

ва�специалиста��а��сово��пность�е!о���льт�рных�и�д�ховных�цен-
ностей,� творчес�ая� а�тивность� в� �словиях� !армонично!о� разви-
тия� личности� с��четом� влияния� внешних�политичес�их�и� э�оно-
мичес�их�фа�торов.�

Понятие�профессионализм�(P)�в��аждый�момент�времени�t�опре-
деляется�след�ющими�переменными:�

�� A1(t)�—��ровнем�профессиональной�деятельности;�

�� A2(t)�—��ровнем�требований���профессиональной�деятельности;�

�� A3(t)�—��ровнем�личностных��ачеств�специалиста.�

Б�дем�пола�ать,� что��аждая� =( ), 1�� �, 2, ,� 3�
i

A t i представляет� собой�
сово��пность�определенно�о��оличества�параметров.�
Предложим�техноло�ию�оцен�и�параметров�модели.�Выбор�та�их�

параметров�может� быть� ос�ществлен� на� основании�метода� прямых�
э�спертных� оцено�.� Например,� в� нашей� модели� в� �ачестве�

1
( )A t �

принимаются:�

�� хорошие�знания�основ�соответств�ющей�области�на��и�и�техни�и;�

�� �мение�вести�самостоятельные�исследования;�

�� �мение� делать� неожиданные� сопоставления� и� находить� ори�и-
нальные�связи�межд��явлениями;�

�� способность����омбинированном��синтез��идей�и�т.�п.�[11].�

Проведем�анализ�предла�аемой�модели�в�общем�виде.�П�сть�вы-
делены�n�параметров�модели.�Поставим��аждом��параметр��в�соот-
ветствие�не�оторое�нечет�ое�число,�имеющее�ф�н�цию�принадлеж-
ности�тре��ольной�формы�(рис.�4.2).�
Значение�это�о�числа�пронормировано�по�принадлежности�мно-

жеств��[0;�a].�Эти�числа�моделир�ют�выс�азывание�след�юще�о�ви-

да:�«параметр�приблизительно�равен� a и�однозначно�находится�в�диа-

пазоне�[0,�a]».�В�нашем�сл�чае� a �совпадает�с�
2

a

.�

Та�ая� формализация� понятия� «профессионализм»� позволяет�
�честь�не�толь�о�содержательный�аспе�т,�но�и�этапность�форми-
рования�профессиональных��ачеств�специалиста,��т.�е.��выделить�
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Рис.�4.2.�Профиль�А�

временной� инвариант� под�отов�и� специалиста.� Можно� предполо-
жить,�что�наиболее�значимое�формирование�то�о�или�ино�о��ачества�
профессионализма�зависит�от�этапа�под�отов�и.�Инвариант�профес-
сионализма� специалиста� �читывает� это.�Поэтом�� для� �оличествен-
ной� оцен�и� инварианта� профессионализма� целесообразно� разбить�
все�по�азатели�профессионализма�на�три��р�ппы�(профиля)�и��аж-
дом��поставить�в�соответствие�свою�ф�н�цию�принадлежности.�На�
рис.� 4.2� представлен� профиль� по�азателя� модели,� формирование�
�оторо�о�значимо�не�зависит�от�этапа�профессиональной�под�отов�и�
(профиль� А).� На� рис.� 4.3� изображен� профиль� по�азателя� модели,�
формирование� �оторо�о� может� быть� начато� на� раннем� этапе� под�о-
тов�и� специалиста� (профиль� В).� На� рис.� 4.4� представлен� профиль�
по�азателя�модели,�формирование��оторо�о�может�быть�начато�толь-
�о�на�более�позднем�этапе�под�отов�и�специалиста�(профиль�С).�

 
Рис.�4.3.�Профиль�B�

Величины� Δuи� Δv �задают�смещение�наиболее�вероятно�о�значе-
ния�по�азателя�профессионализма�относительно�центра�и�опреде-�
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Рис.�4.4.�Профиль�C�

ляют� е�о� в�лад� в� по�азатель� инварианта.� �Эти� величины�—� вход-
ные� параметры� модели,� задаваемые� э�спертным� п�тем,� причем� по�
смысл�� Δ Δv u≥ .� Зададимся� произвольным� �ровнем�ф�н�ции�при-
надлежности�нечет�о�о�по�азателя� μ( )x p= �и�рассчитаем�интерва-
лы�значений�по�азателя,��довлетворяющих�этом��равенств�.�Та�ой�
интервал�и�б�дем�считать�инвариантом�профессионализма�I(p)�(для�
�аждо�о�профиля�по�азателя�в�отдельности).�В�рез�льтате�пол�чим�
след�ющие�интервальные�переменные:�

A �;
2

�
2

ap ap

х a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥⎣ ⎦

;�

� B Δ υΔυ ; � ;
2

�
2

a ap

х p a p

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥= + − +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
� (4.3)�

C Δ υΔυ ; �
2

�
2

a ap

х p a p

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥= − − −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
�

�де� −

A
X интервал� для� профиля� по�азателя� А;� −

B
X интервал� для�

профиля�по�азателя�В;� −

C
X интервал�для�профиля�по�азателя�С.�

П�сть�в�модели�профессионализма�m�—�по�азателей�профиля�А,�
k�—�по�азателей�профиля�B,�s�—�по�азателей�профиля�C.�
Со�ласно� техноло�ии� выполнения� ал�ебраичес�их� операций� над�

нечет�ими�числами�имеем�интервал,�задающий�значение�по�азателя�
инварианта�профессионализма:�



4. Лингвистическая переменная�132 

�

Δ Δ

Δ Δ

υ υ

υ

2 2 2
;

.

2 2 2

a a map
s p k p

k m s

ap ap ap
m a k a p s a vp

k m s

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥− + + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥− + − + + − −⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

� (4.4)�

Для� то�о� чтобы�представить� этот� интервал� в� виде� тре��ольно�о�
нечет�о�о�числа,�необходимо�найти�значение�по�азателя�для�p=1:�
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+ +
.�

Та�им� образом,� по�азатель� инварианта� профессионализма� можно�
представить�в�виде�след�юще�о�нечет�о�о�числа�тре��ольно�о�вида:�
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Контрольные вопросы 

1.� Что�называют�термом?�В�чем�принципиальное�различие�атомар-
но�о�и�составно�о�термов?�

2.� Дайте�понятие�составной�лин�вистичес�ой�переменной.�

3.� Ка�ие�правила�называют�синта�сичес�ими?�

4.� Определите� с�щность� семантичес�о�о� правила.� В� чем� различие�
и�сходство�семантичес�о�о�и�синта�сичес�о�о�правил?�

5.� Дайте�определение�лин�вистичес�ой�переменной.�

6.� Приведите�примеры�лин�вистичес�их�переменных�из�различных�
областей�на��и.�



5. Нечеткие булевы 

переменные 

5.1. Булева алгебра 

Ал�ебра	выс�азываний	и	преди�атов	 является	одним	из	разделов	
бинарной	 (обычной)	 математичес�ой	 ло�и�и.	 Выс�азывание	—	 �т-
верждение,	относительно	�оторо�о	можно	с�азать,	истинно	оно	или	
ложно,	 преди�ат	—	 �тверждение,	 содержащее	 одн�	 или	 нес�оль�о	
переменных.	При	одних	значениях	переменных	преди�ат	становится	
истинным	 выс�азыванием,	 при	 др��их	—	 ложным.	 Выс�азывание	
и	преди�ат	можно	понимать	 �а�	переменн�ю	p,	 принимающ�ю	два	
возможных	значения	«истина»	=	1	или	«ложь»	=	0.	

Определение	 5.1.	 Переменная,	 множеством	 значений	 �оторой	
является	множество	 {0, 1}�B = ,	называется	б�левой	переменной.	
Если	p	—	выс�азывание	или	преди�ат,	то	p	—	б�лева	переменная,	

т.	е.	переменная,	принимающая	лишь	одно	из	дв
х	возможных	зна-
чений:	0	или	1.	Вот	почем�	т�	часть	математичес�ой	ло�и�и,	�оторая	
занимается	 выс�азываниями	 и	 преди�атами,	 называют	 бинарной	
(двоичной)	ло�и�ой.	
П�сть	 p1,	 p2,…,	 pn

,	—	 б�левы	 переменные.	 Каждая	 из	 них	 может	
принимать	значение	0	или	1.	Последовательность	(p1,	p2,…,	pn

)	есть	
n-мерный	 двоичный	 ве�тор.	 С�ществ�ет	 2n	 различных	 n -мерных	
ве�торов,	 �омпонентами	 �оторых	 являются	 б�левы	 переменные.	
Ф�н�ция,	ставящая	�аждом�	n−мерном�	ве�тор�	определенное	зна-
чение	 из	 множества	 B ,	 называется	 б�левой	 ф�н�цией.	 Б�лев�	
ф�н�цию	можно	задать	в	виде	таблицы,	содержащей	2n	стро�	и	n	+	
+	1	 столбец.	В	 первых	 n 	 столбцах	 таблицы	 записаны	 все	 возмож-
ные	двоичные	n-мерные	ве�торы,	а	в	последнем	столбце	—	соответ-
ств�ющее	значение	ф�н�ции.	
П�сть	б�лева	ф�н�ция	от	трех	переменных	задана	табл.	5.1.	

Таблица 5.1. Булева функция от трех переменных 

p1� p2� p3� y�=�(p1,�p2,�p3)�

0� 0� 0� 1�
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p1� p2� p3� y�=�(p1,�p2,�p3)�

0� 0� 1� 1�

0� 1� 0� 0�

0� 1� 1� 0�

1� 0� 0� 1�

1� 0� 1� 0�

1� 1� 0� 0�

1� 1� 1� 1�

Трехмерные	двоичные	ве�торы	в	первых	трех	столбцах	табл.	5.1	
можно	рассматривать	�а�	номера	этих	ве�торов	(от	номера	0	до	но-
мера	7),	записанные	в	двоичной	системе	счисления.	
На	множестве	б�левых	переменных	определены	ло�ичес�ие	опе-

рации	 отрицания,	 �онъюн�ции,	 дизъюн�ции,	 импли�ации,	 э�вива-
ленции	и	ряд	др��их	(табл.	5.2).	

Таблица 5.2. Операции над булевыми переменными 

Операция� Таблица��
истинности�

Описание�операций�

Отрицание�

�

Унарная�операция,�строится�с�помощью�
слов�«не»,�«неверно,�что…».�Отрицание�
выс�азывания�обозначается�символом�

p ,��оторый�читается�«не�p»��

Конъюн�ция� Бинарная�операция,�строится�с�помощью�
союза�«и».�Конъюн�ция�выс�азываний�
обозначается�символом�p �∧�q,��оторый�
читается�«p�и�q»��

Дизъюн�ция�

�

Бинарная�операция,�строится�с�помощью�
союза�«или».�Дизъюн�ция�выс�азываний�
обозначается�символом�p�∨�q,��оторый�
читается:�«p�или�q»�
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Операция� Таблица��
истинности�

Описание�операций�

Импли�ация�

�

Бинарная�операция,�строится�с�помощью�
слов�«если…�то».�Импли�ация�выс�азы-
ваний�обозначается�символом��
p�⇒�q,��оторый�читается�«если�p�то�q».�

Э�виваленция� Бинарная�операция,�строится�с�помощью�
слов�«то�да�и�толь�о�то�да»,�«если�и�
толь�о�если».�Э�виваленция�выс�азыва-
ний�обозначается�символом�p�⇔�q,��ото-
рый�читается�«q�то�да�и�толь�о�то�да,�
�о�да�p»��

Кольцевая�

с"мма�

Бинарная�операция,�строится�с�помощью�
слов�«с�мма»,�«плюс».�Ци�личес�ая�
с"мма�выс�азываний�обозначается�сим-
волом�p�⊕�q,��оторый�читается�«с�мма�p�
и�q»��

ПРИМЕЧАНИЕ   

Символами�p�и�q�обозначены�выс�азывания.�

Таблицы	истинности	 операций	 отрицания,	 �онъюн�ции	 и	 дизъ-
юн�ции	 совпадают	 с	 таблицами	 хара�теристичес�их	 ф�н�ций	 опе-
раций	дополнения,	пересечения	и	объединения	множеств	(см.	табл.	
1.5).	Та�ое	совпадение	таблиц	истинности	означает,	что	множество	
всех	 подмножеств	 �ниверсально�о	 множества	 U	 с	 операциями	 до-
полнения,	 пересечения	 и	 объединения	 и	 множество	 выс�азываний	
с	операциями	отрицания,	�онъюн�ции	и	дизъюн�ции	являются	раз-
личными	интерпретациями	одной	и	той	же	математичес�ой	модели.	
Эта	 модель	 называется	 б�левой	 ал�еброй.	 Все	 свойства	 операций	
над	множествами	(см.	табл.	1.6)	прис�щи	та�же	и	соответств�ющим	
операциям	 над	 выс�азываниями.	 Например,	 свойство	 поряд�а	 для	
�онъюн�ции	 и	 дизъюн�ции	 имеет	 вид	 p q p∧ ≤ 	 и	 p q q∧ ≤ ,	
p q p∨ ≥ 	и	 p q q∨ ≥ .	
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Выс�азывания	или	их	 отрицания,	 соединенные	 зна�ами	ло�иче-
с�их	 операций,	 образ�ют	 форм�л�	 ло�и�и	 выс�азываний,	 или	
форм�л�	б�левой	ал�ебры.	Две	форм�лы	называются	э�вивалент-
ными,	если	при	любых	наборах	значений	входящих	в	них	перемен-
ных	они	принимают	одина�овые	значения.	Две	э�вивалентные	фор-
м�лы	соединяют	зна�ом	равенства.	
До�ажем,	 что	форм�лы	 p q∨ 	 и	 p q∧ 	 э�вивалентны.	Составим	

таблиц�	истинности	этих	форм�л	(табл.	5.3).	

Таблица 5.3. Таблица истинности 

p� q� p q∨ � p q∨ � p � q � p q∧ �

0� 0� 0� 1� 1� 1� 1�

0� 1� 1� 0� 1� 0� 0�

1� 0� 1� 0� 0� 1� 0�

1� 1� 1� 0� 0� 0� 0�

Выделенные	столбцы,	в	�оторых	записаны	значения	истинности	
форм�л	 p q∨ 	и	 p q∧ ,	совпадают,	т.	е.	при	любых	значениях	выс�а-
зываний	p	и	q	форм�лы	 p q∨ 	и	 p q∧ 	принимают	одина�овые	зна-
чения,	что	и	означает	их	э�вивалентность.	
Известно,	что	люб�ю	б�лев�	ф�н�цию	можно	представить	в	виде	

форм�лы,	 содержащей	 операции	 отрицания,	 �онъюн�ции	 и	 дизъ-
юн�ции.	Напомним	на	примере,	�а�	это	делается.	
Представим	импли�ацию	 ( , )f p q p q= ⇒ 	форм�лой,	содержащей	

��азанные	выше	операции.	

p� q� p�⇒�q� Элементарные�
�онъюн�ции�

�

0� 0� 1� p q∧ �

0� 1� 1� p q∧ �

1� 0� 0� �

1� 1� 1� p q∧ �

( )( ) ( ) ( ) ( )p q p q p q p q

⎫⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪ ⇒ ⇒ = ∧ ∨ ∨ ∨ ∧⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪⎭

�
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Форм�ла	 ( )( ) ( ) ( )p q p q p q∧ ∨ ∨ ∨ ∧ 	 называется	 совершенной	
дизъюн�тивной	 нормальной	 формой	 (СДНФ)	 импли�ации.	 Для	
со�ращения	 записей	 зна�и	 �онъюн�ции	 оп�с�ают	 или	 заменяют	
зна�ами	 �множения.	 Оп�с�ают	 та�же	 с�об�и,	 до�оворившись,	 что	
в	форм�ле	без	 с�обо�	 сначала	выполняются	 все	 �онъюн�ции,	 а	 за-
тем	 над	 ними	 производятся	 дизъюн�ции.	 При	 та�их	 до�оворенно-
стях	 СДНФ	 импли�ации	 вы�лядит	 та�:	 p q p q p q p q⇒ = ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ .	
Польз�ясь	свойствами	операций	б�левой	ал�ебры,	СДНФ	импли�а-
ции	можно	�простить:	

p q p q p q p q⇒ = ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ =

( ) ( )p q p q p q p q p q q p p q= ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ = ⋅ ∨ ∨ ∨ ⋅ = 	

1 1p q p q= ⋅ ∨ ⋅ = ∨ .	

При	выполнении	преобразований	были	использованы	след�ющие	
свойства	операций	б�левой	ал�ебры:	

1)	 идемпотентность	дизъюн�ции	 x x x∨ = ;	

2)	 ассоциативность	 дизъюн�ции	 ( )x y z x y z∨ ∨ = ∨ ∨ 	 и	 дистриб�-
тивность	 �онъюн�ции	 относительно	 дизъюн�ции:	 x y x z⋅ ∨ ⋅ = 	

( )x y z= ⋅ ∨ ;	

3)	 за�он	ис�лючения	третье�о	 1x x∨ = ;	

4)	 свойство	единицы	для	�онъюн�ции	 1x x⋅ = .	

5.2. Нечеткие булевы переменные 

и логические операции над ними 

Определение	 5.2.	Нечет�ой	 б�левой	 переменной	 называют	 пере-
менн�ю	 p,	 �оторая	 является	 именем	 нечет�о�о	 подмножества	 мно-
жества	U	=	[0,1].	
В	дальнейшем	для	со�ращения	записей	б�дем	обозначать	одним	

и	тем	же	символом	сам�	нечет��ю	переменн�ю	и	ф�н�цию	принад-
лежности	нечет�о�о	множества,	именем	�оторо�о	она	является.	Над	
нечет�ими	б�левыми	переменными,	та�	же	�а�	и	над	обычными	б�-
левыми	переменными,	ос�ществимы	операции	отрицания,	�онъюн�-
ции	и	дизъюн�ции.	
П�сть	p	и	q	—	две	нечет�ие	б�левы	переменные.	Запишем	прави-

ла	выполнения	ло�ичес�их	операций	над	ними:	
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1)	 отрицание	нечет�ой	б�левой	переменной	 1p p= − ;	

2)	 �онъюн�ция	 нечет�их	 б�левых	 переменных	 p q p q∧ = ⋅ = 	
min( , )p q= ;	

3)	 дизъюн�ция	нечет�их	б�левых	переменных	 max( , )��p q p q∨ = .	

Напомним,	 что	 �онъюн�ция	 и	 дизъюн�ция	 нечет�их	 переменных,	
выполненные	по	правилам	2	и	3,	в	общем	сл�чае	называются,	соответст-
венно,	ло�ичес�им	�множением	и	операцией	ма�сим�м	(см.	табл.	1.7).	
Множество	 б�левых	 переменных	 с	 операциями	 отрицания,	

�онъюн�ции	 и	 дизъюн�ции	 и	 множество	 всех	 нечет�их	 подмно-
жеств	 �а�о�о-либо	 �ниверсально�о	 множества	U	 с	 операциями	 до-
полнения,	 пересечения	 и	 объединения	 являются	 интерпретациями	
одной	 и	 той	 же	 математичес�ой	 модели.	 Операции	 отрицания,	
�онъюн�ции	и	дизъюн�ции	над	нечет�ими	б�левыми	переменными	
обладают	 всеми	 свойствами,	 ��азанными	в	 табл.	 1.6.	В	 ал�ебре	не-
чет�их	 выс�азываний	 та�	 же,	 �а�	 и	 в	 ал�ебре	 нечет�их	 множеств,	
нар�шаются	 два	 ло�ичес�их	 за�она:	 за�он	 ис�лючения	 третье�о	
( 1p p∨ = )	и	за�он	противоречия	( 0p p∧ = ).	

Определение	5.3.	П�сть	
1 2
, , ...,� ��

n
p p p 	—	нечет�ие	б�левы	перемен-

ные.	Ф�н�цию	
1 2

( , , ...,�� �� )
n

f p p p 	 называют	ф�н�цией	нечет�их	 б�ле-
вых	переменных,	если	она	принимает	значения	на	отрез�е	[0,1].	
Анало�ично	форм�лам	б�левой	ал�ебры,	можно	пол�чать	форм�-

лы	нечет�ой	ло�и�и,	�аждая	из	�оторых	представляет	определенн�ю	
ф�н�цию	нечет�их	переменных.	Чтобы	записать	значения	ф�н�ции,	
представленной	 форм�лой,	 содержащей	 лишь	 зна�и	 �онъюн�ции,	
дизъюн�ции	и	 отрицания,	 можно	использовать	 таблицы,	 анало�ич-
ные	таблицам	истинности	в	двоичной	ло�и�е.	
Рассмотрим	 пример	 на	 составление	 таблицы	ф�н�ции	 нечет�их	

переменных.	 П�сть	 ( , ) ( ) ( )f p q p p p q q= ∧ ∨ ∧ ∧ .	 Составим	 все	
возможные	соотношения	межд�	переменными	 p ,	 p ,	 q 	и	 q ,	�читы-
вая,	что	 1p p= − ,	 1q q= − 	(табл.	5.4).	

Таблица 5.4. Значение функции ( , ) (�� ) ( )f p q p p p q q= ∧ ∨ ∧ ∧  

Вид�

неравенства�

p p∧ = �

min( , )�p p= �

p q q∧ ∧ = �

��min( , , )��p q q=

( , ) (�� )f p q p p= ∧ ∨ �

( )p q q∨ ∧ ∧ = �

max(min( , ),�p p= �

��min( , , ))��p q q �

p q q p≤ ≤ ≤
�p� q� q�
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Вид�

неравенства�

p p∧ = �

min( , )�p p= �

p q q∧ ∧ = �

��min( , , )��p q q=

( , ) (�� )f p q p p= ∧ ∨ �

( )p q q∨ ∧ ∧ = �

max(min( , ),�p p= �

��min( , , ))��p q q �

p q q p≤ ≤ ≤ � p� q � q �

p q q p≤ ≤ ≤ � p � p � p �

p q q p≤ ≤ ≤ � p � p � p �

q p p q≤ ≤ ≤ � p� q� p�

q p p q≤ ≤ ≤ � p � q� p �

qppq � p� q � p�

q p p q≤ ≤ ≤ � p � q � p �

Задача�сводится�
�том�,�чтобы�составить�последовательность�че-
тырех� символов,� межд�� 
оторыми� поставлены� зна
и� неравенства�
«≤ ».�С�ществ�ет�четыре�способа�выбора�перво�о�элемента�последо-
вательности:� самым� малень
им� числом� среди� чисел� p,� p ,� q � и� q �
может�быть�любое�из�них.�П�сть,�например,�самым�малень
им�чис-
лом� является� p.� То�да� самым� большим� числом� б�дет� число�

1p p= − .� Следовательно,� выбор� перво�о� элемента� последователь-
ности�однозначно�определяет�выбор�ее�последне�о�элемента.�После�
выбора� перво�о� числа� остается� две� возможности� выбрать� второй�
элемент� последовательности.� Выбор� второ�о� элемента� последова-
тельности�однозначно�определяет�выбор�третье�о�числа.�Например,�
если�на�второе�место�поставлено�число�q,�то�на�третье�место�можно�
поставить� толь
о� число� 1q q= − .� Та
им� образом,� с�ществ�ет� во-
семь�способов�составления�последовательности�переменных�p,� p ,�q�
и� q ,�соединенных�зна
ами�неравенства:�

p q q p≤ ≤ ≤ ,� p q q p≤ ≤ ≤ ;�

p q q p≤ ≤ ≤ ,� p q q p≤ ≤ ≤ ;�

q p p q≤ ≤ ≤ ,� q p p q≤ ≤ ≤ ;�

qppq ,� q p p q≤ ≤ ≤ .�
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Определение� 5.4.� Ф�н
ции� f1� и� f2� называют� равносильными,�
или�тождественными,�если�они�имеют�одн��и�т��же�таблиц��зна-
чений,� в
лючающ�ю� все� возможные� соотношения� межд�� перемен-
ными.�
С�ществ�ет�четыре�различные�ф�н
ции�от�одной�нечет
ой�пере-

менной� p �(табл.�5.5).�

Таблица 5.5. Функции от одной нечеткой переменной 

Ф�н�ция�Вид�неравенства�

f1� f2� f3� f4�

p ≤ p � p� p� p � p �

p ≤ p � p� p � p� p �

Одна
о�ф�н
ций�от�дв�х�переменных�с�ществ�ет��же�48=65536,�
ф�н
ций� от� n� переменных�—� ( ! 2 )(2 )

n

n

n
⋅ � [6].� Толь
о� незначительная�

часть�всех�этих�ф�н
ций�может�быть�представлена�с�помощью�опе-
раций�отрицания,� 
онъюн
ции�и�дизъюн
ции�над�нечет
ими�пере-
менными.�

Определение�5.5.�Ф�н
цию� f� от�нечет
их�б�левых�переменных�
называют� аналитичес�ой� ф�н�цией,� если� она� может� быть� пред-
ставлена�форм�лой,�содержащей�операции�
онъюн
ции�и�дизъюн
-
ции,�выполняемые�над�ар��ментами�ф�н
ции�и�их�отрицаниями.�
Составим� таблиц�� простейших� аналитичес
их� ф�н
ций� p q∧ ,�

p q∧ ,� p q∧ ,� p q∧ ,� p q∨ ,� p q∨ ,� p q∨ ,� p q∨ �от�дв�х�переменных�
(табл.�5.6).�

Таблица 5.6. Простейшие функции от двух нечетких булевых переменных 

Вид�неравенства� p q∧ p q∧ � p q∧ � p q∨ � p q∨ � p q∨ � p q∨ �

p q q p≤ ≤ ≤ �p� q� p� q � q� p � q � p �

p q q p≤ ≤ ≤ �p� q� p� q � q� p � q � p �

p q q p≤ ≤ ≤ �q� p � q � p � p � q� p � q �

p q q p≤ ≤ ≤ �q� p � q � p � p � q� p � q �

q p p q≤ ≤ ≤ �q� q� p p � p � p � q � q �
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Вид�неравенства� p q∧ p q∧ � p q∧ � p q∨ � p q∨ � p q∨ � p q∨ �

q p p q≤ ≤ ≤ �q� q� p p � p � p � q � q �

qppq � p� p � q � q � q� q� p� p �

q p p q≤ ≤ ≤ �p� p � q � q � q� q� p� p �

Форм�лы,� представляющие� аналитичес
ие� ф�н
ции,� можно� �п-
рощать,�использ�я�свойства�операций�над�нечет
ими�переменными,�
одна
о�при�этом�необходимо�помнить�о�нар�шении�в�нечет
ой�ло-
�и
е�за
она�ис
лючения�третье�о�и�за
она�противоречия:�

� 1p p∨ ≠ �и� 0p p∧ ≠ ,�если� 1, 0p p≠ ≠ .� (5.1)�

Например,��прощение�СДНФ�импли
ации�во�множестве�обычных�
б�левых�переменных�приводит�
�простой�форм�ле�(см.�подраздел�5.1):�

p q p q p q p q⇒ = ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ = p q∨ .�

Отметим,� что� во� множестве� ф�н
ций� нечет
их� переменных�
( , )f p q p q p q p q= ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ � не� поддается� �прощению� в� сил�� нера-

венств�(5.1):�

( , )f p q p q p q p q= ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ = p q p q p q p q⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ =

= ⋅ ∨ ∨ ⋅ ∨( ) ( )p q q q p p .�

Пос
оль
�� 1q q∨ ≠ � и� 1p p∨ ≠ ,� дальнейшие� преобразования�
невозможны.�
Составим� таблиц�� СДНФ� импли
ации� нечет
их� переменных�

(табл.�5.7).�

Таблица 5.7. СДНФ импликации нечетких переменных 

Вид�

неравенства�

p q⋅ =

�min( , )p q=

p q⋅ =

�min( , )p q=

p q⋅ =

min( , )�p q= �

p q p q⋅ ∨ ⋅ ∨ �

p q∨ ⋅ = �

max(min( , ),�p q=

min( , )�� ,p q �

min( , )�� )p q �

p q q p≤ ≤ ≤ q � q� p� q �

p q q p≤ ≤ ≤ q � q� p� q�

p q q p≤ ≤ ≤ p � p � q� q�
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Вид�

неравенства�

p q⋅ =

min( , )p q= �

p q⋅ =

�min( , )p q=

p q⋅ =

�min( , )p q=

p q p q⋅ ∨ ⋅ ∨ �

p q∨ ⋅ = �

max(min( , ),�p q=

min( , )�� ,p q �

min( , )�� )p q �

p q q p≤ ≤ ≤ � p � p � q� q�

q p p q≤ ≤ ≤ � p � q � q� p �

q p p q≤ ≤ ≤ � p � q � q� p �

qppq � q � p � p� p �

q p p q≤ ≤ ≤ � q � p � p� p�

5.3. Анализ функции нечетких 

булевых переменных 

Выясним,� при� 
а
их� �словиях� аналитичес
ая� ф�н
ция� f(p,� q)� от�
дв�х�нечет
их�б�левых�переменных�попадает�в�заданный�промеж�-
то
�[α,�β)�отрез
а�[0,�1].�
П�сть�

1 2
[ , ] [0, 1]�� ��p a a∈ ⊆ �и�

1 2
[ , ] [0, 1]�� ��q b b∈ ⊆ .�

Возможны�шесть�вариантов�взаимно�о�расположения�точе
�a1,�b1,�a2,�
b2�на�отрез
е�[0,�1],�и�
аждом��из�них�соответств�ет�определенное�мно-
жество�значений�аналитичес
их�ф�н
ций� ( )�,�f p q p q= ∧ �и� �( , )�f p q = �

p q= ∨ �(
1 2 1 2

[ , ], [ , ]�� ��p a a q b b∈ ∈ )�(рис.�5.1).�
Очевидно,�что�при�любых�возможных�соотношениях�межд��a1,�b1,�

a2,�b2�справедливы�след�ющие��тверждения:�

�
1 1 2 2

[min( , ),min(� , ]� � )p q a b a b∧ ∈ ,� (5.2)�

�
1 1 2 2

[max( , ),max(� , ]� � )p q a b a b∨ ∈ .� (5.3)�

Из��тверждений� (5.2)�и� (5.3)�пол�чаем�анало�ичные�в
лючения�
для�
онъюн
ций�и�дизъюн
ций,�содержащих�отрицания�p�и�q:�

�
1 2 2 1

[min( , 1 ), min�� ( , 1 )]�� ��p q a b a b∧ ∈ − − ,� (5.4)�

�
2 1 1 2

[min(1 , ), min(1�� �� , )]p q a b a b∧ ∈ − − ,� (5.5)�

�
2 2 1 1

[min(1 , 1 ), min(1�� )�� ,1 ]p q a b a b∧ ∈ − − − − ,� (5.6)�
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а�
1
a ≤

1
b ≤

2
a ≤

2
b �

�

1 2 1 2
��[ , ] [ ]�, , �p q a a p q b b∧ ∈ ∨ ∈

б�
1
a ≤

1
b ≤

2
b ≤

2
a �

�

1 2 1 2
[ , ],� [ , ]��p q a b p q b a∧ ∈ ∨ ∈

в�
1
a ≤

2
a ≤

1
b ≤

2
b �

�

1 2 1 2
[ , ],� [ , ]� ��p q a a p q b b∧ ∈ ∨ ∈

��
1
b ≤

1
a ≤

2
a ≤

2
b �

�

1 2 1 2
[ , ],� [ , ]��p q b b p q a a∧ ∈ ∨ ∈

д�
1
a ≤

1
b ≤

2
b ≤

2
a �

�

1 2 1 2
[ , ],� [ , ]��p q b a p q b b∧ ∈ ∨ ∈ �

е�
1
b ≤

2
b ≤

1
a ≤

2
a �

�

1 2 1 2
[ , ], [ , ]p q b b p q a a∧ ∈ ∨ ∈ �

Рис.�5.1.�Возможные�варианты�взаимно�о�расположения�точе��a1,�b1,�a2,�b2��

�
1 2 2 1

[max( , 1 ), max(� ,1 ]� � )�p q a b a b∨ ∈ − − ,� (5.7)�

�
2 1 1 2

[max(1 , ), max(1�� �� , )]p q a b a b∧ ∈ − − ,� (5.8)�

�
2 2 1 1

[max(1 , 1 ), max(1�� �� �, 1 ]� )p q a b a b∧ ∈ − − − − .� (5.9)�

По
ажем,�
а
,�например,�пол�чается�соотношение�(5.4):�

1 2 2 1
[ , ] [1 , 1 ]�� ��q b b q b b∈ ⇒ ∈ − − ⇒

⇒ ∧ ∈ − −
1 2 2 1

[min( , 1 ), min( ,�� �� ��1 )]p q a b a b .�

Соотношения�(5.5)�—�(5.9)�выводятся�анало�ично.�
Пол�чим��словия,�при�
оторых�ф�н
ция�f(p,�q)�=�p�∧�q�попадет�

в�промеж�то
�[α,�β):�

1 1 2 2
[min( , ), min�� �� ��( , ))p q a b a b∧ ∈ ⇒

α
α β

β
1 1

2 2

�min( , ) ;
[ , )

min( , )

�
��

� .�

a b
p q

a b

⎧ ≥⎪⎪∧ ∈ ⇔ ⎨
⎪ <⎪⎩

�
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Очевидно,� что�
α

α
α

1

1 1

1

;
min �( , )

,
�

a
a b

b

⎧ ≥⎪⎪≥ ⇔ ⎨
⎪ ≥⎪⎩

� т.�е.� оба� числа� a1� и� b1�

должны�быть�больше�α.�Действительно,�если�хотя�бы�одно�из�чисел,�
a1� или� b1,� �довлетворяет� противоположном�� соотношению,� напри-
мер,� α

1 1
a b< < ,� то� α

1 1 1
��min( , )a b a= < .� Поэтом�� неравенство�

α
1 1
�mi ( , �n )a b ≥ �э
вивалентно�системе�неравенств�

α;
α

⎧ ≥⎪⎪
⎨
⎪ ≥⎪⎩

1

1
.

a

b
�

В�то�же�время�неравенство� β
2 2
�mi ( , �n )a b < �б�дет�выполнено,�если�

хотя�бы�одно�из�чисел,�a1�или�b1�о
азалось�меньше�β.�Действительно,�
если,�например,� β

2 2
a b> > ,�то� β

2 2 2
��min( , )a b b= < ,�т.�е.�неравенство�

β
2 2
�mi ( , �n )a b < �э
вивалентно�сово�
пности�неравенств�

β;
β

2

2
.

a

b

⎡ <
⎢
⎢ <⎣

�

Та
им�образом,�система�неравенств�
α
β

1 1

2 2

min( , ) ;

min( , )

��

��

a b

a b

⎧ ≥⎪⎪
⎨
⎪ <⎪⎩

�э
вивалент-

на� системе,� состоящей� из� системы�
α;
α

⎧ ≥⎪⎪
⎨
⎪ ≥⎪⎩

1

1

a

b
� и� сово
�пности� нера-

венств�
β;
β

⎡ <
⎢
⎢ <⎣

2

2
.

a

b
�

О
ончательно�пол�чаем�

α β[ , )�p q∧ ∈

α;
α

β
β

1

1

2

2

;

;

,

a

b

a

b

⎧⎧⎪ ≥⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≥⎪⎪⎩⎪⇔ ⎨
⎪ ⎡ <⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ <⎣⎪⎩

�

или,��читывая,�что�
1 2

[ , ]p a a∈ �и�
1 2

[ , ]q b b∈ �

� α β[ , )��p q∧ ∈

α
α

β
β

;

;

;

.

p

q

p

q

⎧⎧⎪ ≥⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≥⎪⎪⎩⎪⇔ ⎨
⎪ ⎡ <⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ <⎣⎪⎩

� (5.10)�

Расс�ждая� анало�ично� и� использ�я� соотношения� (5.2)�—� (5.8),�
пол�чаем� �словия� попадания� простейших� аналитичес
их� ф�н
ций�
от� дв�х� нечет
их� б�левых� переменных� в� заданный� промеж�то
�
[α,�β)�(табл.�5.8).�
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Таблица 5.8. Условия выполнения неравенства α ≤ f (p, q) < β 

№�

п/п�

f�(p,�q)�Условия,�при�
ото-

рых�α�≤�f�(p,�q)�<�β�
№�

п/п

f�(p,�q)�Условия,�при�
ото-��

рых�α�≤�f�(p,�q)�<�β�

1� p�∧�q� α
α

β
β

;

;

;

p

q

p

q

⎧⎧⎪ ≥⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≥⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪ ⎡ <⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ <⎣⎪⎩

�

5�
p q∨ � α

α

β
β

;

;

;

p

q

p

q

⎧⎡⎪ ≥⎪⎢⎪⎪⎢ ≥⎪⎣⎪
⎨
⎪⎧ <⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ <⎪⎩⎪⎩

�

2� p q∧ � α
α

β
β

⎧⎧⎪ ≤ −⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≥⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪ ⎡ > −⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ <⎣⎪⎩

1 ;

;

1 ;

p

q

p

q

�

6� p q∨ � α
α

β
β

⎧⎡⎪ ≤ −⎪⎢⎪⎪⎢ ≥⎪⎣⎪
⎨
⎪⎧ > −⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ <⎪⎩⎪⎩

1 ;

;

1 ;

p

q

p

q

�

3� p q∧ � α
α

β
β

⎧⎧⎪ ≥⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≤ −⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪ ⎡ <⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ > −⎣⎪⎩

;

1 ;

;

1

p

q

p

q

�

7� p q∨ � α
α

β
β

⎧⎡⎪ ≥⎪⎢⎪⎪⎢ ≤ −⎪⎣⎪
⎨
⎪⎧ <⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ > −⎪⎩⎪⎩

;

1 ;

;

1

p

q

p

q

�

4� p q∧ � α
α

β
β

1 ;

1 ;

1 ;

1

p

q

p

q

⎧⎧⎪ ≤ −⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≤ −⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪ ⎡ > −⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ > −⎣⎪⎩

�

8� p q∨ � α
α

β
β

1 ;

1 ;

1 ;

1

p

q

p

q

⎧⎡⎪ ≤ −⎪⎢⎪⎪⎢ ≤ −⎪⎣⎪
⎨
⎪⎧ > −⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ > −⎪⎩⎪⎩

�

Системы� и� сово
�пности� неравенств� определяют� объединения�
и�пересечения� числовых� множеств.� Их� можно� рассматривать� 
а
�
множества� истинности� соответств�ющих� преди
атов.� Например,�
система� 6� (см.� табл.� 5.8)� есть� множество� истинности� дв�местно�о�
преди
ата� ( , ) :H p q p q∨ α β[ , )�∈ ,� 
оторый� является� рез�льтатом�
выполнения� ло�ичес
их� операций� над� одноместными� преди
атами:�

1 2 3 4
( , ) ( ( ) ( )) ( ( )�� )H p q h p h q h p h q= ∨ ∧ ∧ ,� �де� α

1
( ) : (� 1 )h p p≤ − ,�

2
( :�)h q � α�( )q ≥ ,� β

3
( ) : (� 1 )h p p> − ,� β

4
( ) :� ( )h q q < � �—� одноместные�

преди
аты.�
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Определим,� при� 
а
их� �словиях� СДНФ� 
ольцевой� с�ммы�
1 2

1 2 2 1
��( , )f x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ �попадает�в�промеж�то
�[0,1;�0,3).�

Перепишем�табл.�5.3,�сделав�ее�более��добной�для�решения�та
о-
�о�рода�задач�(табл.�5.9).�

Таблица 5.9. Условия выполнения неравенства α ≤ f (p, q) < β 

f�(p,�q)� Условия,�обеспечиваю-�
щие�нижнюю��раниц��
промеж�т�а�
α�≤�f�(p,�q)�

Условия,�обеспечиваю-
щие�верхнюю��раниц��
промеж�т�а�
f�(p,�q)�<�β�

p q∧ � α
α
;p

q

⎧ ≥⎪⎪
⎨
⎪ ≥⎪⎩

�
β
β
;p

q

⎡ <
⎢
⎢ <⎣

�

p q∧ � α
α

⎧ ≤ −⎪⎪
⎨
⎪ ≥⎪⎩

1 ;p

q
�

β
β

⎡ > −
⎢
⎢ <⎣

1 ;p

q
�

p q∧ � α
α

⎧ ≥⎪⎪
⎨
⎪ ≤ −⎪⎩

;

1

p

q
�

β
ϕ
;p

q

⎡ <
⎢
⎢ >⎣

�

p q∧ � α
α

1 ;

1

p

q

⎧ ≤ −⎪⎪
⎨
⎪ ≤ −⎪⎩

�
β
β

1 ;

1

p

q

⎡ > −
⎢
⎢ > −⎣

�

p q∨ � α
α
;p

q

⎡ ≥
⎢
⎢ ≥⎣

�
β
β
;p

q

⎧ <⎪⎪
⎨
⎪ <⎪⎩

�

p q∨ � α
α

⎡ ≤ −
⎢
⎢ ≥⎣

1 ;p

q
�

β
β

⎧ > −⎪⎪
⎨
⎪ <⎪⎩

1 ;p

q
�

p q∨ � α
α

⎡ ≥
⎢
⎢ ≤ −⎣

;

1

p

q
�

β
β

⎧ <⎪⎪
⎨
⎪ > −⎪⎩

;

1

p

q
�

p q∨ � α
α

1 ;

1

p

q

⎡ ≤ −
⎢
⎢ ≤ −⎣

�
β
β

1 ;

1

p

q

⎧ > −⎪⎪
⎨
⎪ > −⎪⎩

�
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Обозначим� 1
2

x x p⋅ = ,� 2
1
x x q⋅ = .�Со�ласно�табл.�5.9,�пол�чаем�

( , ) ( , ) :�� ��H p q G p q∧ ∨ ∈ [0,1 ��; 0,3)p q ⇔

⎧ ⎡⎪ ≥⎪ ⎢⎪⎪ ⎢ ≥⎪ ⎣⎪
⎨
⎪⎧ <⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ <⎪⎩⎪⎩

0,1;

0,1;

0,3;

0,3,

p

q

p

q

�

�де�
⎡ ≥
⎢
⎢ ≥⎣

0,
��

1;
( , ) :

0,1

p
H p q

q
� и�

⎧ <⎪⎪
⎨
⎪ <⎪⎩

0,3;
( , ) :

0,3
��

p
G p q

q
�—� дв�местные� преди
аты�

бинарной�ло�и
и.�
Множество�истинности�преди
ата�H(p,�q)�обеспечивает�нижнюю�

�раниц�� промеж�т
а� [0,1;� 0,3),� а� преди
ата�G(p,�q)�—� е�о� верхнюю�
�раниц�.�Преди
ат�H(p,�q)�есть�дизъюн
ция�одноместных�преди
а-
тов� ≥

1
( ) : ( 0,1)h p p �и� ≥

2
( ) : ( 0,1)h q q ,�преди
ат� ( , )�G p q �—�
онъюн
-

ция�преди
атов� <
1
( ) : ( 0,3)g p p �и� <

2
( ) : ( 0,3)g q q .�

Пос
оль
�� p= 1
2

x x⋅ �и� q= 2
1
x x⋅ ,�преди
аты�

1
( )h p ,�

2
( )h q ,�

1
( )g p �и�

2
( )g q � являются� преди
атами� от� дв�х� переменных,�

1
x � и�

2
x ,� 
оторые�

входят�в�преди
аты�либо�сами,�либо�своими�отрицаниями� 1x �и� 2x :�

1
( )h p =

1 1 2
( , )�h x x :( ≤ ⋅1

2
0,1 x x ),�

2
( )h q =

2 1 2
( , )�h x x :( ≤ ⋅ 2

1
0,1 x x ),�

1
( )g p =

1 1 2
( , )�g x x :( ⋅ <1

2
0,3x x ),�

2
( )g q =

2 1 2
( , )��g x x :( ⋅ <2

1
0,3x x ).�

В�соответствии�с�табл.�5.8,�пол�чаем�множества�истинности�пре-
ди
атов�

1 1 2
( , )��h x x ,�

2 1 2
( , )��h x x ,�

1 1 2
( , )��g x x ,�

2 1 2
( , )��g x x :�

1
2

(0,1 )x x≤ ⋅ ⇔
⎧ ≤⎪⎪
⎨
⎪ ≥⎪⎩

1

2

0,9;

0,1,

x

x

�

(
⎧ ≥⎪⎪≤ ⋅ ⇔ ⎨
⎪ ≤⎪⎩

1

2
1

2

0,1;
0,1 )

0,9,

x

x x

x

�

( ⋅ <1
2

0,3x x )
⎡ >
⎢⇔
⎢ <⎣

1

2

0,7;

0,3,

x

x

�

( ⋅ <2
1

0,3x x )
⎡ <
⎢⇔
⎢ >⎣

1

2

0,3;

0,7.

x

x

�

Та
им� образом,� ф�н
ция� 1 2
1 2 2 1
��( , )f x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ � попадает�

в�промеж�то
�[0,1;�0,3),�если�выполняется�система�неравенств�
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1 3
1 2 3 2 1
�� ��( , , )f x x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ ∈ ⇔�[0,1; 0,3)�

⎧⎡⎧⎪ ≤⎪⎪ ⎪⎢⎪ ⎨⎪⎢⎪ ≥⎪ ⎪⎩⎢⎪⎪⎢⎪ ⎧ ≥⎪ ⎪⎢⎪⎪⎢⎨⎪⎪ ⎪ ≤⎢⎪ ⎪⎩⎣⎪
⎨
⎪⎧⎡⎪ >⎪⎪⎪ ⎢⎪⎪⎪⎢⎪ <⎪⎪ ⎣⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ⎡ <⎪⎪ ⎢⎪⎪⎪⎪ ⎢⎪ >⎪ ⎣⎪⎩⎪⎩

1

2

1

2

1

2

1

2

0,9;

0,1;

0,1;

0,9;

0,7;

0,3;

0,3;

0,7.

x

x

x

x

x

x

x

x

�

Для� �прощения� записи,� запишем� пол�ченн�ю� систем�� в� виде�


онъюн
ции�дв�х�дв�местных�преди
атов:�
1 2
�( , )�H x x =�

1 1 2
( , )��h x x �∨�

∨�
2 1 2
( , )��h x x �и�

1 2
�( , )�G x x =

1 1 2
( , )�g x x ∧

2 1 2
( , )��g x x ,�
оторая�обеспечива-

ет�нижнюю�и�верхнюю��раницы�промеж�т
а�[0,1;�0,3):�

1 3
1 2 3 2 1
�� ��( , , )f x x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ ∈ ⇔�[0,1; 0,3)�

⎡⎧ ≤⎪⎪⎢⎨⎢⎪ ≥⎪⎩⎢
⎢
⎧ ≥⎪⎢⎪⎢⎨
⎪ ≤⎢⎪⎩⎣

1

2

1

2

0,9;

0,1;

0,1;

0,9;

x

x

x

x

∧

⎧⎡⎪ >
⎪⎢⎪
⎪⎢ <⎪⎣⎪
⎨
⎪⎡ <⎪⎢⎪
⎪⎢⎪ >⎣⎪⎩

1

2

1

2

0,7;

0,3;

0,3;

0,7.

x

x

x

x

�

Проиллюстрир�ем� порядо
� построения� множества� истинности�
дв�местно�о�преди
ата� ⋅ ∨ ⋅ ∈1 2

2 1
[0,1;��0,3)x x x x �рис.�5.2.�

Рассмотрим�более�сложный�пример.�Найдем,�
а
им�промеж�т
ам�
отрез
а� [0,1]� должны�принадлежать�нечет
ие�переменные�x1,�x2,�x3,�

чтобы�для�ф�н
ции� 1 3
1 2 3 2 1
�� ��( , , )f x x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ �выполнялось�нера-

венство� ≤ <0,6 0,9f .�

Обозначим� 1
2

p x x= ⋅ ,�
1 3

q x x= ⋅ .�Множество�истинности�дв�ме-

стно�о�преди
ата� �( , ) :�H p q ≤ ∨ <0,6 0,9p q �определяется��словиями:�

⎧ ⎡⎪ ≥⎪ ⎢⎪⎪ ⎢ ≥⎪ ⎣⎪
⎨
⎪⎧ <⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ <⎪⎩⎪⎩

0,6;

0,6;

0,9;

0,9;

p

q

p

q

�или�

⎧ ⎡⎪ ⋅ ≥⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ ⋅ ≥⎢⎪ ⎣⎪
⎨
⎪⎧⎪ ⋅ <⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ⋅ <⎪⎪⎩⎪⎩

1
2

3
1

1
2

3
1

0,6;

0,6;

0,9;

0,9.

x x

x x

x x

x x

�
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Рис.�5.2.�Геометричес�ая�иллюстрация�построения�множества�истинности�

дв�местно�о�преди�ата� q h⋅ �

Рассмотрим�отдельно�сово
�пность�
⎡ ⋅ ≥⎢
⎢

⋅ ≥⎢⎣

1
2

3
1

0,6;

0,6,

x x

x x

�выполнение�
о-

торой�является��словием,�обеспечивающим�нижнюю��раниц��интер-

вала� ��[0,6; 0,9) ,� и� систем��
⎧⎪ ⋅ <⎪⎪
⎨
⎪ ⋅ <⎪⎪⎩

1
2

3
1

0,9;

0,9,

x x

x x

� 
оторая� обеспечивает� верх-

нюю��раниц��интервала.�

Неравенство� ⋅ ≥1
2

0,6x x � означает,� что� 
онъюн
ция�

⋅ ∈1
2

[0,6; 1]��x x .�Для�попадания� та
ой�ф�н
ции�в� �
азанный�интер-

вал,�со�ласно�табл.�5.8,�необходимо�выполнение�системы��словий:�
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⎧⎧⎪ ≤ −⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≥⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪ ⎡ > −⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ <⎣⎪⎩

1

2

1

2

1 0,6;

0,6;

1 1;

1.

x

x

x

x

�

Пос
оль
��неравенства�
1

0x > �и�
2

1x < �выполняются�при�любых�
значениях�нечет
их�б�левых�переменных,�за�ис
лючением�
райних�
сл�чаев�x1�=�0�и�x2�=�1,�
оторые�след�ет�рассматривать�особо,�спра-
ведлива�равносильность:�

⎧ ≤⎪⎪⋅ ≥ ⇔ ⎨
⎪ ≥⎪⎩

1

1
2

2

0,4;
0,6

0,6.

x

x x

x

�

Расс�ждая� анало�ично� в� отношении� неравенства� ⋅ ≥3
1

0,6x x �
и�использ�я�табл.�5.9,�пол�чаем�цепоч
��э
вивалентностей:�

⎧⎧⎪ ≥⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ⎧≤ ≥⎪ ⎪⎪⎩⎪ ⎪⋅ ≥ ⇔ ⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪⎡ ≤<⎪ ⎪⎩⎢⎪⎪ ⎢⎪ >⎣⎪⎩

1

3 1
3

1

31

3

0,6;

0,4; 0,6;
0, 6

0,4.1;

0;

x

x x

x x

xx

x

�

Та
им� образом,� �словием�
1 2 3
��, )( ,�H x x x ,� обеспечивающим� ниж-

нюю��раниц��интервала� ��[0,6; 0, 9) ,�в�
оторый�должна�попасть�ф�н
-
ция� 1 3

1 2 3 2 1
�� ��( , , )f x x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ ,� является� выполнение� сово
�пно-

сти�дв�х�систем�неравенств:�

1 2 3
��, )( ,�H x x x :

⎡⎧ ≤⎪⎪⎢⎨⎢⎪ ≥⎪⎩⎢
⎢
⎧ ≥⎪⎢⎪⎢⎨
⎪ ≤⎢⎪⎩⎣

1

2

1

3

0,4;

0,6;

0,6;

0,4.

x

x

x

x

�

Анало�ичные� расс�ждения� с� использованием� табл.� 5.9� приводят�

�вывод��о�том,�что��словием�

1 2 3
��, )( ,�G x x x ,�обеспечивающим�верх-

нюю��раниц��интервала� ��[0,6; 0, 9) ,�в�
оторый�должна�попасть�ф�н
-
ция� 1 3

1 2 3 2 1
�� ��( , , )f x x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ ,� является� выполнение� системы�

дв�х�сово
�пностей�неравенств:�

1 2 3
��, )�( ,�G x x x :

⎧⎡⎪ >
⎪⎢⎪
⎪⎢ <⎪⎣⎪
⎨
⎪⎡ <⎪⎢⎪
⎪⎢⎪ >⎣⎪⎩

1

2

1

3

0,1;

0,9;

0,9;

0,1.

x

x

x

x

�
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Чтобы�ф�н
ция� 1 3
1 2 3 2 1
�� ��( , , )f x x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ �попала�в�заданный�

промеж�то
,�необходимо�выполнение�
а
��словия�
1 2 3
��, )�( ,�H x x x ,�та
�

и��словия�
1 2 3
��, )�( ,�G x x x :�

1 2 3
��, )�( ,�H x x x ∧

1 2 3
��, )�( ,�G x x x :

⎡⎧ ≤⎪⎪⎢⎨⎢⎪ ≥⎪⎩⎢
⎢
⎧ ≥⎪⎢⎪⎢⎨
⎪ ≤⎢⎪⎩⎣

1

2

1

3

0,4;

0,6;

0,6;

0,4;

x

x

x

x

∧

⎧⎡⎪ >
⎪⎢⎪
⎪⎢ <⎪⎣⎪
⎨
⎪⎡ <⎪⎢⎪
⎪⎢⎪ >⎣⎪⎩

1

2

1

3

0,1;

0,9;

0,9;

0,1.

x

x

x

x

�

Условие�
1 2 3
��, )( ,H x x x � выполняется,� если� справедлива� хотя� бы�

одна�из�дв�х�систем�неравенств:�
1

H :
⎧ ≤⎪⎪
⎨
⎪ ≥⎪⎩

1

2

0,4;

0,6;

x

x

�или�
2

H :
⎧ ≥⎪⎪
⎨
⎪ ≤⎪⎩

1

3

0,6;

0,4.

x

x

�

Условие�
1 2 3
��, )( ,�G x x x �можно�представить�след�ющим�образом:�

1 2 3
��, )( ,�G x x x =

1 2 3 4
( ) ( )g g g g∨ ⋅ ∨ ,�

�де� >
1 1
: ( 0,1)g x ,� <

2 2
: ( 0,9)g x ,� <

3 1
: ( 0,9)g x ,� >

4 3
: ( 0,1)g x �—� од-

номестные�преди
аты.�
Использ�я� свойства� 
онъюн
ции� и� дизъюн
ции,� преобраз�ем�

преди
ат�
1 2 3
��, )�( ,�G x x x :�

1 2 3
��, )�( ,�G x x x =

1 2 3 4
( ) ( )g g g g∨ ⋅ ∨ =

1 3 1 4 2 3 2 4
g g g g g g g g⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ ∨ ⋅ =

⎡⎧ >⎪⎪⎢⎨⎢⎪ <⎪⎩⎢
⎢
⎧ >⎪⎢⎪
⎢⎨
⎪ >⎢⎪⎩⎢=
⎢⎧ <⎪⎪⎢
⎨⎢⎪ <⎢⎪⎩
⎢
⎧⎢ <⎪⎪⎢⎨
⎢⎪ >⎪⎩⎣

1

1

1

3

2

1

2

3

0,1;

0,9;

0,1;

0,1

0,9;

0,9;

0,9;

0,1.

x

x

x

x

x

x

x

x

�

Преди
ат�
1 2 3
��, )( ,�G x x x � становится� истинным,� если� переменные�

1
x ,�

3
x ,�

3
x � �довлетворяют� хотя� бы� одной� из� четырех� систем:�

1
G :

⎧ >⎪⎪
⎨
⎪ <⎪⎩

1

1

0,1;

0,9,

x

x

�
2

G :
⎧ >⎪⎪
⎨
⎪ >⎪⎩

1

3

0,1;

0,1,

x

x

�
3

G :
⎧ <⎪⎪
⎨
⎪ <⎪⎩

2

1

0,9;

0,9,

x

x

�
4

G :
⎧ <⎪⎪
⎨
⎪ >⎪⎩

2

3

0,9;

0,1.

x

x

�

Та
им� образом,� выполнение� �словий�
1 2 3
��, )( ,�H x x x � и�

1 2
�( , ,� �G x x �

3
)x �распадается�на�восемь�систем�неравенств:�
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1)�
1

H ∧
1

G =

⎧ ≤⎪⎪⎪⎪ ⎧≥ < ≤⎪⎪⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪> ≥⎪ ⎪⎩⎪⎪ <⎪⎪⎩

1

2 1

1 2

1

0,4;

0,6; 0,1 0,4;

0,1; 0,6;

0,9;

x

x x

x x

x

�

2)�
1

H ∧
2

G =

⎧ ≤⎪⎪ ⎧ < ≤⎪⎪ ⎪⎪ ≥ ⎪⎪⎪ ⎪⇔ ≥⎨ ⎨
⎪ ⎪>⎪ ⎪⎪ ⎪ >⎪⎩⎪ >⎪⎪⎩

1

1

2

2

1

3

3

0,4;
0,1 0,4;

0,6;
0,6;

0,1;
0,1;

0,1;

x

x

x

x

x

x

x

�

3)�
1

H ∧
3

G =

⎧ ≤⎪⎪⎪⎪ ⎧≥ ≤⎪⎪⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪< ≤ <⎪ ⎪⎩⎪⎪ <⎪⎪⎩

1

2 1

2 2

1

0,4;

0,6; 0,4;

0,9; 0,6 0,9;

0,9;

x

x x

x x

x

�

4)�
1

H ∧
4

G =

⎧ ≤⎪⎪ ⎧ < ≤⎪⎪ ⎪⎪ ≥ ⎪⎪⎪ ⎪⇔ ≤ <⎨ ⎨
⎪ ⎪<⎪ ⎪⎪ ⎪ >⎪⎩⎪ >⎪⎪⎩

1

1

2

2

2

3

3

0,4;
0,1 0,4;

0,6;
0,6 0,9;

0,9;
0,1;

0,1;

x

x

x

x

x

x

x

�

5)�
2

H ∧
1

G =

⎧ ≥⎪⎪⎪⎪ ⎧≤ ≤ <⎪⎪⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪> ≤⎪ ⎪⎩⎪⎪ <⎪⎪⎩

1

3 1

1 3

1

0,6;

0,4; 0,6 0,9;

0,1; 0,4;

0,9;

x

x x

x x

x

�

6)�
2

H ∧
2

G =

⎧ ≥⎪⎪⎪⎪ ⎧≤ ≥⎪⎪⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪> < ≤⎪ ⎪⎩⎪⎪ >⎪⎪⎩

1

3 1

1 3

3

0,6;

0,4; 0,6;

0,1; 0,1 0,4;

0,1;

x

x x

x x

x

�

7)�
2

H ∧
3

G =

⎧ ≥⎪⎪ ⎧ ≤ <⎪⎪ ⎪⎪ ≤ ⎪⎪⎪ ⎪⇔ <⎨ ⎨
⎪ ⎪<⎪ ⎪⎪ ⎪ ≤⎪⎩⎪ <⎪⎪⎩

1

1

3

2

2

3

1

0,6;
0,6 0,9;

0,4;
0,9;

0,9;
0,4;

0,9;

x

x

x

x

x

x

x

�

8)�
2

H ∧
4

G =

⎧ ≥⎪⎪ ⎧ ≥⎪⎪ ⎪⎪ ≤ ⎪⎪⎪ ⎪⇔ < ≤⎨ ⎨
⎪ ⎪<⎪ ⎪⎪ ⎪ <⎪⎩⎪ >⎪⎪⎩

1

1

3

3

2

2

3

0,6;
0,6;

0,4;
0,1 0,4;

0,9;
0,9.

0,1;

x

x

x

x

x

x

x

�
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Истинность�любо�о�из�этих�восьми�преди
атов�обеспечивает�по-

падание� ф�н
ции� 1 3
1 2 3 2 1
�� ��( , , )f x x x x x x x= ⋅ ∨ ⋅ � в� промеж�то
�

��[0,6; 0,9) .� П�сть,� например,� истинным� является� преди
ат�

2
H ∧

2
G :

⎧ ≥⎪⎪
⎨
⎪ < ≤⎪⎩

1

3

0,6;

0,1 0,4.

x

x

�Данная� система�неравенств�не� содержит�пе-

ременной�
2

x ,� но�пос
оль
��
2

x �—�нечет
ая�б�лева�переменная,�она�

�довлетворяет�двойном��неравенств��
2

0 1x≤ ≤ .�

Найдем� множество� значений� ф�н
ции� 1
1 2 3 2
�� ��( , , )f x x x x x= ⋅ ∨ �

3
1
x x∨ ⋅ �при��словии�истинности�

2
H ∧

2
G :�

1)�

⎧⎪ ≤ ≤⎧ ≤ ≤⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪≤ ≤ ⇒ ≤ ≤⎨ ⎨
⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪< ≤ ≤ <⎪⎩ ⎪⎪⎩

1

2

3

1

2

3

0 0,4;0,6 1;

0 1; 0 1;

0,1 0,4; 0,6 0,9;

xx

x x

x x

.�

2)� ⋅ ∈ =1
2

[min(0, 0),min(0,4; 1)] [0;�� �� � ];�0,4x x �

3)� ⋅ ∈ =3
1

[min(0,6; 0,6),min(1; 0,9)) [0,6;�� �� � );�0,9x x �

4)� = ⋅ ∨ ⋅ ∈ =1 3
1 2 3 2 1

( , , ) [max(0; 0,6),max(0,4; 0,9))�� ��f x x x x x x x �
= ��[0,6; 0,9). �

Подводя�ито�,�можно�с
азать,�что�анализ�аналитичес�их�ф�н�-
ций� нечет�их� б�левых� переменных� сводится� �� оперированию�
преди�атами�бинарной�(обычной)�ло�и�и.�
Анало�ично�том�,�
а
�строятся�схемы�реализации�б�левых�ф�н
-

ций� от� обычных� бинарных� переменных,� можно� построить� схем��
реализации�нечет
ой�б�левой�ф�н
ции.�Задача�состоит�в�том,�чтобы�
задать�последовательность�действий�преобразования�произвольно�о�
набора� входных� си�налов�

1 2
[ , ] [0, 1] (� 1, 2, ...� � � )� �

i i i
x a a i∈ ⊆ = � в� заранее�

заданный�выходной�си�нал.�Решение�та
ой�задачи�называется�син-
тезом�нечет
ой�ф�н
ции�[6].�
Рассмотрим,�
а
им�образом�можно�построить� схем��реализации�

нечет
ой�б�левой�ф�н
ции�на�след�ющем�примере.�П�сть�треб�ется�

построить� схем�� реализации� ф�н
ции� 1 2
1 2 1 2

( , ) ( )��f x x x x x x= ⋅ ⋅ ∨ ,�

обеспечивающ�ю� выполнение� �словия� ∈
1 2

( , ) [0,4�� ��; 0,7)f x x ,� если�

∈
1

[0,2; ]�0,6x �и� ∈
2

[0,4; ]��0,8x .�

Найдем�и�запишем�в�таблиц���словия,�
оторым�должны��довле-
творять�входные�си�налы�

1
x �и�

2
x �для�то�о,�чтобы�на�выходе�о
аза-

лось�выполненным�в
лючение� 1 2
1 2

( )x x x x⋅ ⋅ ∨ ∈ ��[0,4; 0,7) .�
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Введем�обозначения:�
1 2

p x x= ⋅ ,� 1 2q x x= ∨ ,� то�да� f p q= ⋅ .�На�
основе�табл.�5.9�пол�чим�табл.�5.10.�

Таблица 5.10. Условия выходного сигнала 

Условия,	обеспечивающие	нижнюю	

�раниц�	выходно�о	си�нала	f	
Условия,	обеспечивающие	верхнюю	

�раниц�	выходно�о	си�нала	f	

⎧ ≥⎪⎪
⎨
⎪ ≥⎪⎩

0,4;

0,4

p

q
�

⎡ <
⎢
⎢ <⎣

0,7;

0,7

p

q
�

⎧ ⋅ ≥⎪⎪
⎨
⎪ ∨ ≥⎪⎩

1 2

1 2

0,4;

0,4

x x

x x

�

⎡ ⋅ <
⎢
⎢

∨ <⎢⎣

1 2

1 2

0,7;

0,7

x x

x x

�

⎧⎧⎪ ≥⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≥⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪⎡ ≤ −⎪⎢⎪⎪⎢⎪ ≤ −⎣⎪⎩

1

2

1

2

0,4;

0,4;

1 0,4;

1 0,4

x

x

x

x

�

⎡ ⎡ <
⎢⎢
⎢⎢ <⎣⎢
⎢
⎧ > −⎪⎢⎪⎢⎨
⎪ > −⎢⎪⎩⎣

1

2

1

2

0,7;

0,7;

1 0,7;

1 0,7

x

x

x

x

�

⎧⎧⎪ ≥⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≥⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪ ⎡ ≤⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ ≤⎣⎪⎩

1

2

1

2

0,4;

0,4;

0,6;

0,6

x

x

x

x

�

⎡ ⎡ <
⎢ ⎢
⎢ ⎢ <⎣⎢
⎢
⎧ >⎪⎢⎪
⎢⎨
⎪ >⎢⎪⎩⎣

1

2

1

2

0,7;

0,7;

0,3;

0,3

x

x

x

x

�

Ле�
о�по
азать,�что�си�налы� ∈
1

[0,2; ]��0,6x �и� ∈
2

[0,4; ]��0,8x ,�пост�-
пающие� на� вход� схемы� реализации,� не� обеспечивают� н�жно�о� си�-
нала�на�ее�выходе.�

Действительно,� ∈ − − =
1

[1 0,6; 1 0,2] [0,� �� �4; ]�0,8x ,�

� ∈ − − =
2

[1 0,8; 1 0,4] [0,2�� ��; 0,6]x ,�

� ⋅ ∈ =

1 2
[min(0,2; 0,4), min(0,6; 0,8)] [0,2�� �� �� �; 6]�0,x x ,�

� ∨ ∈ =1 2 [max(0,4; 0,2), max(0,6;0,8)] [0,4;�� �� � 8]0,x x ,

⋅ ⋅ ∨ ∈ = ≠1 2
1 2

( ) [min(0,2; 0,4), min(0,6; 0,8)] [0,2; 0,6]� [0,4; 0,� �� �� �� 7)�x x x x .�

Чтобы� си�налы�
1
x � и�

2
x � обеспечивали� н�жный� выход,� введем�

параметры� со�ласования.� Параметры� со�ласования�—� это� множи-
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тели� входных� си�налов,� обеспечивающие� нижнюю� и� верхнюю� �ра-
ницы�выходно�о�си�нала:�

⎧⎧⎪ ⋅ ≥⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ⋅ ≥⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪ ⎡ ⋅ ≤⎪ ⎢⎪⎪ ⎢⎪ ⋅ ≤⎣⎪⎩

1 1

2 2

1 3

2 4

0,4;

0,4;

0,6;

0,6;

x k

x k

x k

x k

�∧�

⎡ ⎡ ⋅ <
⎢ ⎢
⎢ ⎢ ⋅ <⎣⎢
⎢
⎧ ⋅ >⎪⎢⎪
⎢⎨
⎪ ⋅ >⎢⎪⎩⎣

1 1

2 2

1 3

2 4

0,7;

0,7;

0,3;

0,3.

x m

x m

x m

x m

�

Пос
оль
�� ≥
1

0,2x ,� ≥
2

0,4x ,� ≤
1

0,6x �и� ≤
2

0,8x ,�параметры�со-
�ласования�находятся�из�след�ющих�равенств:�

⎧⎧⎪ ⋅ =⎪⎪⎪
⎪⎨
⎪⎪ ⋅ =⎪⎪⎩⎪
⎨
⎪ ⎡ ⋅ =⎪ ⎢⎪
⎪ ⎢⎪ ⋅ =⎣⎪⎩

1

2

3

4

0,2 0,4;

0, 4 0,4;

0,6 0,6;

0,8 0,6;

k

k

k

k

�∧�

⎡ ⎡ ⋅ =
⎢ ⎢
⎢ ⎢ ⋅ =⎣⎢
⎢
⎧ ⋅ =⎪⎢⎪
⎢⎨
⎪ ⋅ =⎢⎪⎩⎣

1

2

3

4

0,6 0,7;

0, 8 0,7;

0,2 0,3;

0, 4 0,3;

m

m

m

m

⇒

1 1

2 2

3 3

4 4

72 ;
6

71 ;
8

31 ;
2

3 3 .
44

k m

k m

k m

k m

= =

= =

= =

= =

�

Для�построения�схем�реализации�использ�ются�след�ющие�эле-
менты:�

�—� �стройство� параметричес
о�о� со�ласования;� �множает�
входной�си�нал�на�параметр�со�ласования;�

�—� ло�ичес
ий� элемент,� реализ�ющий� объединение� ин-
тервалов;�

�—�ло�ичес
ий�элемент,�реализ�ющий�пересечение�интер-
валов;�

�—�ло�ичес
ий�элемент,�реализ�ющий�операцию�1 x− ;�

�

�—��стройство,�задающее�нижний�предел;�проп�с
ает�си�налы,�
�довлетворяющие�неравенств�� αp ≥ ;�

�—��стройство,�задающее�верхний�предел;�проп�с
ает�си�налы,�
�довлетворяющие�неравенств�� βp< .�

Использ�я�эти�элементы,�построим�схем�,�реализ�ющ�ю�попа-
дание� ф�н
ции� 1 2

1 2 1 2
( , ) ( )��f x x x x x x= ⋅ ⋅ ∨ � в� интервал� ;�[0,4 0,7) �

(рис.�5.3).�
Бло
и� 1� и� 2� обеспечивают� нижнюю� �раниц�� промеж�т
а�

[0,4;�0,7).�
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Рис.�5.3.�Схема�реализации�попадания�ф�н�ции� 1 21 2 1 2

( , ) ( )��f x x x x x x= ⋅ ⋅ ∨ �

в�интервал�[0,4;�0,7)�при��словиях�
1

[0,2; 6)��0,x ∈ ,�
2

[0,4; 8)�0,x ∈ �

Бло�� 1.� На� вход� пост�пают� си�налы� ∈
1

[0,2; ]�0,6x � и� ∈
2

[0 �,4;x �
0,8] .�Проходя�через��стройства�параметричес
о�о�со�ласования,�они�
�множаются�на�числа�

1
2k = �и�

2
1k = :� ∈ ⋅ ⋅ =

1 1
[2 0,2; 2 0,6] [0,� ��4; 1,2]k x ��

и� ∈
2 2

[0,4 �; 0,8]k x .� Устройство� И� выполняет� операцию� пересечения�
интервалов:�

1 1
p k x= ∧

2 2
k x ∈ ∩��[0,4; 1,2] ��[0,4; 0,8] = �[0,4; 0,8] .�

Бло��2.�Си�налы� ∈
1

[0,2; ]��0,6x �и� ∈
2

[0,4; ]��0,8x ,� проходя��строй-

ства�параметричес
о�о�со�ласования,��множаются�на�числа�
3

1k = �и�

4

3

4
k = :� ∈

3 1
[0,2 �; 0,6]k x �и�

⎡ ⎤
⎢ ⎥∈ ⋅ ⋅ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

4 2

3 3
0,4; 0,8 [0,3� ; 0,6]

4
�

4
�k x .�Далее�си�-

налы�преобраз�ются��стройством�НЕ,�
оторое�выполняет�операцию�

вычитания� из� 1:� ∈ − − =
3 1

[1 0,6; 1 0,2] [0,� ��4; 0,8]k x � и�
4 2
k x ∈ �

∈ − − =[1 0,6; 1 0,3] [0,4;�� ��0,7] .�Устройство�ИЛИ�выполняет� операцию�

объединения� промеж�т
ов,� выдавая� си�нал�
3 1 4 2

q k x k x= ∨ ∈ �

∈ ∪ =�� �[0,4; 0,7] [0,4; 0,8] [0,4;� ��0,8] .�
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Си�налы� ∈ [0,4; ]��0,8p �и� ∈ [0,4; ]�0,8q �пост�пают�на��стройство�И,�

выполняющее� операцию� пересечения� промеж�т
ов:� H p q= ∧ ∈ �

∈ ∩ =�� �[0,4; 0,8] [0,4; 0,8] [0,4;� ��0,8] .�

Бло
и� 3� и� 4� обеспечивают� верхнюю� �раниц�� промеж�т
а� [0,4;�

0,7).�

Бло�� 3.� Си�налы� ∈
1

[0,2; ]��0,6x � и� ∈
2

[0,4; ]��0,8x ,� проходя� через�

�стройства� параметричес
о�о� со�ласования,� �множаются� на� числа�

1

7

6
m = � и�

2

7

8
m = :�

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∈ ⋅ ⋅ = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1

7 7 1,4 4,
��

2
0,2; 0,6 ; [0,2(3);

6 6 6 6
m x 0,7] � и�

⎡ ⎤
⎢ ⎥∈ ⋅ ⋅ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2

7 7
0,4; 0,8 [0,35; 0,7]

8 8
m x .� Устройство� ИЛИ� выполняет� опе-

рацию�объединения�интервалов:�

1 1
p m x= ∨

2 2
m x ∈ ∪[0,2(3) �;0,7] � �[ �0,35; 0,7] �= [0,2(3); �0,7] .�

Бло�� 4.� Устройства� параметричес
о�о� со�ласования� �множают�

си�налы� ∈
1

[0,2; ]�0,6x � и� ∈
2

[0,4; ]�0,8x � на� числа�
3

3

2
m = � и�

4

3

4
m = :�

⎡ ⎤
⎢ ⎥∈ ⋅ ⋅ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

3 1

3 3
0,2; 0,6 [0,3� ; 0,9]

2
�

2
�m x ,�

⎡ ⎤
⎢ ⎥∈ ⋅ ⋅ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

4 2

3 3
0,4; 0,8 [0,3� ; 0,6]

4
�

4
�m x .� Да-

лее�эти�си�налы�пост�пают�на��стройства�НЕ,�выполняющие�опера-

цию� вычитания� из� единицы:� ∈ − − =
3 1

[1 0,9; 1 0,3] [0,� ��1; 0,7]m x ,� [0,4;�

0,7].� Устройство� И� выполняет� операцию� пересечения� интервалов:�

3 1
q m x= ∧

4 2
m x ∈ ∩��[0,1; 0,7] [0,4;�0,7]=�[0,4;�0,7].�

Си�налы� p ∈ [0,2(3);��0,7] �и� q ∈ [0,4;�0,7]�с�бло
ов�3�и�4�проходят�

�стройство�ИЛИ,�
оторое�выполняет�операцию�объединения�интер-

валов:� = ∨ ∈ ∪[0,2( ��3); 0,7]G p q =[0,4; 0,7] [0,2(3);� ��0,7] .�

Си�нал� [0.4,0.8]H ∈ � проходит� �стройство,� 
оторое� задает� ниж-

ний� предел� и� проп�с
ает� лишь� си�налы,� не� меньшие� 0,4.� Си�нал�

∈ [0,2(3); ]��0,7G �проходит�через��стройство,�
оторое�задает�верхний�

предел�и�проп�с
ает�лишь�си�налы,�меньшие�0,7.�Си�нал�h�пройдет�

через� �стройство,� задающее� нижний� предел,� полностью.� Си�нал� g�

выйдет� с� �стройства,� задающе�о� верхний� предел,� в� виде�

∈ [0,2(3); )��0,7G .� Устройство� И� на� выходе� схемы� выполнит� опера-

цию� пересечения� промеж�т
ов� ∈ [0,4; ]�0,8H � и� ∈ [0,2(3); ]��0,7G .� Та-


им� образом,� на� выходе� схемы� б�дет� сформирован� си�нал�

= ∧ ∈ ∩ =[0,4; 0,8] [0,2(3); 0,7) [0,4;�� �� � ,7)�0f H G .�
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5.4. Лингвистические переменные 

«истина» и «ложь» 

Нечет
ие� б�левы� переменные� можно� рассматривать� 
а
� ф�н�ции�
принадлежности�термов�лин�вистичес
ой�переменной�x.�
Приведем� пример.� П�сть� x�=� «про�ноз� по�оды»�—� лин�вистиче-

с
ая� переменная.� Терм-множество� переменной� x� в
лючает� в� себя�
термы:� «солнечно»,� «ветрено».�Сами� синопти
и� дают� оцен
�� своим�
про�нозам,�
�пример�,�с�точ
и�зрения�теории�вероятностей�и��
азы-
вают�надежность�своих�про�нозов�след�ющим�образом:�

�� p�=�«солнечно»,�p�∈�[0,7;0,8);�
�� q�=�«ветрено»,�q�∈�[0,3;0,5);�
�� h�=�«пасм�рно»,�h�∈�[0,8;0,9).�
С�точ
и�зрения�синопти
ов,�например,�про�ноз��«солнечно»�сле-

д�ет�доверять�на�70�—�80%,�анало�ично�др��им�про�нозам.�
П�сть� про�ноз� на� завтра,� т.�е.� значение� лин�вистичес
ой� пере-

менной�x�=� «завтра�б�дет� солнечно�или�пасм�рно�и� ветрено».�По-
строенное�та
им�образом�предложение�представляет�собой�аналити-
чес
�ю�б�лев��ф�н
цию�от�нечет
их�переменных�x�=�p�∨�q�⋅�h.�Най-
дем�промеж�то
,�в�
оторый�попадают�значения�этой�ф�н
ции:�

�� q h⋅ ∈[ ) [ )=min(0,3; 0,8),min(0�� ,5; 0,9) 0�� �,3; 0,5 ,�

�� p q h∨ ⋅ ∈[ ) [ )=max(0,7; 0,3),max(0�� ,8; 0,5) 0�� �,7; �0,8 .�

На�завтра�про�ноз�синопти
ов�был�оценен�
а
�«не�слиш
ом�ис-
тинный»,� т.�е.� определенном�� значению� лин�вистичес
ой� перемен-
ной� x �была�поставлена�в�соответствие�модифицированная�лин�вис-
тичес
ая�переменная�«истина».�
Та
им� образом,� значения� лин�вистичес
их� переменных� можно�

рассматривать� 
а
� нечет
ие� выс
азывания,� 
� 
оторым� применимы�
оцен
и�с�точ
и�зрения�истинности�или�ложности.�Одна
о�эти�оцен-

и� сами� являются� лин�вистичес
ими� переменными,� т.�е.� именами�
нечет
их�подмножеств�множества�U�=�[0,�1].�
В� обычной� бинарной� ло�и
е� оцен
а� истинности� выс
азывания�

или�преди
ата�имеет�лишь�два�значения:�1�(«истина»)�и�0�(«ложь»).�
В�нечет
ой�ло�и
е� та
ая� оцен
а�может�принимать�любое� значение�
на� отрез
е� [0,� 1].� Значение� ф�н
ции� принадлежности� μp� нечет
ой�
переменной�p�может�рассматриваться�
а
�рез�льтат�действия�
а
о-
�о-либо� модифи
атора� на� термы� «истинно»� (T)� или� «ложно»� (F).�
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Например,� μT(p)� =� 0,5� можно� интерпретировать� 
а
� «не� истинно�
и�не� ложно»,� μT(p)� =� 0,6�—� «не� слиш�ом� истинно»,� μF(p)� =� 0,6�—�
«сле��а�ложно»�и�т.�п.�
Приведем�типичный��рафи
�ф�н
ций�принадлежности�лин�вис-

тичес
их�переменных�«истинно»�и�«ложно»�(рис.�5.4)�[2].�

 

Рис.�5.4.�Ф�н�ции�принадлежности�лин�вистичес�их�переменных��
«ложь»�и�«истина»�

Значения�истинности�переменной�X=�p�∨�q�⋅�h�∈�[0,7;�0,8)�отме-
чены� на� рис.� 5.4� штрихов
ой.� Ка
� видно� на� рис.� 5.4,� промеж�т
��
[0,7;�0,8)�на�оси�u�соответств�ет�промеж�то
�[0,15;0,65)�на�оси�μ,�т.�е.�
истинность� про�ноза� синопти
ов�X�=� «завтра� б�дет� солнечно� или�
пасм�рно�и�ветрено»=�p�∨�q�⋅�h�∈�[0,7;�0,8)�о
азалась�весьма�невысо-

ой:�μ«истина»�∈�[0,15;0,65),�что�и�может�соответствовать�терминам�«не�
слиш�ом�истинно»,�«истинность�про�ноза�весьма�низ�ая»�и�т.�п.�
Ф�н
ции� принадлежности� лин�вистичес
их� переменных� «исти-

на»�и�«ложь»�симметричны�относительно�прямой�u�=�0,5�(см.�рис.�
5.4).�При�работе�с�этими�ф�н
циями�можно�применять�форм�лы:�

�
истина

πμ
⎛ ⎞⎛ ⎞− − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= + ⋅ ∈⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠⎝ ⎠

1

« » 1

1

2 11
1 sin , [ , 1];

1
�

2 2

x a

x a

a

� (5.11)�

�
ложь

πμ
⎛ ⎞⎛ ⎞− − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= + ⋅ ∈ −⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠⎝ ⎠

1

« » 1

1

1 21
1 sin , [0 ��, 1 ];

2 2 1

a x

x a

a

� (5.12)�

�де�a1�∈�(0,1)�—�параметр,�задаваемый�э
спертом.�
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Контрольные вопросы 

1.� Дайте� понятие� б�левой� переменной,�форм�лы� б�левой� ал�ебры,�
основных�операций�над�б�левыми�переменными.�

2.� Дайте�понятие�нечет
ой�б�левой�переменной.�

3.� Что�называют�ф�н
цией�нечет
их�б�левых�переменных?�

4.� Ка
ие�ф�н
ции�нечет
их�б�левых�переменных�над�тождествами?�

5.� Ка
ие�ф�н
ции�нечет
их�б�левых�переменных�называют�анали-
тичес
ими?�

6.� В� чем� за
лючается� смысл� анализа� аналитичес
их� ф�н
ций� не-
чет
их�б�левых�переменных?�

7.� Дайте�понятие�лин�вистичес
их�переменных�«истина»�и�«ложь».�
Приведите�примеры�ф�н
ций�принадлежности�этих�переменных.�

Задания для самостоятельной 

работы 

1.� Ф�н
ции� нечет
их� б�левых� переменных� заданы� форм�лами:�

2
1 1 2 3 1 1 3

�� �, �( , )f x x x x x x x= ∨ ∨ ,� 2 1
2 1 2 3 1 3

�� ��( , , )f x x x x x x x= ∨ ∨ ,�

2
3 1 2 3 1 3 1 3
( , , )�� ��f x x x x x x x x= ∨ ,� 1 2 3

4 1 2 3 1 2 3
( , , )�� ��f x x x x x x x x x= ∨ ∨ ∨ …�

Треб�ется:�

1)� �простить�форм�лы;�

2)� найти�значения�ф�н
ций,�если�x1�=�0,4,�x2�=�0,4,�x3�=�0,9.�

2.� Ф�н
ции�нечет
их�б�левых�переменных�заданы�форм�лами:�

1 1
1 1 2 2 2
( , )��f x x x x x x= ∨ ∨ ,� 1 2

2 1 2 1 2
( , )��f x x x x x x= ∨ ,�

3 1 2 1 2 1 2
( , )��f x x x x x x= ∨ ,� 2

4 1 2 1 2 1
( , )��f x x x x x x= ∨ ,�

2 1
5 1 2 1 2
( , )��f x x x x x x= ∨ .�

Треб�ется:�

1)� �простить�форм�лы�(если�это�возможно);�

2)� построить�таблицы�значений�ф�н
ций;�

3)� записать�множества�истинности�преди
атов�fi�∈� [0,4;�0,8)� i�=�
1,�2,�3,�4,�5�и�дать�их��еометричес
�ю�интерпретацию;�
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4)�построить�схемы�реализации�
аждой�ф�н
ции,�если�x1�∈�[0,2;�
0,5),�x2�∈�[0,5;�0,9).�

3.� Выст�пая�в�роли�э
сперта,�оцените�истинность�и�ложность�сле-
д�юще�о� ре
ламно�о� те
ста:� «Здесь�Вы�можете�приобрести�то-
вар�по�Вашем��в��с��и�очень�недоро�о»,�если�за
азчи
и�ре
ламы�
та
�оценивают�достоверность�ее�выс
азываний:�

p�=�«Вы�можете�приобрести�товар�по�вашем��в��с�»�∈�[0,6;�0,8),�

q�=�«Вы�можете�приобрести�товар�очень�недоро�о»�∈�[0,3;�0,9).�

4.� С�помощью�форм�л�(5.11)�и�(5.12)�рассмотрите�нес
оль
о�значе-
ний�параметра�a1.�Сформ�лир�йте�ваши�за
лючения�с�помощью�
модифицированных�термов�«истина»�и�«ложь».�



�
�
�
�

6. Лабораторные работы 

6.1. Лабораторная работа 1. 

Нечеткие множества и операции 

над ними 

Задача 6.1 

Дано�множество�W�=�{a1,�a2,�…�a3}�и�два�е�о�нечет
их�подмножества:�
X�=�{x,�μ1(x)}�и�Y�=�{y,�μ2(y)},�x,�y�∈�W:�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ1(x)��
0,1� 0,6� 0,9� 1� 0,5� 0,8� 0,4� 0,5�

μ2(y)�
0,7� 0,5� 1� 0,6� 0,4� 0,3� 0� 0,2�

Треб�ется:�

1)� представить�Х�и�Y��еометричес
и;�

2)� найти� ф�н
ции� принадлежности� и� представить� �еометричес
и�
множества: , , ,�� �� �� ,��X Y X Y X Y X Y∪ ∩ ⊕ ;�

3)� найти�расстояние�межд��множествами�Х�и�Y:�

�� абсолютное�и�относительное�расстояние�Хеммин�а,�

�� абсолютное�и�относительное�Ев
лидово�расстояния;�

4)� найти�подмножества�(обычные),�ближайшие�
�Х�и�Y.�Вычислить�
инде
сы�нечет
ости�Х�и�Y.�

Решение.�Приведем�решение�задачи�в�эле
тронной�таблице�Excel�
(рис.�6.1–6.3).�
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Рис.�6.1.�Геометричес�ая�интерпретация�решения�задачи�

 
Рис.�6.2.�Решение�задачи�в�Excel�(п.�2)�
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Рис.�6.3.�Решение�задачи�в�Excel�(п.�3,�4)�

Таблица 6.1. Варианты заданий 

Вариант�1.1�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 0,2� 0,8� 0,5� 1� 0� 0,9� 0,3� 0,4�

μ12(y)�� 0,7� 0� 0� 0,6� 0,4� 1� 0� 0,4�

Вариант�1.2�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 1� 0,6� 0,3� 0� 0� 0,5� 0,5� 0,9�

μ12(y)�� 0,7� 0,4� 0� 0,5� 0,8� 1� 1� 0,6�

Вариант�1.3�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 0,5� 0,3� 0� 0,8� 0,9� 1� 0,4� 0,2�

μ12(y)�� 0,5� 1� 1� 0,8� 0,4� 0� 0� 0,5�
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Вариант�1.4�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 0� 0� 0,7� 0,6� 0,1� 0,5� 0,8� 1�

μ12(y)�� 0,5� 0,3� 0� 0,6� 0,7� 1� 0,7� 0,5�

Вариант�1.5�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 0,4� 0,7� 0,2� 0� 0,3� 0,7� 1� 0,7�

μ12(y)�� 0,5� 0,1� 0� 0,5� 0,7� 0,9� 1� 1�

Вариант�1.6�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 1� 1� 0,6� 0� 0,7� 0,4� 0,1� 0�

μ12(y)�� 0,6� 0,9� 0,5� 0,3� 0� 0,5� 1� 0.7�

Вариант�1.7�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 0,5� 0,8� 1� 0,4� 0� 0� 0,2� 0,6�

μ12(y)�� 0,5� 0,2� 0,1� 0� 0� 0,6� 0,8� 0,6�

Вариант�1.8�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 1� 0,5� 0,6� 0,9� 0� 0,5� 0,4� 0,2�

μ12(y)�� 0� 0,7� 0,8� 0,9� 0,5� 1� 1� 0�
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Вариант�1.9�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 0,6� 0,4� 0,8� 0,5� 0,9� 0,3� 0� 0,2�

μ12(y)�� 0,8� 0,6� 0,9� 1� 1� 0,3� 0� 0�

Вариант�1.10�

� a1� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8�

μ11(x)� 0,4� 0,5� 0,2� 0� 0,5� 0,7� 0,9� 1�

μ12(y)�� 0,4� 0,2� 0,6� 0,9� 1� 0,7� 0,3� 0,1�

Упражнение.�Инде
сы�нечет
ости�по�ев
лидовой�метри
е�вычис-
лите�самостоятельно�по�анало�ии.�

6.2. Лабораторная работа 2. 

Нечеткие числа и операции над ними 

Задача 6.2 

При�анализе�продажи�четырех�различных�ма�азинов�было�отмечено:�

��ма�азин� А� обеспечивает� �ровень� продаж� в� течение� месяца� на�
с�мм��от�40�до�100�тыс.�р�б.�в�зависимости�от�спроса,�но�с�наи-
большей� вероятностью� можно� ожидать� с�мм�� продаж� от� 50� до�
70�тыс.�р�б.;�

��ма�азин� В� надежно� обеспечивает� высо
ий� �ровень� продаж� на�
с�мм��от�100�—�110�тыс.�р�б.�в�месяц;�

��ма�азин� С� ненадежен� и� обеспечивает� �ровень� продаж� не� более�
20�тыс.�в�месяц;�

��расходы�D�составят�о
оло�50�—�100�тыс.�р�б.,�но�наиболее�веро-
ятна�выплата�80�тыс.�р�б.�

Та
им� образом,� имеем� три� источни
а� доходов� и� один� источни
�
расхода.�Построим�на�основе�их�описаний�трапециевидные�ф�н
ции�
принадлежности� для� 
аждой� из� четырех� нечет
их� переменных�
(табл�6.2).�
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Таблица 6.2. Интерпретация нечетких переменных 

Источни�и�
дохода�

Ф�н�ция�принадлежности� Нечет�ое�число�

Ма�азин�А�

�

А�= (50,�70,�30,�10)�

Ма�азин�В�

�

В�= (100,�110,�0,0)�

Ма�азин�С�

�

С�= (0,�0,�0,�20)�

Расход�D�

�

D�=�(80,�80,�30,�20)�

После�задания�всех�нечет
их�переменных,�встает�задача�опреде-
ления�с�ммы�всех�доходов�от�продаж,�
оторая�та
же�б�дет�нечет
ой�
величиной.�Для�это�о�надо��меть�выполнять�простейшие�арифмети-
чес
ие�операции�над�нечет
ими�переменными.�
Определение�этих�операции�рассмотрим�для�сл�чая�дв�х�нечет-


их� переменных,� Г1и� Г2,� 
оторые� заданы� своими� трапециевидными�
ф�н
циями�принадлежности�вида�
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α β%

1 1 1 1 1
( , , , )A m m= ,�

α β%

2 2 2 2 2
( , , , )A m m= .�

Рез�льтатом� операции� б�дет� та
же� нечет
ая� переменная� А�=�
α β( , , , )m m= ,� 
оторая� та
же� имеет� трапециевидн�ю�ф�н
цию� при-

надлежности,� параметры� 
оторой� определяются� в� зависимости� от�
типа�арифметичес
ой�операции�(табл.�6.3).�

Таблица 6.3. Арифметические операции 

Операция
 Зависимости
параметров
ф�н�ций
принадлежности


= +

% %

1 2
( )A A A � = +

1 2
m m m ,�

1 2
m m m= + ,�α α α

1 2
= + ,�β β β

1 2
= + .�

= −

% %

1 2
( )A A A � = −

1 2
m m m ,�

1 2
m m m= − ,�α α β

1 2
= + ,�β β α

1 2
= + .�

= ×

% %

1 2
( )A A A �

1 2
m m m= ∗ ,�

1 2
m m m= ∗ ,�

α α α
1 2 1 1 2 2

( )( )m m m m= + − − − ,�

β β β
1 1 2 2 1 2

( ) ( )m m m m= + ∗ + − ∗ .�

=

% %

1 2
(/)A A A �

1 2
/m m m= ,�

1 2
/m m m= ,�

α β α β2

1 2 2 1 2 2 2
/( )m m m m= ∗ + ∗ + ∗ ,�

β β α α2

1 1 1 2 2 2 2
/( )m m m m= ∗ + ∗ + ∗ .�

На�основе�приведенных�выше�описаний�арифметичес�их�опера-
ций�для�рассматриваемо�о�примера�можно�определить�оцен���дохо-
да�от�продаж�без��чета�расходов�(F)��а��с�мм��трех�источни�ов�до-
хода.�Причем�рез�льтат�б�дет� та�же�нечет�ой�переменной�с� трапе-
циевидной�ф�н�цией�принадлежности:�

F�=�А�(+)В(+)С=(50+100+0,�70+110+0,10+0+0,30+0+20)�=�
=�(150,�180,�10,�50).�

Для� пол�чения� оцен�и� чисто�о� дохода� необходимо� из� F� вы-
честь�D:�

F–D�=�(150–80,�180–80,�10+20,�50+30)=(70,�100,�30,�80).�

Та�им�образом,�чистый�доход�составит�от�40�до�180�тыс.�р�б.,�но�
с� наибольшей� степенью� �веренности� можно� �оворить� от� 70� до�
100�тыс.�р�б.�

Упражнение.�Реализ�йте�решение�этой�задачи�в�Excel.�
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Задача 6.3 

Кр�пный�мос�овс�ий�автодилер�тор��ет�автомобилями�поп�лярной�
франц�зс�ой� мар�и.� Больш�ю� часть� времени� продажи� автомашин�
�олебались�от�4�до�7�в�неделю,�в��онце�ноября�и�начале�де�абря�бы-
ла�проведена�ре�ламная�а�ция�общей�стоимостью�30�тыс.�долларов,�
в�рез�льтате�продажи�автомашин�выросли�и�составили�о�оло�16�ав-
томобилей�в�неделю.�Удельная�прибыль�от�продажи��аждо�о�авто-
мобиля� составила� 1,5� тыс.� долл.� Время� действия� а�ции� 3� недели.�
Оценить�эффе�тивность�проведенной�ре�ламы.�

Решение.� Построим� модель� оцен�и� эффе�тивности� ре�ламы� по�
самом��простом���ритерию�—��величению�объема�продаж.�
Выберем�сначала�переменные,� значимо�влияющие�на� эффе�тив-

ность� ре�ламы� с� точ�и� зрения� выбранно�о� �ритерия,� и� �чтем,� что�
они�являются�ф�н�циями�времени:�

�� P(t)�—�сово��пные�продажи�не�оторо�о�товара�или��сл��и;�

�� q(t)�—� �дельная� прибыль,� т.�е.� с�мма,� зарабатываемая� нами� на�
продаже��аждой�единицы�товара�или��сл��и;�

�� C(t)�—�сово��пная�стоимость�ре�ламной��ампании.�

Коэффициент� эффе�тивности� ре�ламной� �ампании� может� быть�
вычислен�по�форм�ле�

Δ
2 1 2 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

S t S t P t q t P t q tS t
E t

C t C t C t

− ⋅ − ⋅

= = = ,�

�де�S1(t),�S2(t)�—� сово��пная�прибыль�от�ре�ламной��ампании,� по-
л�ченная�от�продаж�не�оторо�о�товара�или��сл��и�до�и�после�ре�-
ламы;�

1
( )P t ,�

2
( )P t �—� сово��пные� продажи� не�оторо�о� товара� или�

�сл���до�и�после�ре�ламной��ампании�соответственно.�
Пол�ченная� форм�ла� в� математи�е� называется� ф�н�ционалом,�

поэтом�� эффе�тивность� ре�ламы� можно� оценить� �а�� не�оторый�
ф�н�ционал.�Из�анализа�форм�лы�след�ет,�что�

�� если�0�≤�E(t)�<�1�—�ре�ламная��ампания�не�эффе�тивна,�т.�е.�при-
рост�продаж�не�оправдал�средств,�затраченных�на�ре�лам�;�

�� если�E(t)�≥�1�—�ре�ламная��ампания�эффе�тивна.�
Рассмотрим� пример� оцен�и� по�азателя� ре�ламной� эффе�тивно-

сти,�основанный�на�предла�аемом�подходе.�
Кодир�я� продажи� в� неделю� �а�� не�оторые� трапециевидные�

и�тре��ольные� нечет�ие� числа,� использ�я� правила� операций� над�
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трапезоидными�числами,�пол�чим,�что��оэффициент�эффе�тивности�
ре�ламы�имеет�след�ющее�интервальное�значение:�1,3�≤�E(t)�<�1,9.�

Упражнение.�Реализовать�задач��в�Excel.�

6.3. Лабораторная работа 3. 

Моделирование экономических 

процессов и явлений с помощью 

аппарата теории нечетких множеств 

Задача 6.4. Вывод на рынок новой марки 

товара
1

 

Решение�задачи�о�выводе�на�рыно��новой�мар�и�товара�состоит�из�
дв�х�этапов:�

1)� построение�подходящей�обычной� (чет�ой)�математичес�ой�модели�
с�ожидаемыми�наиболее�вероятными�(чет�ими)�параметрами;�

2)� преобразование� чет�ой� математичес�ой� модели� в� нечет��ю,� п�-
тем� размывания� параметров,� т.�е.� представление� параметров� не-
чет�ими�числами.�

В� �ачестве� чет�ой� математичес�ой� модели� рассмотрим� оцен���
эффе�тивности� инвестиционно�о� прое�та.� Прое�т� состоит� в� созда-
нии�производства�не�оторо�о�вида�прод��ции�в�районе,�отдаленном�
от� ино�ородних� производителей� этой� прод��ции,� и� вывода� новой�
мар�и�товара�(в�дальнейшем�—�товара)�на�рыно��[12]�при��словии,�
что�товар�поставляется�на�местный�рыно��ино�ородней�фирмой.�
Использ�ются�след�ющие�обозначения:�

�� t�—�время,�прошедшее�с�момента�выхода�на�рыно��товара�местно-
�о�производства;�

�� L(t)�—�планир�емый�объем�продаж�товара�местно�о�производства�
за�месяц;�

�� K(t)�—�объем�продаж�завозимо�о�товара�ино�ородне�о�производ-
ства�за�месяц;�

�� F(t)�—�с�ммарный�объем�продаж�товара�местно�о�и�ино�ородне�о�
производства�за�месяц.�

������������������������������������������������
1
�www.aup.ru/artices/marketing/15.htp�
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С�ммарный�объем�продаж�F(t)��добно�представить�в�след�ющем�
виде:�

� L(t)�+�K(t)�=�F(t)�=�Fmaxd�(t),� (6.1)�

�де� Fmax�—� ма�симальный� с�ммарный� объем� месячных� продаж;�
d(t)�—�ф�н�ция�сезонности�спроса,�т.�е.�относительных�объемов�про-
даж,� изменяющаяся� от� 0� до� 1.� Значения� Fmax� и� d(t)� определяются�
в�рез�льтате�мар�етин�овых�исследований.�
Введя�новые�обозначения:�

�� L(t)�/�F(t)�=�j(t)�—��дельный�объем�товара�местно�о�производст-
ва;�

�� K(t)�/�F(t)�=�y(t)�—��дельный�объем�товара�ино�ородне�о�произ-
водства,�

пол�чим��прощенн�ю�форм�л�:�

� j(t)�+�y(t)�=�1.� (6.2)�

Ф�н�цию� j(t),� отражающ�ю� динами��� продаж� товара,� предста-
вим�в�виде�

� j(t)�=�jmaxR(t),� (6.3)�

�де�jmax�—�ма�симальная�доля�товара�местно�о�производства�от�все�о�
товара�данно�о�вида,��оторый�реализ�ется�в�районе;�R(t)�—�не�ото-

рая�ф�н�ция�(профильная��ривая).�Пос�оль���R(t)=� j(t)/jmax,�спра-

ведливо�неравенство:�0�≤�R(t)�≤�1.�
Ка�� по�азывают�мар�етин�овые� исследования,� достаточно� хоро-

шее�(и�простое)�приближение�профильной��ривой�R(t)�дости�ается�
на�опительной�ф�н�цией�распределения�Вейб�лла:�

� R(t)�=�1�—�exp�[(–(t�/�b)r)],� (6.4)�

принимающей�значения�от�0�до�1�и�имеющей�параметры�r�и�b.�
Параметр�r�определяет�форм���ривой�R(t),�поэтом��е�о�называют�

параметром�формы.� Если� принять� r�=� 2,� то� это� обеспечит� �ривой�
R(t)� необходим�ю� �лад�ость.�Из�форм�лы� (6.4)� след�ет,� что� пара-
метр�b,�находится�в�обратной�связи�с�ростом�продаж:�чем�больше�b,�
тем�медленнее�нарастают�продажи�местно�о�товара.�
Параметр�b� можно� определить� по� хара�терной� точ�е� на� �ривой�

R(t),� например,� в� момент� времени� t0,5,� �о�да� новая� тор�овая� мар�а�
займет� 50� %� свое�о� предельно�о� долево�о� �ровня� jmax� на� местном�
рын�е.�При�R(t)�=�0,5�и�r�=�2�из�равенства�(6.4)�имеем�

� b�=�t0,5�/ ln2 .� (6.5)�
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Учитывая,� что� L(t)� /� F(t)�=� j(t),� а� та�же� равенства� (6.1),� (6.3)�
и�(6.4),�пол�чаем�о�ончательн�ю�математичес��ю�модель�нат�раль-
но�о�объема�продаж�товара�местно�о�производства:�

�
max max

( )�=� ( ) 1�–�
t
r

bL t F d t j e
−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
.� (6.6)�

Именно� планир�емый� объем� продаж� L(t)� является� целевой�
ф�н�цией�модели.�
Рис�� инвестирования� прое�та� связан� с� размытостью� (нечет�о-

стью)� э�зо�енных� параметров� модели.� Для� оцен�и� рис�а� примем�
след�ющие�доп�щения:�

1)� все� э�зо�енные� параметры� представляют� собой� нечет�ие� тре-
��ольные�числа;�

2)� для� �аждо�о� э�зо�енно�о� параметра�a�ф�н�ция�принадлежности�
μ(a)�свое�наибольшее�значение,�равное�1,�принимает�в�точ�е�a�=�
= a0,� �де� a0�—� значение� параметра� a,� определенное� в� рез�льтате�
э�спертных�оцено�:�μ(a)�=�1.�
П�сть�инвестор� задал��ровень�α,� �оторый�можно�рассматривать�

�а���ровень�достоверности�наших�ре�омендаций.�Потреб�ем,�чтобы�
для� �аждо�о� э�зо�енно�о� параметра� a� выполнялось� неравенство�
μ(a)�≥� α.� Вычислим� в� этих� предположениях� интервал� размытости�
целевой�ф�н�ции�L(t).�Именно�этот�интервал�и�является�мерой�рис-
�а�инвестирования�прое�та�при�заданном�инвестором��ровне�ф�н�-
ции�принадлежности�μ(a)�≥�α.�

Пример.�П�сть�α�=�0,8�—��ровень�достоверности,�предъявляемый�
инвестором���нашим�расчетам,�начало�исследования�—�апрель.�Тре-
б�ется�оценить�рис��инвестирования�прое�та,�использ�я�в��ачестве�
меры�рис�а�степень�размытости�нат�рально�о�объема�продаж�товара�
местно�о�производства:�

2

( )

max max( )�=� ( ) 1�–�

t
d t

b
L t F d t j e

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
.�

Э�спертные�оцен�и�параметров�модели:�

max
F =

0
F �=3�(млн�ед./мес.);�

max
j = �

0
j �=�0,7;�

t0,5�=�t0�≈�4�мес.;�
b�=�t0�/ ln2 ;�
d0(t)�задана�табл.�6.4.�
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Таблица 6.4. Функция сезонности спроса d (t) 

t� —� —� —� 0� 1� 2� 3� 4� 5� 6� 7� 8�

Месяц� I� II� III� IV� V� VI� VII� VIII� IX� X� XI� XII�

d0�(t)� 0,92� 0,85� 1,00� 0,77� 0,62� 0,54� 0,50� 0,58� 0,65� 0,65� 0,73� 0,85�

Со�лас�ем� с� э�спертами� интервалы� размытости� �аждо�о� пара-
метра.�П�сть�в�рез�льтате�со�ласования�имеем�

∈ =
max 0 0

[0,5 ; 1,5 ] [1,5;�� � ,5]4F F F ;�

∈ = ≈
max 0 0

[0,7 ; 1,3 ] [0,49; 0,91] [0,5;�� �� �0 ];� ,9j j j �

∈ =
0,5 0 0

[0,75 ; 1,25 ] [� �5� 3; ]t t t ;�

∈ = =
min max

( ) [ ( ), ( )] [0,5; 1];�� �� �� �� �� ��0, 1, 2, 3, 4, 5,�� �6, 7, 8� �� ��d t d t d t t .�

 
Рис.�6.4.�Графи�и�ф	н�ций�принадлежности�э�зо�енных�параметров�математичес�ой�

модели�нат	рально�о�объема�продаж�«местно�о»�товара�

На� рис.� 6.4� по�азаны� �рафи�и� ф�н�ций� принадлежности� э�зо-
�енных�параметров�Fmax,�jmax,�t0,5.�Для�записи�этих�ф�н�ций�использ�-
ем��равнение�прямой�в�виде�

2 1

1 1

2 1

( )
y y

y x x y
x x

−
= − +

−
,�

�де�(x1,�y1),�(x2,�y2)�—��оординаты�дв�х�точе�,�через��оторые�прохо-
дит�прямая.�Имеем�

μ

⎧ −⎪⎪ − + ≤ ≤⎪⎪ −⎪= =⎨
⎪ −⎪ − + < ≤⎪⎪ −⎪⎩

max max

max

max max

1,0 0
( 1,5) 0; 1,5 3,0

3,0 1,5
( )

0 1,0
( 3,0) 1,0; 3,0 4,5

4,5 3,0

F F

F

F F

�
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⎧⎪⎪ − ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨
⎪⎪− + < ≤⎪⎪⎪⎩

max max

max max

1
1,0; 1,5 3,0

1,5

1
3,0; 3,0 4,5;

1,5

F F

F F

�

μ

⎧ −⎪⎪ − + ≤ ≤⎪⎪ −⎪= =⎨
⎪ −⎪ − + < ≤⎪⎪ −⎪⎩

max max

max

max max

1,0 0
( 0,5) 0; 0,5 0,7

0,7 0,5
( )

0 1,0
( 0,7) 1,0; 0,7 0,9

0,9 0,7

j j

j

j j

�

⎧ − ≤ ≤⎪⎪= ⎨
⎪− + < ≤⎪⎩

max max

max max

5,0 1,0; 0,5 0,7

5,0 4,5; 0,7 0,9;

j j

j j
�

μ

⎧ −⎪⎪ − + ≤ ≤⎪⎪ −⎪= =⎨
⎪ −⎪ − + < ≤⎪⎪ −⎪⎩

0,05 0,5

0,5

0,05 0,5

1,0 0
( 3,0) 0; 3,0 4,0

4,0 3,0
( )

0 1
( 4,0) 1,0; 4,0 5,0

5,0 4,0

t t

t

t t

�

⎧ − ≤ ≤⎪⎪= ⎨
⎪− + < ≤⎪⎩

0,5 0,5

0,5 0,5

3,0; 3,0 4,0

5,0; 4,0 5.

t t

t t
�

Положив� α� =� 0,8� найдем� множества� α-�ровня� нечет�их� чисел�
Fmax,�jmax,�и�t0,5:�

μ α
max

( )F ≥ ⇒ μ

⎧⎪⎪ − ≥ ≤ ≤⎪⎪⎪≥ ⇒ ⇒⎨
⎪⎪− + ≥ < ≤⎪⎪⎪⎩

max max

max

max max

1,0
1 0,8; 1,5 3,0

1,5
( ) 0,8

1,0
3 0,8; 3,0 4,5

1,5

F F

F

F F

⎧ ≥ ≤ ≤⎪⎪⇒ ⇒⎨
⎪ ≤ < ≤⎪⎩

max max

max max

2,7; 1,5 3,0

3,96; 3,0 4,5

F F

F F
�

⇒ ≤ ≤
max

2,7 3,96F ;�

μ α μ
⎧ − ≥ ≤ ≤⎪⎪≥ ⇒ ≥ ⇒ ⇒⎨
⎪− + ≥ < ≤⎪⎩

max max

max max

max max

5,0 1,0 0,8; 0,5 0,7
( ) ( ) 0,8

5,0 4,5 0,8; 0,7 0,9

j j
j j

j j

⎧ ≥ ≤ ≤⎪⎪⇒ ⇒⎨
⎪ ≤ < ≤⎪⎩

max max

max max

0,36; 0,5 0,7

0,74; 0,7 0,9

j j

j j
�
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⇒ ≤ ≤
max

0,36 0,74;j �

μ α μ⋅ ≥ ⇒ ⋅ ≥ ⇔

max max max max
( ) ( ) 0,8F j F j

⇔ ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ⇒ ≤ ⋅ ≤
max max max max

2,70 0,36 3,96 0,74 0,9720 2,9304;F j F j �

μ α μ
⎧ − ≥ ≤ ≤⎪⎪≥ ⇒ ≥ ⇒ ⇒⎨
⎪− + ≥ < ≤⎪⎩

0,5 0,5

0,5 0,5

0,5 0,5

3,0 0,8; 3,0 4,0
( ) ( ) 0,8

5,0 0,8; 4,0 5,0

t t
t t

t t
�

⎧ ≥ ≤ ≤⎪⎪⇒ ⇒ ≤ ≤⎨
⎪ ≤ < ≤⎪⎩

0,5 0,5

0,5

0,5 0,5

3,8; 3,0 4,0
3,8 4,2.

4,2; 4,0 5,0

t t
t

t t
�

Найдем� отрезо�,� в� �оторый� отображается� множество� α-�ровня�
нечет�о�о� числа� t0,5� на�опительной� ф�н�цией� распределения� Вей-
б�лла�

R(t)=(1�—�exp[–(t ln 2 �/�t0,5�)
2]

2

2
0,5

ln2

1 exp

t

t

⋅

−

= − .�

Множество� α -�ровня� нечет�о�о� числа� t0,5:� μ ≥ ⇔
0,5

( ) 0,8t �
⇔ ≤ ≤

0,5
3,8 4,2t .�
Со�ласно�принцип��обобщения,�имеем�

μ ≥ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤
2 2 2 2 2

0,5 0,5 0,5
( ) 0,8 3,8 4,2 14,44 17,67t t t ;�

μ ≥ ⇔ ≤ ≤
2 2

0,5 0,5

ln 2 ln2 ln2 ln2
( ) 0,8

17,67 14,44t t

⇔ ≤ ≤
2

0,5

ln 2
0,0392 0,0480

t

;�

μ ⋅
⋅ ≥ ⇔ ≤ ≤

2
2 2 2

2 2

0,5 0,5

ln 2 ln 2
( ) 0,8 0,0392 0,0480

t
t t t

t t

;�

e e e eμ
2

22 2
0,5

ln2
2 0,0480 0,0392

2

0,5

ln 2( ) 0,8
t

tt tt

t

⋅

−

− −⋅ ≥ ⇔ ≤ ≤ ;�

e eμ − −

≥ ⇔ − ≤ ≤ −
2 2

0,0392 0,0480( ( )) 0,8 1 ( ) 1t t
R t R t .�

Пол�чим�форм�л��множества�α-�ровня�значений�d(t),� заданных�
таблично� с� �четом� в�лючения� d(t)�∈� [0,5;� 1].� Введем� обозначение:�
d0(t)�=�d0,�d(t)�=�d.�То�да�ф�н�ция�принадлежности�нечет�о�о�числа�
d�имеет�вид�

μ

⎧ −⎪⎪ − ≤ ≤⎪⎪ −⎪⎪= ⎨
⎪ −⎪ − + < ≤⎪⎪ −⎪⎪⎩

0

0

0 0

0

1,0 0
( 0,5); 0,5 ;

0,5
( )

0 1,0
( ) 1; 1.

1,0

d d d
d

d

d d d d
d

�
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Множество�α -�ровня�нечет�о�о�числа�d�

α
μ α

α

⎧⎪⎪ − ≥ ≤ ≤⎪⎪ −⎪⎪≥ ⇔ ⇒⎨
⎪⎪− − + ≥ < ≤⎪⎪ −⎪⎪⎩

0

0

0 0

0

1,0
( 0,5) ; 0,5

0,5
( )

1,0
( ) 1,0 ; 1,0

1,0

d d d
d

d

d d d d
d

�

α
α

⎧ ≥ − + ≤ ≤⎪⎪⇒ ⇒⎨
⎪ ≤ − − + ≤ ≤⎪⎩

0 0

0 0 0

( 0,5) 0,5; 0,5

(1 )(1 ) ; 1

d d d d

d d d d d
�

α α α α⇒ + − ≤ ≤ + −
0 0

0,5(1,0 ) (1,0 )d d d .�

При�α�=�0,8:�0,8d0�+�0,1�≤�d�≤�0,8d0�+�0,2.�
Та�им�образом,�имеем�

≤ ⋅ ≤
max max

0,9720 2,9304F j ,�

e e
2 2

0,0392 0,0480

1 2
1 ( ) 1

t t
R R t R

− −

= − ≤ ≤ − = ,�

= + ≤ ≤ + =
1 0 0 2

0,8 0,1 0,8 0,2d d d d d .�

Следовательно,� для� �аждо�о� момента� времени� t� нат�ральный�
объем�продаж�товара�местно�о�производства�L(t)�=�FmaxjmaxR(t)�d(t)�
«размывается»�до�множества�α-�ровня�(α�=�0,8):�

� e−

= − + ≤ ≤

2
0,0392

1 0
0,9720(1 )(0,8 0,1) ( )

t
L d L t ��

� e−

≤ − + =
2

0,0480

0 2
2,9304(1 )(0,8 0,2)

t
d L .� (6.7)�

Использ�я�форм�л��(6.7),�найдем�множества�α-�ровня�величины�
L(t)�для�t�=�0,�1,�2,�3,�4,�5,�6,�7,�8.�Найдем�та�же�«чет�ие»�значения�
L(t)�по�форм�ле�

� ( )e e
2

2 2
0,5

ln2
0,0433

0 0 0 0
( ) 1 ( ) 2,1 1 ( )

t

t t
L t F j d t d t

⋅

−

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⋅ − = − ⋅⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
.� (6.8)�

Расчеты�оформим�в�виде�табл.�6.5.�
Упражнение.�Даны�параметры�модели�нат�рально�о�объема�про-

даж�товара�местно�о�производства�Fmax,� jmax,�и� t0,5.�Использ�я�значе-
ния�ф�н�ции�сезонности�спроса�d(t)� (табл.�6.6),�найти�для���азан-
ных� месяцев� множества� α-�ровня� (L1,� L,� L2)� нат�рально�о� объема�
продаж�товара�местно�о�производства.�
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Задача 6.5. Анализ риска банкротства
1

 

Треб�ется
 дать
 �оличественн�ю
оцен��
истинности
 э�спертно�о

за�лючения
о
рис�е
бан�ротства
предприятия.


Решение.
 Введем
 лин�вистичес��ю
 переменн�ю
 g
=
 «рис�
 бан-
�ротства
 предприятия».
 Универсальным
 множеством
 для
 перемен-
ной
 g
 является
 отрезо�
 [0,
 1],
 а
 множеством
 значений
 переменной

g�—
терм-множество
G
=
{G1,
G2,
G3,
G4,
G5},
�де


�
 G1
=
«предельный
рис�
бан�ротства»;


�
 G2
=
«степень
рис�а
бан�ротства
высо�ая»;


�
 G3
=
«степень
рис�а
бан�ротства
средняя»;


�
 G4
=
«низ�ая
степень
рис�а
бан�ротства»;


�
 G5
=
«рис�
бан�ротства
незначительный».


Каждый
 терм
 из
 множества
G
 является
 именем
 нечет�о�о
 под-
множества
на
отрез�е
[0,
1].
Б�дем
рассматривать
эти
нечет�ие
под-
множества
�а�
трапециевидные
нечет�ие
числа
(рис.
6.5).


 
Рис.�6.5.�Ф�н�ции�принадлежности�подмножеств�терм-множества�g�

Составим
 таблиц�
 ф�н�ций
 принадлежности
 �аждо�о
 терма

(табл.
 6.7),
 использ�я
 форм�л�
ф�н�ции
 принадлежности
 трапезо-
идно�о
нечет�о�о
числа
x
=
(a1,
a2,
a3,
a4):



















































1
�www.aup.ru/articles/finance/htm�
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если

если

если

если

если

μ

1

1

1 2

2 1

2 3

4

3 4

3 4

4

0, ;

, ;

( ) 1, ;

, ;

0, .

x a

x a

a x a

a a

x a x a

x a

a x a

a a

x a

⎧ <⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪ ≤ <⎪ −⎪⎪⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪⎪⎪ −⎪ < ≤⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪ >⎪⎩


 (6.9)


Таблица 6.7. Функции принадлежности подмножеств терм-множества g 

Терм	Gk	 Ф�н
ция	принадлежности	нечет
о�о		
множества	Gk	

5
G –�«рис��бан�ротства�
незначительный»�

5
��[0; 0,25]G ∈ �

если

если

5

1, 0 0,15

10(0,25 ), 0,15 0,25

g

g g
μ

⎧ ≤ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ − < ≤⎪⎩

�

4
G –�«низ�ая�степень�рис�а�
бан�ротства»�

4
(0,15; 0 5�� ,4 ]G ∈ �

если

если

если

4

1 10(0,25 ), 0,15 0,25

1, 0,25 0,35

10(0,45 ), 0,35 0,45

g x

x

g x

μ
⎧ − − < ≤⎪⎪⎪⎪= < ≤⎨
⎪⎪⎪ − < ≤⎪⎩

�

3
G �—�«степень�рис�а�
бан�ротства�средняя»�

3
(0,35; 0 5�� ,6 ]G ∈ �

если

если

если

3

1 10(0,45 ), 0,35 0,45

1, 0,45 0,55

10(0,65 ), 0,55 0,65

g x

x

g x

μ
⎧ − − < ≤⎪⎪⎪⎪= < ≤⎨
⎪⎪⎪ − < ≤⎪⎩

�

2
G �—�«степень�рис�а�
бан�ротства�высо�ая»�

2
(0,55; 0 5�� ,8 ]G ∈ �

если

если

если

2

1 10(0,65 ), 0,55 0,65

1, 0,65 0,75

10(0,85 ), 0,75 0,85

g x

x

g x

μ
⎧ − − < ≤⎪⎪⎪⎪= < ≤⎨
⎪⎪⎪ − < ≤⎪⎩

�

1
G �—�«предельный�рис��
бан�ротства»�

1
[0,75 �; 0,1]G ∈ �

если  

если 1

1 10(0,85 ), 0,75 0,85

1, 0,85 1

g g

g
μ

⎧ − − ≤ <⎪⎪= ⎨
⎪ ≤ ≤⎪⎩

�

ПРИМЕЧАНИЕ   

В� форм�лах� ф�н�ций� отброшены� интервалы,� на� �оторых� ф�н�ция� принад-
лежности�принимает�н�левое�значение.�
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Значение� ф
н�ции� принадлежности� б
дем� рассматривать� �а��
мер
� истинности� терма�Gi.� Например,� если� было� 
становлено,� что�
g�=�0,62,�то�отличн
ю�от�н
ля�ф
н�цию�принадлежности�имеют�два�
терма:�G3�—� «степень� рис�а� бан�ротства� средняя»� и�G2�—� «степень�
рис�а�бан�ротства�высо�ая».�При�этом�

μ
=

= − =
3 0,62
(0,62) 10(0,65 ) 0,3

g
g �и�

μ
=

= − − =
2 0,62
(0,62) 1 10(0,62 ) 0,7

g
g .�

Та�им�образом,�для�g�=�0,62�выс�азывание�«степень�рис�а�бан-
�ротства� высо�ая»� является� «более� истинным»,� чем� выс�азывание�
«степень�рис�а�бан�ротства�средняя».�

За�лючение� о� рис�е� бан�ротства� э�сперт� делает� на� основании�
анализа�финансовых�по�азателей�предприятия.�По�азатели�след
ет�
выбирать� та�,� чтобы� рост� �аждо
о� отдельно
о� по�азателя� Xi� был�
сопряжен� со� снижением� степени�рис�а�бан�ротства,� с� 
л
чшением�
самоч
вствия�рассматриваемо$о�предприятия.�Если�для��а�о$о-либо�
финансово$о� по�азателя� наблюдается� противоположная� тенденция,�
то�в�анализе�е$о�след
ет�заменить�сопряженным.�

П
сть�э�сперт�выбрал�систем
�из�шести�след
ющих�по�азателей:�

�� X1�—��оэффициент�автономии�(отношение�собственно$о��апитала�
��валюте�бизнеса);�

�� X2�—��оэффициент�обеспеченности�оборотных�а�тивов�собствен-
ными�средствами�(отношение�чисто$о�оборотно$о��апитала���обо-
ротным�а�тивам);�

�� X3�—� �оэффициент� промеж
точной� ли�видности� (отношение�
с
ммы� денежных� средств� и� дебиторс�ой� задолженности� �� �рат-
�осрочным�пассивам);�

�� X4�—��оэффициент� абсолютной�ли�видности� (отношение� с
ммы�
денежных�средств����рат�осрочным�пассивам);�

�� X5�—� оборачиваемость� всех� а�тивов� в� $одовом� исчислении� (от-
ношение�выр
ч�и�от�реализации���средней�за�период�стоимости�
а�тивов);�

�� X6�—�рентабельность�все$о��апитала�(отношение�чистой�прибыли�
��средней�за�период�стоимости�а�тивов).�

Каждый�финансовый�по�азатель�—�числовая�переменная,�или,�по-
др
$ом
,�переменная,�принимающая�свои�значения�на�определенном�
числовом�промеж
т�е.�Кажд
ю�из�этих�числовых�переменных�б
дем�
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рассматривать� �а�� множество� носитель� лин$вистичес�ой� перемен-
ной�Bi,�состоящей�из�след
ющих�термов:�

�� Bi1�—�«очень�низ�ий�
ровень�по�азателя�Xi»;�

�� Bi2�—�«низ�ий�
ровень�по�азателя�Xi»;�

�� Bi3�—�«средний�
ровень�по�азателя�Xi»;�

�� Bi4�—�«высо�ий�
ровень�по�азателя�Xi»;�

�� Bi5�—�«очень�высо�ий�
ровень�по�азателя�Xi».�

Примем,�что��аждая�лин$вистичес�ая�переменная�имеет�трапецие-
видн
ю�ф
н�цию�принадлежности,��оторая�может�быть�определена�
четвер�ой� чисел:�x�=� (a1,�a2,�a3,�a4),� т.�е.�ф
н�ция� принадлежности�
�аждо$о�терма�Bij�имеет�вид�(6.9).�

Э�спертные�оцен�и�всех�термов�Bij,�(i�=�1,�2,�3,�4,�4,�6,�j�=�1,�2,�3,�
4,�5)�даны�в�табл.�6.8.�

Таблица 6.8. Экспертные оценки финансовых показателей предприятия 

Терм�

�П
о
�
а
з
а
т
е
л
ь
�

Bi1� Bi2� Bi3� Bi4� Bi5�

X1
�

(0;�0;�0,1;�
0,2)�

(0,1;0,2;�0,25;�
0,3)�

(0,25;�0,3;�0,45;�
0,5)�

(0,34;�0,5;�0,6;�0,7) (0,6;�0,7;�1;�
1)�

X2� (–1;�–1;��
–0,005;�0)�

(–0,005;�0;�
0,09;�0,11)�

(0,09;�0,11;�0,3;�
0,35)�

(0,3;�0,35;�0,45;�
0,5)�

(0,45;�0,5;�1;�
1)�

X3� (0;�0;�0,5;�
0,6)�

(0,5;�0,6;�0,7;�
0,8)�

(0,7;�0,8;�0,9;�1)� (0,9;�1;�1,3;�1,5)� (1,3;�1,5;��
∞;�∞)�

X4� (0;�0;�0,01;�
0,03)�

(0,03;�0,03;�
0,08;�0,1)�

(0,08;�0,1;�0,3;�
0,35)�

(0,3;�0,35;�0,5;�0,6) (0,5;�0,6;��
∞;�∞)�

X5� (0;�0;�0,12;�
0,14)��

(0,12;�0,14;�
0,18;�0,2)�

(0,18;�0,02;�0,3;�
0,4)�

(0,3;�0,4;�0,5;��
0,8)�

(0,5;�0,8;��
∞;�∞)�

X6� (–∞;�–∞;�0;�
0)�

(0;�0;�0,006;�
0,01)�

(0,006;�0,01;�0,06;�
0,1)�

(0,06;�0,1;�0,225;�
0,4)�

(0,225;�0,4;�
∞;�∞)�

Из� данных,� приведенных� в� табл.� 6.8,� и� форм
лы� (6.9)� след
ет,�

что� если,� ��пример
,� =
3

0,78X ,� то� состояние� это$о�по�азателя�мо-

жет� быть� оценено� �а��
32

B = �� ��(0,5; 0,6; 0 ��,7; 0,8) �—� «низ�ий� 
ровень�

по�азателя�
3

X »� или� �а��
33

B = (0,7; 0,8; 0,9;� �� ��1) �—� «средний� 
ровень�
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по�азателя�
3

X ».� При� этом� μ
=

− −

= = =

− −

32

0,78

0,8 0,02
0,2

0,7 0,8 0,1
x

x

�—�

оцен�а� истинности�
32

B ;� μ
=

−

= = =

−

33

0,78

0,7 0,08
0,8

0,8 0,7 0,1
x

x

�—� оцен�а�

истинности�
33

B .�

Теперь�необходимо�перейти�от�финансовых�по�азателей�X�=�(X1,�
X2,� X3,� X3,� X5,� X6)� �� выс�азываниям� о� степени� рис�а� бан�ротства�
предприятия�G�=�(G1,�G2,�G3,�G4,�G5).�

Для�формирования�правила� перехода� от� значений� финансовых�
по�азателей� �� лин$вистичес�им� переменным�Gi� надо� проранжиро-
вать�финансовые�по�азатели�по�степени�их�в�лада�в�рис��бан�рот-
ства�предприятия,�т.�е.�сопоставить��аждом
�по�азателю�Xi�е$о�вес�ri,�
определяющий� в�лад� по�азателя� в� мер
� рис�а� бан�ротства� пред-
приятия.�

Если� веса� по�азателей� 
порядочены,� т.�е.� имеется� информация�

о�том,�что�r1�≥�r2�≥�...�≥�rn,�и�более�ни�а�ой�информации�об�этих�ве-
личинах�нет,�то�вес�определяют�по�правил
�Фишберна:�

�
2( 1)

( 1)
i

n i

r

n n

− +

=

−

.� (6.10)�

Оцен�а� (6.9)� соответств
ет� ма�сим
м
� энтропии� наличной� ин-
формационной�неопределенности�об�объе�те�исследования.�

Если�по�азатели�равнопредпочтительны�или�системы�предпочте-
ний�нет,�то�б
дем�считать,�что�они�обладают�равным�весом:�

�
1

i
r

n

= .� (6.11)�

Для�выбранных�выше�по�азателей�Xi,�I�=�1,�2,�3,�4,�5,�6�примем�
форм
л
�(6.11):�

1

6
i
r = .�

При�выбранной�системе�весов�по�азателей,�со$ласно�[12],�прави-
ло� перехода� от� значений� финансовых� по�азателей� �� весам� термов�
лин$вистичес�ой�переменной�g�имеет�вид�

� μ
6

1

, 1 ��, 2,�� �3, 4 5� ,�
k i ki

i

p r k

=

= =∑ .� (6.12)�
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Вычислив�наблюдаемые�веса��аждо$о�терма�лин$вистичес�ой�пе-
ременной�

i
G ,�пол
чим�значение�самой�переменной�g�по�форм
ле�

�
5

1

, 1,��2,�� �3, 4 5� ,�
kk

k

g p g k

=

= ⋅ =∑ ,� (6.13)�

$де�
k

g �—�середина�промеж
т�а,��оторый�является�носителем�терма�

1 4
( ,�� ]

k k k
G a a∈ .�

Переход�от�финансовых�по�азателей���лин$вистичес�им�оцен�ам�
рис�а�по�азан�на�рис.�6.6.�

 
Рис.�6.6.�Схема�перехода�от�финансовых�по�азателей���выс�азываниям�о�степени�

рис�а�бан�ротства�
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Применим� изложенный� ал$оритм� �� оцен�е� рис�а� бан�ротства�
предприятия,�на��отором�были�из
чены�финансовые�по�азатели�за�I�
и�II��варталы.�Уровни�по�азателей�(трапециевидные�числа)�для�их�
наблюдаемых� значений�взяты�из� табл.� 6.8,� значения�ф
н�ций�при-
надлежности��аждо$о�нечет�о$о�числа�вычислены�по�форм
ле�(6.9).�

Первичная� обработ�а� финансовых� по�азателей� представлена�
табл.�6.9.�

Таблица 6.9. Первичная обработка финансовых показателей 

Наблюдаемое�значение�
по�азателя�

Значение�ф�н�ции�
принадлежности�

I��вартал
�

II��вартал
�

Уровень�по�азателя�
(трапезоидные�числа)�

I��вартал
�

II��вартал
�

X1�=�0,619� X1�=�0,566�
B15�=�(0,6;�0,7;�1;�1)�
B14�=�(0,45;�0,5;�0,6;�0,7)�

μ15�=�0,19�
μ14�=�0,81�

μ14�=�1�

X2�=�0,294� X2�=�0,262� B23�=�(9,09;�0,11;�0,3;�0,35)� μ23�=�1� μ23�=�1�

X3�=�0,670� X3�=�0,622� B32�=�(0,05;�0,6;�0,7;�0,8)� μ32�=�1� μ32�=�1�

X4�=�0,112� X4�=�0,048�
B42�=�(0.02;�0,03;�0,08;�0,1)�
B43�=�(0,08;�0,1;�0,3;�0,35)�

μ43�=�1� μ43�=�11�

X5�=�2,876� X5�=�3,46� B55�=�(0,5;�0,8;�∞;�∞)� μ55�=�1� μ55�=�1�

X6�=�0,113� X6�=�0,008�
B62�=�(0;�0;�0,006;�0,01)�
B63�=�(0;�0;�0,006;�0,01)�
B64�=�(0,06;�0,1;�0,225;�0,4)�

μ64�=�1�
μ62�=�0,5�
μ63�=�0,5�

Вычислим� значение� ф
н�ции� принадлежности� лин$вистичес�ой�
переменной�g�=�«рис��бан�ротства�предприятия»�за�I��вартал�в�со-
ответствии�со�схемой,�изображенной�на�рис.�6.6�(табл.�6.10).�

Таблица 6.10. Вычисление значений функции принадлежности лингвистической 

переменной g = «риск банкротства предприятия» за I квартал 

Вес�терма�pi�лин!вистичес�ой��
переменной�g�

Множество�но-
ситель�i-!о��
терма�лин!вис-�
тичес�ой�пере-
менной�g�

Середи-
на�про-
меж�т�а

Gi,� i
g �

i
g = �

i i
p g= �

μ
6

5 1

1

j j

j

p r

=

= =∑ 0;� G5�∈�[0;�0,25] 0,125� 0�
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Вес�терма�pi�лин!вистичес�ой��
переменной�g�

Множество�но-
ситель�i-!о��
терма�лин!вис-�
тичес�ой�пере-
менной�g�

Середи-
на�про-
меж�т�а

Gi,� i
g �

i
g = �

i i
p g= �

6

4 2 32

1

1 1
0,16667

6 6
j j

j

p r μ μ
=

= = = ≈∑ � G
4
�∈�(0,15;�0,45]� 0,3� 0,05�

μ μ μ
6

3 3 23 43

1

1 2
( ) 0, 33333

6 6
j j

j

p r

=

= = + = ≈∑ G
3
�∈�(0,35;�0,65]� 0,5� 0,16667

μ μ μ
6

2 4 14 64

1

1 1,81
( ) 0, 30167

6 6
j j

j

p r

=

= = + = ≈∑ G
2
�∈��(0,55;�0,85] 0,7� 0,21117

μ μ μ
6

1 5 15 55

1

1 1,19
( ) 0,19833

6 6
j j

j

p r

=

= = + = ≈∑ � G
1
�∈�[0,75;�0,1]� 0,0875 0,01735�

5

1

i

i

g g

=

= =∑ 0,445�

Использ
я�табл.�6.10,�найдем�значения�ф
н�ций�принадлежности�

μ ( )
k
g �для�g�=�0,445:�

μ
=

= − =
4 0,445
(0,445) 10(0,45 ) 0,05

g
g ;�

μ
=

= − − =
5 0,445
(0,445) 1 10(0,45 ) 0,95;

g
g �

μ
k
=0�для� �1, 2 �, 3k = .�

Описание�состояния�предприятия�за�I��вартал:�

4
G (μ =

4
0,05 )�или�

5
G (μ =

5
0,95 ):�

«низ�ая�степень�рис�а�бан�ротства»�или��
«рис��бан�ротства�незначительный».�

Вычислим� значение� ф
н�ции� принадлежности� лин�вистичес�ой�
переменной� g� =� «рис�� бан�ротства� предприятия»� за� II� �вартал�
(табл.�6.11):�

μ =
3
(0,49) 1 .�
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Таблица 6.11. Вычисление значений функции принадлежности лингвистической 

переменной g = «риск банкротства предприятия» за II квартал 

Вес�терма�pi�лин
вистичес�ой��
переменной�g�

Множество�носи-
тель�i-
о�терма�
лин
вистичес�ой�
переменной�g�

Середина�
проме-
ж�т�а�Gi,

i
g �

i
g = �

i i
p g⋅ �

6

5 1

1

j j

j

p r μ
=

= =∑ 0� G5�∈�[0;�0,25]� 0,125� 0�

6

4 2 32 62

1

1 1,5
( ) 0,25

6 6
j j

j

p r μ μ μ
=

= = + = =∑ � G4�∈�(0,15;�0,45]� 0,3� 0,15�

6

3 3 23 43 63

1

1
( )

6
j j

j

p r μ μ μ μ
=

= = + + =∑ �

2,5
0,41667

6
= ≈ �

G3�∈�(0,35;�0,65]� 0,5� 0,20834

6

2 4 14

1

1 1
0,16667

6 6
j j

j

p r μ μ
=

= = = ≈∑ � G2�∈�(0,55;�0,85]� 0,7� 0,11667

6

1 5 55

1

1 1
0,16667

6 6
j j

j

p r μ μ
=

= = = ≈∑ � G1�∈�[0,75;�0,1]� 0,0875� 0,01458

5

1

i

i

g g

=

= =∑ 0,490�

Описание�состояния�предприятия�за�II��вартал:�

G3(μ3�=�1):�«низ�ая�степень�рис�а�бан�ротства»�или��

«рис��бан�ротства�незначительный».�

В�табл.�6.12�даны�номера�вариантов�лабораторной�работы.�
В��аждом�варианте� даны� значения�финансовых�по�азателей�ра-

боты�предприятия�за�два��вартала.�

Треб�ется:�

1)� выполнить�первичн
ю�обработ�
�финансовых�по�азателей�рабо-
ты�предприятия�по�образц
�табл.�6.9�и�6.10;�
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2)� найти� значения� ф
н�ций� принадлежности� лин�вистичес�их� пе-
ременных�«рис��бан�ротства�предприятия�в�I��вартале»�и�«рис��
бан�ротства�предприятия�во�втором��вартале»;�

3)� дать�словесное�описание�состояния�предприятия�за�I�и�II��варта-
лы�и�сравнить�степень�рис�а�бан�ротства�предприятия�в��аждом�
из�этих�периодов.�
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