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Ââåäåíèå.
Âñïëåñêè (wavelets) ïîÿâèëèñü â íà÷àëå 1980-õ ãîäîâ íà ñòûêå òåîðèè ôóíêöèé, ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà, îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ðàçâèòèå
òåîðèè âñïëåñêîâ ñâÿçàíî ñ èìåíàìè À. Ãðîññìàíà, Æ. Ìîðëåòà, Æ. Ñòðåìáåðãà, ß. Ìåéåðà,
Ñ. Ìàëëà, È. Äîáåøè è ìíîãèõ äð.

Ïîäîáíî àíàëèçó Ôóðüå, òåîðèÿ âñïëåñêîâ íàõîäèò ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèè ÷àñòîòíûõ
õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèè f . Ïðè îïèñàíèè ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, ñèãíàëîâ ñ ìåíÿ-
þùèìèñÿ âî âðåìåíè ÷àñòîòàìè ñ ïîìîùüþ àíàëèçà Ôóðüå âîçíèêàþò òðóäíîñòè, êîòîðûå
îáúÿñíÿþòñÿ ñâîéñòâàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà îñè R. Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ôóíêöèè f â ñëó÷àå δ-ôóíêöèè Äèðàêà, èìåþùåé â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ åäèíñòâåííóþ
òî÷êó, âûðîæäàåòñÿ â ôóíêöèþ δ̂(ω) = 1, ðàñïðîñòðàíåííóþ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Ïðè îá-
ðàáîòêå ñèãíàëîâ ñ ìåíÿþùèìèñÿ ÷àñòîòàìè àíàëèç Ôóðüå íå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ÷àñòîòû,
ñîñòàâëÿþùèå ñèãíàë â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Àïïàðàò âñïëåñêîâ
ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè îñóùåñòâëÿòü ëîêàëèçàöèþ, êàê ïî âðåìåííîé, òàê è â ÷àñòîòíîé
îáëàñòè, ÷òî ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü âñïëåñêè âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé
äàííûõ â ðåàëüíîì ðåæèìå âðåìåíè.

Ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ àïïàðàòà âñïëåñêîâ, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü êàê êîíñòðóè-
ðîâàíèþ áàçèñîâ âñïëåñêîâ (ñì., íàïðèìåð, [1], [2], [3]), òàê è ðàçðàáîòêå áûñòðûõ ìåòîäîâ
âñïëåñê-ïðåîáðàçîâàíèé (ñì., íàïðèìåð, [3], [4]). Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ñðåäè ñóùåñòâóþ-
ùèõ áàçèñîâ âñïëåñêîâ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûå âñïëåñêè, à ñðåäè
ìåòîäîâ âñïëåñê-ïðåîáðàçîâàíèé - êàñêàäíàÿ ñõåìà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ áûñòðîãî âñïëåñê- ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñíî-
âàííàÿ íà áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå âñïëåñêîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü äèñêðåòíûå
âñïëåñê-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìåíüøèìè âðåìåííûìè è âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè, ÷åì ñóùå-
ñòâóþùèå ìåòîäû.
Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Ââåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z+ = {2i|i ∈ Z} ìíî-

æåñòâî ÷åòíûõ èíäåêñîâ, à ÷åðåç Z− = {2i + 1|i ∈ Z} ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ.
Ìàññèâ F = {fi}i∈Z áóäåì íàçûâàòü ìàññèâîì ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, åñëè

∃N > 0 : |i| > N =⇒ fi = 0.

Â äàëüíåéøåì âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìàññèâû èìåþò êîíå÷íûé íîñèòåëü.
Ïóñòü, äàëåå, < ìíîæåñòâî ìàññèâîâ A = {ai}i∈Z(ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì) ñ ñèììåòðè÷íû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè
(1) a−i = ai, (i ∈ Z).

Ñäâèã ìàññèâà A íà ν áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Aν = {ai−ν}i∈Z .

Ïîëîæèì
〈A, Bν〉 =

∑

i∈Z

aibi−ν
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è

A×Bν =
∑

i∈Z

aibν−i.

Äëÿ ìàññèâà H ∈ < ïîëîæèì

H+ =

{
hi, i ∈ Z+,

0, i ∈ Z−

è

H− =

{
0, i ∈ Z+,

hi, i ∈ Z−,

êðîìå òîãî, ïóñòü
H+ = H+ + H− = {h+

i }i∈Z

è
H− = H+ −H− = {h−i }i∈Z .

Ëåììà 1. Äëÿ âñåõ ν ∈ Z èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(2)

〈
H+,H−ν

〉
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü, âíà÷àëå, ν ∈ Z−. ßñíî, ÷òî
〈
H+,H−ν

〉
=

∑

i∈Z+

hih
−
i−ν +

∑

i∈Z−
hih

−
i−ν .

Çàìå÷àÿ, ÷òî åñëè i ∈ Z+ è ν ∈ Z−, òî (i− ν) ∈ Z− è, ñîîòâåòñòâåííî, åñëè i ∈ Z− è ν ∈ Z−,
òî (i− ν) ∈ Z+, òàêèì îáðàçîì èìååì ðàâåíñòâî

〈
H+,H−ν

〉
= −

∑

i∈Z+

hihi−ν +
∑

i∈Z−
hihi−ν ,

êîòîðîå ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ â ïåðâîì ñëàãàåìîì ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
〈
H+,H−ν

〉
= −

∑

i∈Z−
hihi+ν +

∑

i∈Z−
hihi−ν .

Îòñþäà, â ñèëó óñëîâèÿ (1) ñðàçó ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (2). Äëÿ ν ∈ Z+

äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàññèâû H+ è G+ îáðàçóþò áèîðòîãîíàëüíóþ ïàðó, åñëè äëÿ âñåõ

n, ν ∈ Z+ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(3)
〈
H+

n ,G+
ν

〉
=

{
1, n = ν,

0, otherwise.

Ëåììà 2. Åñëè ìàññèâû H+ è G+ îáðàçóþò áèîðòîãîíàëüíóþ ïàðó, òî äëÿ âñåõ n, ν ∈ Z−
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(4)
〈
H−n ,G−ν

〉
=

{
1, n = ν,

0, otherwise.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,
〈
H−n ,G−ν

〉
=

∑

i∈Z+

h−i−ng−i−ν +
∑

i∈Z−
h−i−ng−i−ν .

Çàìå÷àÿ, ÷òî äëÿ i ∈ Z+

h−i−n = −hi−n
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è

g−i−ν = −gi−ν

à äëÿ i ∈ Z−

h−i−n = hi−n

è
g−i−ν = gi−ν

ñðàçó ïîëó÷àåì 〈
H−n ,G−ν

〉
=

∑

i∈Z+

hi−ngi−ν +
∑

i∈Z−
hi−ngi−ν =

=
∑

i∈Z

hi−ngi−ν =
∑

i∈Z

higi−ν+n.

Îòñþäà, èç òîãî ôàêòà, ÷òî (−ν + n) ∈ Z+ è èç (3) ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ïîëîæèì

(5) Hν = {hi−ν}i∈Z =

{
H+

ν , ν ∈ Z+,

G−ν ν ∈ Z−

è

Gν = {gi−ν}i∈Z =

{
G+

ν , ν ∈ Z+,

H−ν ν ∈ Z−.

Äëÿ áèîðòîãîíàëüíîé ïàðû H, G ∈ < ïîëîæèì

Uν =

{
G+

ν −H−
ν , ν ∈ Z+,

H+
ν + G−

ν , ν ∈ Z−,

è

Vν =

{
H+

ν −G−
ν , ν ∈ Z+,

G+
ν + H−

ν , ν ∈ Z−.

Òåîðåìà 1. Åñëè F ìàññèâ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, òî
fν = C×Gν = D×Hν ,

ãäå
C = {〈F,Hn〉} ,D = {〈F,Gn〉} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

C×Gν =
∑

n∈Z

〈F,Hn〉gν−n =
∑

n∈Z

(∑

k∈Z

fkhk−n

)
gν−n =

∑

k∈Z

fk 〈H−k,G−ν〉 .

Ïóñòü ν, k ∈ Z+,òîãäà èç (3) ñðàçó ïîëó÷àåì

〈H−k,G−ν〉 =
〈
H+
−k,G

+
−ν

〉
=

{
1, k = ν,

0, otherwise
åñëè ν ∈ Z+ è k ∈ Z−, òî â ñèëó (2) èìååì

〈H−k,G−ν〉 =
〈
G−−k,G

+
−ν

〉
= 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ν ∈ Z+

C×Gν =
∑

k∈Z+

fk 〈H−k,G−ν〉+
∑

k∈Z−
fk 〈H−k,G−ν〉 = fν .
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Ïóñòü, òåïåðü ν ∈ Z−

C×Gν =
∑

k∈Z+

fk 〈H−k,G−ν〉+
∑

k∈Z−
fk 〈H−k,G−ν〉 =

=
∑

k∈Z+

fk

〈
H+
−k,H

−
−ν

〉
+

∑

k∈Z−
fk

〈
G−−k,H

−
−ν

〉
.

Îòñþäà, èç (2) è (4) ñðàçó ïîëó÷àåì
C×Gν = fν .

Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó íàñ ïîñòðîåíà áèîðòîãîíàëüíàÿ ïàðà ìàññèâîâ, òî ðåçóëüòàòû òåî-

ðåìû 1 ïðåäîñòàâëÿþò ôîðìóëû äåêîìïîçèöèè è ðåêîíñòðóêöèè äëÿ ëþáîãî ìàññèâà ñ êî-
íå÷íûì íîñèòåëåì.
Òåîðåìà 2. Åñëè F ìàññèâ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, òî

F = {〈〈F,Hν〉 ,Uν〉}ν∈Z = {〈〈F,Gν〉 ,Vν〉}ν∈Z .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, âíà÷àëå, ν ∈ Z+, òîãäà èç ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 1 èìååì
fν =

∑

n∈Z

〈F,Hn〉gν−n =
∑

n∈Z+

〈F,Hn〉gν−n +
∑

n∈Z−
〈F,Hn〉gν−n =

=
∑

n∈Z+

〈F,Hn〉 gν−n +
∑

n∈Z−
〈F,Hn〉 (−hν−n) = 〈〈F,Hν〉 ,Uν〉 .

Åñëè ν ∈ Z−, òî
fν =

∑

i∈Z+

〈F,Hi−ν〉 g+
i−ν +

∑

i∈Z−
〈F,Hi−ν〉 g−i−ν =

=
∑

i∈Z+

〈F,Hi−ν〉 gi−ν +
∑

i∈Z−
〈F,Hi−ν〉hi−ν = 〈〈F,Hν〉 ,Uν〉 .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè òàêîì ïîäõîäå àëãîðèòì îáðàòíîãî õîäà îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà ïðÿ-
ìîãî õîäà òîëüêî ñèñòåìîé âñïëåñêîâûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âû÷èñëåíèé
äëÿ îáðàòíîãî õîäà âñïëåñê-ïðåîáðàçîâàíèé ðàâíî ÷èñëó âû÷èñëåíèé ïðè ïðÿìîì õîäå.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ïðè ïîñòðîåíèè öèôðîâûõ ôèëüòðîâ, îñíîâàííûõ íà âñïëåñêàõ, èñ-
ïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òî÷íûå íà òåõ èëè èíûõ òåñòîâûõ ìíîæåñòâàõ. Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçó-
þòñÿ ìåòîäû òî÷íûå íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìàõ.

Äàëüíåéøèå íàøè ðàññóæäåíèÿ ïîñâÿùåíû çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ òî÷íûõ íà ïîëè-
íîìàõ.

Äëÿ n = 0, 1, . . . ïîëîæèì
M±

n (H) =
∑

i∈Z±
inhi,

Mn(H) =
∑

i∈Z

inhi = M+
n (H) + M−

n (H),

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå çàìåíû i = −k â ñèëó óñëîâèÿ (1), ïîëó÷àåì
M±

2n−1(H) =
∑

k∈Z±
(−k)2n−1h−k = −

∑

k∈Z±
k2n−1hk = −M±

2n−1(H),

òàêèì îáðàçîì,
M±

2n−1(H) = 0.
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Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç çíà÷åíèé n èëè m íå÷åòíîå, òî

M±
n (H) = 0.

Êðîìå òîãî, ïóñòü
Pn = {in}i∈Z (00 = 1).

Òåîðåìà 3. Åñëè H,G ∈ < òàêîâû, ÷òî

M±
0 (H) = M±

0 (G) =
1√
2

è äëÿ n = 0, 1, 2, . . . 0<n+m<N
M±

n (H) = M±
n (G) = 0,

òî äëÿ ν ∈ Z−

〈Pn,Hν〉 = 〈Pn,Gν〉 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ν ∈ Z−

〈Pn,Hν〉 =
〈
Pn,G−ν

〉
=

∑

i∈Z

ing−i−ν =
∑

i∈Z

(i + ν)ng−i =

= νn
∑

i∈Z+

gi + nνn−1
∑

i∈Z+

igi + . . . +
∑

i∈Z+

ingi+

−νn
∑

i∈Z−
gi − nνn−1

∑

i∈Z−
igi − . . .−

∑

i∈Z−
ingi.

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ òåîðåìû 3 ñðàçó ïîëó÷àåì äëÿ ν ∈ Z−

〈Pn,Hν〉 = νnM+
0 (G)− νnM−

0 (G) = 0.

Âòîðàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè H, G ∈ < óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû 3, òî

Pn =
∑

i∈Z+

〈Pn,Hi〉Gi =
∑

i∈Z+

〈Pn,Gi〉Hi.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü, âíà÷àëå, n = 0, òîãäà P 0

ν = 1 äëÿ âñåõ ν ∈ Z.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 〈

P 0,Hν

〉
=

∑

i∈Z

hi−ν =
∑

i∈Z

hi = M0(H),

è ∑

i∈Z+

M0(H)Gi−ν = M0(H)
∑

i∈Z+

Gi−ν .

Åñëè ν ∈ Z+, òî äëÿ i ∈ Z+ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (i− ν) ∈ Z+ è, ñëåäîâàòåëüíî,
∑

i∈Z+

M0(H)Gi−ν = M0(H)
∑

i∈Z+

Gi = M0(H)M+
0 (G) = 1.

Åñëè æå ν ∈ Z−, òî äëÿ i ∈ Z+ áóäåò (i− ν) ∈ Z− è,
∑

i∈Z+

M0(H)Gi−ν = M0(H)
∑

i∈Z−
Gi = M0(H)M−

0 (G) = 1.

Ïóñòü, äàëåå, n òàêîâû, ÷òî n + m > 0, òîãäà
〈Pn,Hν〉 =

∑

i∈Z

inhi−ν =
∑

i∈Z

(i + ν)nhi =



6

=
∑

i∈Z




n∑

ξ=0

Cξ
niξνn−ξ


hi =

=
∑

i∈Z

(
νn + nνn−1i + . . . + in

)
hi =

= νn
∑

i∈Z

hi + nνn−1
∑

i∈Z

ihi + . . . +
∑

i∈Z

inhi =

= νn
∑

i∈Z+

hi + nνn−1
∑

i∈Z+

ihi + . . . +
∑

i∈Z+

inhi+

+νn
∑

i∈Z−
hi + nνn−1

∑

i∈Z−
ihi + . . . +

∑

i∈Z−
inhi.

Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì

〈Pn,Hν〉 = νn
∑

i∈Z

hi = νnM0(H).

Äàëåå, ∑

i∈Z+

〈Pn,Hν〉Gi−ν =
∑

i∈Z+

νnM0(H)Gi−ν

è åñëè ν ∈ Z+, òî
∑

i∈Z+

〈Pn,Hν〉Gi−ν = νnM0(H)M+
0 (G) = νn = Pn

ν

à åñëè ν ∈ Z−, òî
∑

i∈Z+

〈Pn,Hν〉Gi−ν = νnM0(H)M−
0 (G) = νn = Pn

ν .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðàñ÷åò êëàññè÷åñêîé áèîðòîãîíàëüíîé ïàðû 3-5 Êîýíà-
Äîáåøè- Ôîâî.

Ïóñòü n = 1 è ïîòðåáóåì òî÷íîñòè íà êîíñòàíòå. Òîãäà, ñëåäóÿ òåîðåìå 3, êîýôôèöèåíòû
ai (i = 0, 1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

{
a0 = 1√

2
,

2a1 = 1√
2
,

à äëÿ n = 2 {
b0 + 2b2 = 1√

2
,

2b1 = 1√
2
,

òî åñòü
b1 =

√
2

4
, b0 = −2b2 +

√
2

2
.

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå áèîðòîãîíàëüíîñòè èìååò âèä
1
8

+
b2

√
2

2
= 0

è
3
4
−
√

2b2 = 1.
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Òàêèì îáðàçîì, îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì áèîðòîãîíàëüíóþ ïàðó

a0 =
√

2
2

, a1 =
√

2
4

,

b0 =
3
√

2
4

, b1 =
√

2
4

, b2 = −
√

2
8

.

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà áèîðòîãîíàëüíàÿ ïàðà ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé

è ñîîòâåòñòâóþùèõ âñïëåñêîâûõ ôóíêöèé

Âûâîäû.
Ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷åííîé ñõåìû áûñòðîãî âñïëåñê-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàëà, ÷òî ïîëó÷åí-

íàÿ ñêîðîñòü îáðàáîòêè äàííûõ äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âñïëåñêîâ íå òîëüêî äëÿ
òðàäèöèîííûõ çàäà÷ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé è çâóêà, íî è äëÿ îáðàáîòêè è ñæàòèÿ âèäåî-
ïîòîêà. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà áûñòðîãî âñïëåñê-ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå âðåìÿ êîäèðîâàíèÿ ñèãíàëà ìîæåò áûòü êðèòè÷íûì, íàïðèìåð, äëÿ îá-
ðàáîòêè äàííûõ àýðîôîòîñúåìêè, ñåéñìè÷åñêîé àêòèâíîñòè è ïîäîáíîå.
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Â ñòàòüå ïîëó÷åíà îäíà êîíñòðóêöèÿ äèñêðåòíîãî áûñòðîãî âñïëåñê- ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñíî-

âàííàÿ íà áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå âñïëåñêîâ.

Îòðèìàíî îäíó êîíñòðóêöiþ äèñêðåòíîãî øâèäêîãî ñïëåñê- ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå çàñíîâàíî
íà áiîðòîãîíàëüíié ñèñòåìi ñïëåñêiâ.

In the papers is got the one construction of discrete speed wavelets- transformation, based on
the biortogonal wavelets system.


