
Îá îäíîì ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ íåñåïàðàáåëüíûõ
âñïëåñêîâ

Â.Ô.Áàáåíêî, À.À.Ëèãóí, À.À.Ùóìåéêî

×åðåç L2(Rn
2 ) áóäåì îáîçíà÷àòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíê-

öèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖f‖2 =
∫

Rn
2

|f(x, y)|2dxdy,

ïîðîæäåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈f, g〉 =
∫

Rn
2

f(x, y)g(x, y)dxdy.

Îïðåäåëåíèå 1 Êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç (ÊÌÀ) â L2(Rn
2 )

ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

. . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ . . .

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

1. ∪j∈ZVj = L2(Rn
2 );

2. ∩j∈ZVj = {0};
3. f(x, y) ∈ Vj ⇐⇒ f(2·, 2 · ·) ∈ Vj+1;

4. íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ V0 (ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíê-
öèÿ), ÷òî ìíîæåñòâî åå ñäâèãîâ ϕ(x− n, y −m) îáðàçóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2(Rn

2 ).

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíîãî ÊÌÀ êîí-
ñòðóèðóåòñÿ êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ. Òàêèå ÊÌÀ
íàçûâàþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè, îáùèé ñëó÷àé ÊÌÀ, íå ðàñïàäàþ-
ùèéñÿ â òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâàåòñÿ íåñåïàðàáåëüíûì.

Ïóñòü Vj åñòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâà V j ñàìî
íà ñåáÿ, òî åñòü

Vj = V j ⊗ V j = Span{f(x)g(y)|f, g ∈ V j}.
Çäåñü Span{S} åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà S.

Îïèøåì îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
ñåïàðàáåëüíûõ âñïëåñêîâ. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí S.Mallat è
íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Ìàëëà.
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Â êà÷åñòâå áàçèñà ïðîñòðàíñòâàV0 âîçüìåì ñîâîêóïíîñòü ôóíê-
öèé ϕ(x − n)ϕ(y − m). Òàêèì îáðàçîì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áà-
çèñ ïîðîæäåí ôóíêöèåé ϕ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y), à â êà÷åñòâå ôóíê-
öèé ïîðîæäàþùèõ áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ W0 ìîæíî
âçÿòü ôóíêöèè ψ1(x, y) = ϕ(x)ψ(y), ψ2(x, y) = ψ(x)ϕ(y), ψ3(x, y) =
ψ(x)ψ(y).

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè ÊÌÀ îáðàçîâàííîãî òåí-
çîðíûì ïðîèçâåäåíèåì áàçèñà âñïëåñêîâ, áåçóñëîâíî äëÿ îáðà-
áîòêè äâóìåðíûõ äàííûõ áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå ñóùåñòâåííî äâóìåðíûõ, òî åñòü íåñåïàðàáåëüíûõ âñïëåñ-
êîâ.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ îäíîé êîí-
ñòðóêöèè íåñåïàðàáåëüíîãî áàçèñà âñïëåñêîâ.

Ïîñòðîåíèå íåñåïàðàáåëüíûõ çåðêàëüíî- êâàäðàòóðíûõ
âñïëåñêîâ
Ïóñòü èìååò ìåñòî ìàñøòàáèðóþùåå ñâîéñòâî

ϕ(x, y) = ϕ0(x, y) =
∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µϕ
1

(
x− ν

2
, y − µ

2

)
. (1)

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîîòíîøåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

ϕ̂(ω1, ω2) =
∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µ exp
(
− i

2
(νω1 + µω2)

)
ϕ̂1(ω1, ω2) =

= mϕϕ1

(
ω1

2
,
ω2

2

)
ϕ̂1(ω1, ω2).

Ïðè ýòîì â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

1 =
∑

(ν,µ)∈Z2

|ϕ̂(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ)|2 =

=
∑

(ν,µ)∈Z2

∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
+ πν,

ω2

2
+ πµ

)∣∣∣∣
2 ∣∣∣ϕ̂1(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ, )

∣∣∣
2

=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
+ 2πν,

ω2

2
+ 2πµ

)∣∣∣∣
2

+
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+
∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
+ 2πν,

ω2

2
+ π(2µ + 1)

)∣∣∣∣
2

+

+
∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
+ π(2ν + 1),

ω2

2
+ 2πµ

)∣∣∣∣
2

+

+
∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
+ π(2ν + 1),

ω2

2
+ π(2µ + 1)

)∣∣∣∣
2
) ∑

(ν,µ)∈Z2

|ϕ̂1(ω1+2πν, ω2+2πµ)|2,

÷òî âëå÷åò âûïîëíåíèå ïî÷òè âñþäó ñîîòíîøåíèÿ
∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
,
ω2

2

)∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
,
ω2

2
π

)∣∣∣∣
2

+

+
∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
π,

ω2

2

)∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣mϕϕ1

(
ω1

2
+ π,

ω2

2
+ π

)∣∣∣∣
2

= 1.

Äàëåå, äëÿ f ∈ V1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f(x, y) =
∑

(ν,µ)∈Z2

fν,µϕ
1

(
x− ν

2
, y − µ

2

)

è ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

f̂(ω1, ω2) =
∑

(ν,µ)∈Z2

fν,µ exp
(
−i

νω1 + µω2

2

)
ϕ̂1 (ω1, ω2) =

= mf

(
ω1

2
,
ω2

2

)
ϕ̂1 (ω1, ω2) .

Èç òîãî, ÷òî f ⊥ V0, òî åñòü f ⊥ ϕ(x− k) ∀k ∈ Z2 èëè ÷òî òî æå

0 =
∫

R2
f(x, y)ϕ(x− n, y −m)dxdy =

=
1

(2π)2

∫

R2
f̂(ω)ϕ̂(ω1, ω2) exp (i(nω1 + mω2))dω1dω2 =

=
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0
exp (i(nω1 + mω2))×

× ∑

(ν,µ∈Z2)

f̂(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ)ϕ̂(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ)dω1dω2.

Òàêèì îáðàçîì èìååì
∑

(ν,µ)∈Z2

f̂(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ)ϕ̂(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ) = 0
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è
∑

(ν,µ)∈Z2

mf

(
ω1

2
+ πν,

ω2

2
+ πµ

)
ϕ̂1(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ)×

×mϕϕ1

(
ω1

2
+ πν,

ω2

2
+ πµ

)
ϕ̂

1
(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ) =

=
∑

(ν,µ)∈Z2

mf

(
ω1

2
+ πν,

ω2

2
+ πµ

)
mϕϕ1

(
ω1

2
+ πν,

ω2

2
+ πµ

)
×

×
∣∣∣ϕ̂1(ω1 + 2πν, ω2 + 2πµ)

∣∣∣
2

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

mf

(
ω1

2
,
ω2

2

)
mϕϕ1

(
ω1

2
,
ω2

2

)
+mf

(
ω1

2
+ π,

ω2

2

)
mϕϕ1

(
ω1

2
+ π,

ω2

2

)
+

+mf

(
ω1

2
,
ω2

2
+ π

)
mϕϕ1

(
ω1

2
,
ω2

2
+ π

)
+

+mf

(
ω1

2
+ π,

ω2

2
+ π

)
mϕϕ1

(
ω1

2
+ π,

ω2

2
+ π

)
= 0.

Ïîëîæèì

mψ1

(
ω1

2
,
ω2

2

)
= exp

(
i
ω1 + ω2

2

)
mϕϕ1

(
ω1

2
+ π,

ω2

2

)
=

= exp
(
i
〈(

ω1

2
,
ω2

2

)
, (1, 0)

〉)
mϕϕ1

(
ω1

2
+ π,

ω2

2

)
,

mψ2

(
ω1

2
,
ω2

2

)
= exp

(
i
〈(

ω1

2
,
ω2

2
+ π

)
, (1, 1)

〉)
mϕϕ1

(
ω1

2
,
ω2

2
+ π

)
,

mψ3

(
ω1

2
,
ω2

2

)
= exp

(
i
〈(

ω1

2
,
ω2

2
+ π

)
, (0, 1)

〉)
mϕϕ1

(
ω1

2
+ π,

ω2

2
+ π

)
.

Âñïëåñêàìè íàçîâåì ôóíêöèè, ó êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå èìåþò âèä

ψ̂i(ω1, ω2) = mψi

(
ω1

2
,
ω2

2

)
ϕ̂1(ω1, ω2)

èëè, ÷òî òî æå
ψ̂1(ω1, ω2) =

ϕ̂1(ω1, ω2) exp
(
i
ω1 + ω2

2

) ∑

(ν,µ)∈Z2)

hν,µ exp
(
i
(
ν

(
ω1

2
+ π

)
+ µ

ω2

2

))
,
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ψ̂2(ω1, ω2) =

ϕ̂1(ω1, ω2) exp
(
i
ω1 + ω2

2
+ iπ

) ∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µ exp
(
i
(
ν
ω1

2
+ µ

(
ω2

2
+ π

)))
,

ψ̂3(ω1, ω2) =

ϕ̂1(ω1, ω2) exp
(
i
ω2

2
+ iπ

) ∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µ exp
(
i
(
ν

(
ω1

2
+ π

)
+ µ

(
ω2

2
+ π

)))
.

Ïåðåïèøåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â âèäå

ψ̂1(ω1, ω2) = ϕ̂1(ω1, ω2)
∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µ exp
(
i
(

ω1

2
+

ω1ν

2
+ πν +

ω2µ

2

))
=

(2)
= ϕ̂1(ω1, ω2)

∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)νhν.µ exp

(
i

(
ω1(ν + 1)

2
+

ω2µ

2

))
,

ψ̂2(ω1, ω2) = ϕ̂1(ω1, ω2)
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)µ+1hν,µ exp

(
i

(
ω1(ν + 1)

2
+

ω2(µ + 1)

2

))
,

(3)
ψ̂3(ω1, ω2) = ϕ̂1(ω1, ω2)

∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν+µ+1hν,µ exp

(
i

(
ω1ν

2
+

ω2(µ + 1)

2

))
.

(4)
Â ñîîòíîøåíèè (2) ñäåëàåì çàìåíó, ïîëàãàÿ ν+1 = ν ïîëó÷àåì

ψ̂1(ω1, ω2) = ϕ̂1(ω1, ω2)
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν−1hν−1,µ exp
(
i
ω1ν + ω2µ

2

)
,

ïîëàãàÿ â (3) ν1 + 1 = ν1 è µ + 1 = µ ïîëó÷àåì

ψ̂2(ω1, ω2) = ϕ̂1(ω1, ω2)
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)µhν−1,µ−1 exp
(
i
ω1ν + ω2µ

2

)
,

è, íàêîíåö, ïîëàãàÿ â (4) µ + 1 = µ ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

ψ̂3(ω1, ω2) = ϕ̂1(ω1, ω2)
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν+µhν1,µ2−1 exp
(
i
ω1ν + ω2µ

2

)
.

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì

ψ1(x, y) =
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)µhν−1,µϕ
1

(
x− ν

2
, y − µ

2

)
, (5)
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ψ2(x, y) =
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)νhν,1−µϕ
1

(
x− ν

2
, y − µ

2

)
, (6)

ψ3(x, y) =
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν+µhν−1,1−µϕ
1

(
x− ν

2
, y − µ

2

)
, (7)

è
ϕ(x, y) =

∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µϕ
1

(
x− ν

2
, y − µ

2

)
. (8)

Îïèøåì àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè è ðåêîíñòðóêöèè äëÿ òàêîãî
ðîäà âñïëåñêîâ.

Ïóñòü èçâåñòíû ÷èñëà

c1
ν,µ =

〈
f, ϕ1

(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉
, (ν, µ) ∈ Z2.

Îòñþäà è èç (8) ñðàçó ïîëó÷àåì

c0
n,m = 〈f, ϕ (· − n, · · −m)〉 =

〈
f,

∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µϕ
1

(
· − n− ν

2
, · · −m− µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µ

〈
f, ϕ1

(
· − n− ν

2
, · · −m− µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µ

〈
f, ϕ1

(
· − 2n + ν

2
, · · −2m + µ

2

)〉
=

∑

(ν,µ)∈Z2

hν,µc
1
2n+ν,2m+µ.

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì

c0
n,m = 〈f, ϕ (· − n, · · −m)〉 =

∑

(ν,µ)∈Z2

hν−2n,µ−2m

〈
f, ϕ1

(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

hν−2n,µ−2mc1
ν,µ. (9)

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ ψi (i = 1, 2, 3),

d0,1
n,m =

〈
f, ψ1 (· − n, · · −m)

〉
=

=

〈
f,

∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν−1hν−1,µϕ
1

(
· − n +

ν

2
, · · −n +

µ

2

)〉
=
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=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν−1hν−1,µ

〈
f, ϕ1

(
· − n +

ν

2
, · · −m +

µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν−1hν−1,µ

〈
f, ϕ1

(
· − 2n− ν

2
, · · −2m− µ

2

)〉
.

Èñïîëüçóÿ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè çàìåíó ïåðåìåííûõ ïðèõî-
äèì ê ðàâåíñòâó

d0,1
n,m =

〈
f, ψ1 (· − n, · · −m)

〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)2n−ν−1h2n−ν−1,2m−µ

〈
f, ϕ1

(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)2n−ν−1h2n−ν−1,2m−µc
1
ν,µ. (10)

Äàëåå,
d0,2

n,m =
〈
f, ψ2 (· − n, · · −m)

〉
=

〈
f,

∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)µhν−1,µ−1)ϕ
1

(
· − n +

ν

2
, · · −m +

µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)µhν−1,µ−1

〈
f, ϕ1

(
· − 2n− ν

2
, · · −2m− µ

2

)〉
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

d0,2
n,m =

〈
f, ψ2 (· − n, · · −m)

〉
= (11)

∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)2m−µh2n−ν−1,2m−µ−1

〈
f, ϕ1

(
· − ν

2
, · − µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)2m−µh2n−ν−1,2m−µ−1c
1
ν,µ

è, íàêîíåö,
d0,3

n,m =
〈
f, ψ3 (· − n, · · −m)

〉
=

〈
f,

∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν+µhν,µ−1ϕ
1

(
· − n +

ν

2
, · · −m +

µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)ν+µhν,µ−1

〈
f, ϕ1

(
· − 2n− ν

2
, · · −2m− µ

2

)〉
.
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

d0,3
n,m =

〈
f, ψ3 (· − n, · · −m)

〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)2m−µh2n−ν,2m−µ−1

〈
f, ϕ1

(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉
=

=
∑

(ν,µ)∈Z2

(−1)2m−µh2n−ν,2m−µ−1c
1
ν,µ. (12)

Ïî ïîëó÷åííîìó íàáîðó ÷èñåë
{
c0
ν,µ, d

0,1
ν,µ, d

0,2
ν,µ, d

0,3
ν,µ

}
(ν,µ)∈Z2

=

= {〈f, ϕ(· − n, · · −m)〉}(ν,µ)∈Z2 ,
{〈

f, ψk(· − n, · · −m)
〉}

(ν,µ)∈Z2
(k = 1, 2, 3)

îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ íàáîð
{
c1
ν,µ

}
(ν,µ)∈Z2

=
{〈

f, ϕ1
(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉}

(ν,µ)∈Z2
.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì

c1
ν,µ =

〈
f, ϕ1

(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉
= (13)

=

〈 ∑

(n,m)∈Z2

〈f, ϕ(· − n, · · −m)〉ϕ(· − n, · · −m)+

+
3∑

j=1

∑

(n,m)∈Z2

〈
f, ψj(· − n, · · −m)

〉
ψj(· − n, · · −m), ϕ1

(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉
=

=
∑

(n,m)∈Z2

〈f, ϕ(· − n, · · −m)〉
〈
ϕ(· − n, · · −m), ϕ1

(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉
+

+
3∑

j=1

∑

(n,m)∈Z2

〈
f, ψj(· − n, · · −m)

〉 〈
ψj(· − n, · · −m), ϕ1

(
· − ν

2
, · · −µ

2

)〉
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåñåïàðàáåëüíûõ âñïëåñêîâ íåîáõîäèìî èìåòü
ìíîæåñòâî äâóìåðíûõ ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé.

Îïèøåì îäíó êîíñòðóêöèþ ïîñòðîåíèÿ ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíê-
öèé äâóõ ïåðåìåííûõ.
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Êîíñòðóêöèÿ subdivision
×åðåç `2

∞ îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ
äâóìåðíûõ ìàññèâîâ

F̃ = {f̃i,j,0}(i,j)∈Z2 = {f̃i,j}(i,j)∈Z2

ñ íîðìîé
‖F̃‖`2∞ = sup

(i,j)∈Z2

|f̃i,j|.

Ïóñòü ∆0 åñòü ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà êâàäðàòû ∆0
i,j (i, j ∈ Z)

ñ øàãîì h è âåðøèíàìè â òî÷êàõ {Mi,j}i,j∈Z = {(xi,0, yj,0)}i,j∈Z =

{(ih, jh)}i,j∈Z. Êàæäîìó çíà÷åíèþ äâóìåðíîãî ìàññèâà F̃ 0 = {f̃i,j,0}i,j∈Z
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ∆0

i,j èç ðàçáèåíèÿ ∆0.
Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå îãðàíè÷åííûõ ìàññèâîâ F̃ 0 ëèíåéíûé

ôóíêöèîíàë B(F̃ 0) =
∑

ai,j f̃i,j,0 è ïîëîæèì

B++(F̃ 0) = B({f̃i,j,0}i,j∈Z),
B−−(F̃ 0) = B({f̃−i,−j,0}i,j∈Z),
B−+(F̃ 0) = B({f̃−i,j,0}i,j∈Z),
B+−(F̃ 0) = B({f̃i,−j,0}i,j∈Z).

Îïðåäåëèì òî÷êè Mi−1/2,j,0,Mi,j−1/2,0,Mi−1/2,j−1/2,0 ðàâåíñòâà-
ìè

Mi−1/2,j,0 =
1

2
(Mi,j + Mi−1,j), (14)

Mi,j−1/2,0 =
1

2
(Mi,j + Mi,j−1), (15)

Mi−1/2,j−1/2,0 =
1

4
(Mi,j−1 + Mi−1,j + Mi,j + Mi−1,j−1). (16)

×åðåç F̃ 0
ν,µ = {f̃i+ν,j+µ,0}i,j∈Z îáîçíà÷èì ñäâèã ìàññèâà F̃ 0. Îïðå-

äåëèì íîâóþ ðåøåòêó ∆k+1 è íîâûé ìàññèâ F̃ k+1 = {f̃i,j,k+1}i,j∈Z
ðàâåíñòâàìè

M2i,2j,k = Mi,j,k−1, f̃2i,2j,k = B++(F̃ k−1
i,j ),

M2i−1,2j,k = Mi−1/2,j,k−1, f̃2i−1,2j,k = B−+(F̃ k−1
i,j ),

M2i,2j−1,k = Mi,j−1/2,k−1, f̃2i,2j−1,k = B+−(F̃ k−1
i,j ),

M2i−1,2j−1,k = Mi−1/2,j−1/2,k−1, f̃2i−1,2j−1,k = B−−(F̃ k−1
i,j ).

(17)
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Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ (i, j) ∈ Z2 ñîåäèíèì òî÷êè Mi−1,j,k, Mi,j,k,
Mi,j−1,k, Mi−1,j−1,k ñ öåíòðîì Mi−1/2,j−1/2,k ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàä-
ðàòà. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ ïëîñêîñòè íà ðàâ-
íîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè. Íåïðåðûâíóþ íà âñåé
ïëîñêîñòè ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ íàçîâåì k-ïîëèãîíîì, åñ-
ëè îíà íà êàæäîì èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé
ïëîñêîñòüþ.

×åðåç ψk,h(B, F̃ , x, y) îáîçíà÷èì k-ïîëèãîí èíòåðïîëèðóþùèé
â óçëàõ Mi,j,k, i, j ∈ Z, k ∈ N çíà÷åíèÿ 1

4
(f̃i,j,k + f̃i−1,j,k + f̃i,j−1,k +

f̃i−1,j−1,k), à â òî÷êàõ Mi−1/2,j−1/2,k ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ f̃i,j,k.

Åñëè ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψk,h(B, F̃ , x, y)

ïðè k →∞ ñóùåñòâóåò, òî áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç ψh(B, F̃ , x, y).
Äëÿ êîíêðåòíûõ àïåðòóð çàäà÷à ñõîäèìîñòè ìåòîäà âîññòàíîâ-
ëåíèå, îïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê óêëîíåíèÿ è ïîäîá-
íîå, èññëåäîâàëàñü , íàïðèìåð, â ðàáîòå [1].

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå îïåðàòîðû
B, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ ψh(B, F̃ , x, y) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íà.

Â ñëó÷àå, êîãäà çàäàíà ôóíêöèÿ f ∈ C(R2) è çíà÷åíèÿ f̃i,j,0

îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

f̃i,j,0 =
1

h2

∫ ih

(i−1)h

∫ jh

(j−1)h
f(x, y) dx dy,

âìåñòî ψk,h(B, F̃ , x, y) áóäåì ïèñàòü ψk,h(B, f, x, y).
Èç ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ψk,h(B, F̃ ) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ

k, ν = 0, 1, 2, . . . èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

ψk,h2−ν (B, F̃ ν , x, y) = ψk,h2−ν (B, ψν,h(F̃ ), x, y) = ψk+ν,h(B, F̃ , x, y).
(18)

Ïåðåõîäÿ â (18) ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷àåì

ψh2−ν (B, F̃ ν , x, y) = ψh(B, F̃ , x, y). (19)

Èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ψh(B, F̃ , x, y) ÿñíî, ÷òî

ψh(B, F̃ , x, y) = ψh/2k(ψh(B, F̃ ), x, y). (20)

Êðîìå òîãî

ψh(B, F̃ν,µ, x, y) = ψh(B, F̃ , x− νh, y − µh) (21)
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è
ψh

(
B, F̃ , x, y

)
= ψH

(
B, F̃ ,

H

h
x,

H

h
y
)

. (22)

Ïðèâåäåì îäèí èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà B.
Íàáîð èç n ïàð èíäåêñîâ (i, j) ∈ Z2, ñîäåðæàùèõ (0, 0) íàçî-

âåì àïåðòóðîé ïîðÿäêà n è áóäåì îáîçíà÷àòü An. Îáúåäèíåíèå
êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì è
ðàâíûìè åäèíèöå ñ ëåâûì íèæíèì óãëîì (i, j) ((i, j) ∈ An) íà-
çîâåì ãåîìåòðè÷åñêîé àïåðòóðîé è îáîçíà÷èì An.

Êàæäûé íàáîð B ÷èñåë ai,j ((i, j) ∈ An) îïðåäåëÿåò ôóíêöèî-
íàë

B(An,B, F̃ 0) =
∑

(i,j)∈An

ai,j f̃i,j,0. (23)

Ïðèâåäåì îäíó èç âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé âûáîðà êîýôôè-
öèåíòîâ ai,j.

Çàôèêñèðóåì íàáîð òåñòîâûõ ôóíêöèé Lm = {`0, . . . , `m} è
êîýôôèöèåíòû ai,j áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåí-
ñòâà

B(An,B, ˜̀k) =
4

h2

∫ h

h/2

∫ h

h/2
`k(x, y) dx dy (k = 0, . . . , m). (24)

Åñëè ýòà ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî ðåøàÿ åå, ïîëó÷àåì êîíêðåòíûé
ôóíêöèîíàë ðàññëîåíèÿ B(An(Lm), F̃ 0). Àïåðòóðó An(Lm) â ýòîì
ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü àïåðòóðîé òî÷íîé íà ìíîæåñòâå Lm =
{`0, . . . , `m}. Åñëè ðàâåíñòâî (24) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ìàíîìîâ
xνyµ òàêèõ, ÷òî ν+µ ≤ m+1, òî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïàð (ν, µ)
îáîçíà÷èì ÷åðåç P(An,B). Ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (ν, µ) òàêèõ, ÷òî
ν + µ = m + 1, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî (24) íå âûïîëíÿåòñÿ,
îáîçíà÷èì ÷åðåç P̃(An,B).

Ïîñòðîåíèå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ôóíê-
öèÿ
Ïóñòü h = 1 è F̃ ∗ = {f̃ ∗0,i,j}(i,j)∈Z2 , ãäå

f̃ ∗0,i,j =
{

1, ν=µ=0;
0, ν, µ 6= 0.

Ïîëîæèì
Ψk(An,B, x, y) = ψk,1(An,B, F̃ ∗, x, y)
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è
Ψ(An,B, x, y) = ψ1(An,B, F̃ ∗, x, y).

ßñíî, ÷òî

ψk,h(An,B, F̃ ∗, x, y) = Ψk

(
An,B,

x

h
,
y

h

)

è åñëè F̃ ∗
i,j ñäâèã ìàññèâà F̃ ∗, òî

ψk,h(An,B, F̃ ∗
i,j, x, y) = Ψk

(
An,B,

x

h
− i,

y

h
− j

)
.

Îòñþäà è èç ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà ψk,h(An,B) ñëåäóåò

ψk,h(An,B, F̃ , x, y) = ψk,h


An,B,

∑

(i,j)∈Z2

f̃i,j,0F̃
∗
i,j, x, y


 =

=
∑

(i,j)∈Z2

f̃i,j,0ψk,h

(
An,B, F̃ ∗

i,j, x, y
)

=
∑

(i,j)∈Z2

f̃i,j,0Ψk

(
An,B,

x

h
− i,

y

h
− j

)
.

(25)
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ψh(An,B, F̃ , x, y) ñóùåñòâóåò, òî äëÿ ëþáî-
ãî ìàññèâà F̃ ∈ `2

∞ è ëþáîãî (x, y) ∈ R2 è h > 0 èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

ψh(An,B, F̃ , x, y) =
∑

(i,j)∈Z2

f̃i,j,0Ψ
(
An,B,

x

h
− i,

y

h
− j

)
. (26)

Îáúåäèíåíèå âñåõ ñäâèãîâ âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé íà öåëûå
÷èñëà àïåðòóðû An è åå îòîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò-
íûõ îñåé è òî÷êè (0, 0) òàêèõ, ÷òî âñå îíè ñîäåðæàò òî÷êó (0, 0)
îáîçíà÷èì Gn. Ðàäèóñ ìíîæåñòâà Gn îáîçíà÷èì R(An).

Íîñèòåëü ôóíêöèè Ψ (An,B) åñòü Gn, òàêèì îáðàçîì ðàâåí-
ñòâà (25) è (26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ψk,h(An,B, F̃ , x, y) =
∑

(i,j)∈G
f̃i,j,0Ψk

(
An,B,

x

h
− i,

y

h
− j

)
, (27)

è

ψh(An,B, F̃ , x, y) =
∑

(i,j)∈G
f̃i,j,0Ψ

(
An,B,

x

h
− i,

y

h
− j

)
. (28)
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Ìíîãèå ñâîéñòâà ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ψh(An,B, F̃ ) (èëè ψk,h(An,B, F̃ ))
ñëåäóþò èç ñâîéñòâ áàçèñíûõ ôóíêöèé Ψ(An,B, x, y) (èëè Ψk(An,B, x, y))
è ðàâåíñòâ (27) è (28).

Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî

ψh(An,B, F̃ 0, x, y) = ψh/2(An,B, F̃ 1, x, y),

â ÷àñòíîñòè,

ψ1(An,B, F̃ ∗,0, x, y) = ψ1/2(An,B, F̃ ∗,1, x, y).

Òàêèì îáðàçîì ìàñøòàáèðóþùåå ñâîéñòâî áóäåò èìåòü âèä

Ψ(An,B, x, y) =
∑

(µ,ν)∈Z2

f̃ ∗,1ν,µΨ (An,B, 2x− ν, 2y − µ) . (29)

Åñëè (ν, µ) òàêîâû, ÷òî 0 ≤ ν, µ ≤ 4, òî ðàâåíñòâî (29) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Ψ(An,B, x, y) =
3∑

µ,ν=−4

hν,µΨ (An,B, 2x− ν, 2y − µ) ,

ãäå

(hi,j)
3
i,j=−4 =




a2,2 a−1,2 a1,2 a0,2 a0,2 a1,2 a−1,2 a2,2

a2,−1 a−1,−1 a1,−1 a0,−1 a0,−1 a1,−1 a−1,−1 a2,−1

a2,1 a−1,1 a1,1 a0,1 a0,1 a1,1 a−1,1 a2,1

a2,0 a−1,0 a1,0 a0,0 a0,0 a1,0 a−1,0 a2,0

a2,0 a−1,0 a1,0 a0,0 a0,0 a1,0 a−1,0 a2,0

a2,1 a−1,1 a1,1 a0,1 a0,1 a1,1 a−1,1 a2,1

a2,−1 a−1,−1 a1,−1 a0,−1 a0,−1 a1,−1 a−1,−1 a2,−1

a2,2 a−1,2 a1,2 a0,2 a0,2 a1,2 a−1,2 a2,2




.

(30)

Îðòîãîíàëèçàöèÿ ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé
Äëÿ (ν, µ) ∈ Z2 ïîëîæèì

dk
ν,µ =

〈
Ψk, Ψk

(
· − ν2−k, · · −µ2−k,

)〉
(31)

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Ek(ω1, ω2) =
∑

(ν,µ)∈Z2

dk
ν,µe

−i2−k(νω1+µω2).
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Òàê êàê ôóíêöèÿ Ψk ïî ïîñòðîåíèþ èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü, òî
Ek(ω1, ω2) åñòü íåîòðèöàòåëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì
äâóõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåìûé ïîëèíîìîì Ýéëåðà-Ôðîáåíèóñà.

Ïóñòü

ak
ν,µ =

4

π2

∫ ∫

T 2

e−i2−k(νω1+µω2)

√
Ek(ω1, ω2)

dω1dω1,

ãäå T 2 òîð [0, 2π]× [0, 2π].
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1 Åñëè ïîëèíîì Ek(ω1, ω2) âñþäó îòëè÷åí îò íóëÿ íà
òîðå T 2 è {ak

ν,µ}(ν,µ)∈Z2, òî ôóíêöèÿ

Ψ̃k,h(x, y) =
∑

(ν,µ)∈Z2

aν,µΨk(x− ν2−k, y − µ2−k)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
〈
Ψ̃k, Ψ̃k

(
· − ν2−k, · · −µ2−k

)〉
= 0, (ν2 + µ2 6= 0),

òî åñòü ôóíêöèÿ Ψ̃k ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé íà ðåøåòêå ñ
øàãîì 2−k.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (18) ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ hk
ν,µ òàêèå, ÷òî

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
Ψ̃k(x, y) =

∑

(ν,µ)∈Z2

hk
ν,µΨ̃k−1(x− ν2−k+1, y − µ2−k+1). (32)

Òàêèì îáðàçîì íàìè ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëü-
íûõ ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé.

Ýòà ôóíêöèÿ ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ. Ãðàôèê îðòî-
ãîíàëüíîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè Ψ̃(x, y) èìååò âèä

14



Ðèñ. 1. Ãðàôèê îðòîãîíàëüíîé ìàñøòàáèðóþùèé ôóíêöèé.

Ðèñ. 2. Ãðàôèê âñïëåñêà Ψ̃1(x, y).

Ðèñ. 3. Ãðàôèê âñïëåñêà Ψ̃2(x, y).
è, íàêîíåö,

Ðèñ. 4. Ãðàôèê âñïëåñêà Ψ̃3(x, y).
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