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	 �� ��)��#�	)
�� ��� ���5	�2��*%�
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	�	#�
*%* ��$����!�* �����  � 6���"�6� & '	�� ����
  �� �������� �5�2�
 ���(�
��" ε  ��
(�
5���	) #���	���#�
��" (������ $��!��  � ��$����!�� �� k�� ���
 2�
	 �
�)5
 �
� ��
�����)��� ���
  ���
��� # 4kr ��� -��
�) r ,  ����
	�� � �
�
�"*%�� �
	��0� 3�� '	��� ��	"
$�����)�� ����+� ���� ���
���	 #�#�
 2��)5
 �����
�	#� 
����! ��$����!��� �
�  �
�+��
%��� # �
��)�+� ������� �� ������  ���
�*%
� ���
  
�
��
	�" ��$����!�� (������ �
�)5
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������� �
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 �������(� ε� 7����" $�������#��
'	�(� $��	�  ��#
�
�� # ���!
 �	�	)�� 8��
	��� �	� ��" ���(��
��+� �����(�# '	�	 '$$
�	
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�	#
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� ������	��#�	) ����+
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�
�
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�
�
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�
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�
� �∞(R) �2�������  ���	����	#� �(�����
��+� �����#+�  ���
��#�	
�)���	
� f = {fi}i∈Z

� ������
‖f‖�∞(R) = sup

i∈Z

|fi|.

3�	)� #�����
� x0 = {xi}i∈Z = {xi,0}i∈Z = {ih}i∈Z , ��#���
���
 ���2�
��
 ��� � 5�(�� h > 0
� f = f0 = {fν}ν∈Z = {fν,0}ν∈Z  ���
��#�	
�)���	) �� �∞(R)�
3�	) ���� m ���
��+� $��!������# Aµ(f) -µ = 1, . . . , m0 � ��$������#��� ���	
�� 	��
�

ξµ ∈ (0, 1) -µ = 1, . . . , m0 	���"� �	� 0 < ξ1 < ξ2 < . . . < ξm < 1� 3���(�
� f0 = A0(f) �
�



�

f̂
0,ν

µ = Aµ(fν
0) -µ = 0, 1, . . . , m0� (�
 fν

0 ��#�(  ���
��#�	
�)���	� f0� 	� 
�	) fν
0 = {fi−ν}i∈Z�

3��	���� ��#+
  ���
��#�	
�)���	� x1 = {xi,1}i∈Z � f1 = {fν,1}ν∈Z  ���(�"

xmi+µ,1 = xi,0 + ξµ(xi+1,0 − xi,0) = xi,0 + ξµh, µ = 0, . . . , m,

�� �����(�����

fmi+µ,1 = f̂0
µ,i = Aµ(f i

0), µ = 0, . . . , m.

� ��"���
��+�  � #�����	���* ��2�� ���
� xmi+µ,1 �2���
	 ��#�
 ���2�
��
 ���� ��	���

�2������� �
�
� x1� � 
(� '�
�
�	+ , �
�
� xν,1 ν ∈ Z� :��	#
	�	#
��� ����� fmi+µ,1 2�
�
�2������	) �
�
� fν,1 �  ���(�
� f1 = {fν,1}ν∈Z

�
3���
��+� ��2�� 2�
� �� ��)��#�	) # ���
�	#
 �������(� �  �#	��"
�  ��!
��  � ���
�

��" ����+�� �	�  ��#���	 � �
���
�	�+� $������ ��" xk = xν,k ν ∈ Z � fk = {fν,k}ν∈Z
;

-�0 xmi+µ,k = xi,k−1 + ξµ(xi+1,k−1 − xi,k−1), µ = 0, . . . , m,

-�0 fmi+µ,k = Aµ(f i
k−1), µ = 0, . . . , m.

��" m = 1 -# '	�� ����
 ����� ���� $��!����� A(f) = A1(f)0 �
	��  � ���
��" ���+#�*	
2�����+�  � ���
��
� � $����+  � ���
��" -�0 , -�0 #+(�"�"	  ��%
;

-�0 x2i,k = xi,k−1, f2i,k = fi,k−1 (i ∈ Z, k ∈ N),

�

-10 x2i+1,k =
xi,k−1 + xi+1,k−1

2
, f2i+1,k = A(f ik−1) (i ∈ Z, k ∈ N).

& ��2�	
 ������	�
� ���
��+� �
	�� #���	���#�
��" ����#���+� �� 2�������  � ���
���
����+��
9
�
� �< 	��
� (xν , fν) (ν = −r + 1, . . . , r)  ��#
�
� ��	
� ��"!����+�  ������ =
��
�"  ��

�"��� 2r − 1 � #+������ 
(� ����
��
 f̂0
1,0 # 	���
 x1/2 = h/2� >	�  ��#���	 � $����
 -����

�� ���
�� .�/ �� ?�@0

-�0 A(f) = f̂0
1,0 =

f1,0 + f0,0

2
+

r−1∑
n=1

(−1)n (2n − 1)!!
(2n)!!22n

∆2n

(
f1,0 + f0,0

2

)
,

(�
 ∆2nzi 2n�" !
�	���)��" ������	) zi�
A�(���	�  � ���
��" -�0 , -10 # '	�� ����
 2�
	 ��
	) #��

-?0 x2i,k = xi,k−1, f2i,k = fi,k−1 (i ∈ Z, k ∈ N),

�

-�0 x2i+1,k =
xi,k−1 + xi+1,k−1

2
,

f2i+1,k =
fi+1,k−1 + fi,k−1

2
+

r−1∑
n=1

(−1)n (2n − 1)!!
(2n)!!22n

∆2n

(
fi+1,k−1 + fi,k−1

2

)
,

i ∈ Z, k ∈ N.

3�� r = 2 �
	��  � ���
��" -?0 , -�0 ������	��#���" # ��2�	�� .�/� .1/�
��" �����(� $������#����(� k  ��	���� �����* gr,k,h(f , x)�  ������*%* ����
��" fi,k #

���� xi,k�
3�	)

∆gr,k,h(f , x) = gr,k,h(f , x + xi,k) − gr,k,h(f , x) = gr,k,h

(
f , x +

h

2k

)
− gr,k,h(f , x),

∆kgr,k,h(f , x) = ∆
(
∆k−1gr,k,h(f , x)

)
k ≥ 2.



�

8��
	��� �	�

-@0 ‖∆2ngr,k,h(f)‖C(R) ≤ 22n−2‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) ≤ 22n−1‖∆gr,k,h(f)‖C(R).

����� �� ��� ����� ��
������������
�	 f ∈ �∞(R) 	 ���	�������� �	�
	�������� k, µ ∈ N

	 ���  �
�� �������
���

-B0 ‖∆2gr,k+1,h(f)‖C(R) ≤ εr‖∆2gr,k,h(f)‖C(R),

	

-��0 ‖gr,k+µ(f) − gr,k,h(f)‖C(R) <
ε2
r

2
1 − εµ

r

1 − εr
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R).

��

-��0 εr =
r−1∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!2

.

�����������
�� C�����	��� #
�����∣∣∆2gr,k+1,h(f , xν,k+1)
∣∣ .

3�	)� #�����
� ν = 2µ + 1� 	�(��∣∣∆2gr,k+1,h(f , x2µ+1,k+1)
∣∣ =

= |gr,k+1,h(f , x2µ,k+1) − 2gr,k+1,h(f , x2µ+1,k+1) + gr,k+1,h(f , x2µ+2,k+1)| =

=
∣∣∣∣gr,k,h(f , xµ,k) + gr,k,h(f , xµ+1,k) − 2

(
gr,k,h(f , xµ,k) + gr,k,h(f , xµ+1,k)

2
+

+
r−1∑
n=1

(−1)n (2n − 1)!!
(2n)!!22n

∆2n

(
1
2

(gr,k,h (f , xµ+1,k) + gr,k,h (f , xµ,k))
))∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2
r−1∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!22n

‖∆2ngr,k,h(f)‖C(R).

�	�*��� �� -@0 ����  ����
� ∣∣∆2gr,k+1,h(f , x2µ+1,k+1)
∣∣ ≤

≤ 2
r−1∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!22n

22n−2‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) = εr‖∆2gr,k,h(f)‖C(R).

3�	)� 	
 
�)� ν = 2µ� 	�(�� ∣∣∆2gr,k+1,h(f , x2µ,k+1)
∣∣ =

= |gr,k+1,h(f , x2µ−1,k+1) − 2gr,k+1,h(f , x2µ,k+1) + gr,k+1,h(f , x2µ+1,k+1)| =

=
∣∣∣∣gr,k,h(f , xµ−1,k) + gr,k,h(f , xµ,k)

2
− 2gr,k+1,h(f , x2µ,k+1)+

+
gr,k,h(f , xµ+1,k) + gr,k,h(f , xµ,k)

2
+

1
2

r−1∑
n=1

(−1)n (2n − 1)!!
(2n)!!22n

∆2n (gr,k,h(f , xµ−1,k)+

+ 2gr,k,h(f , xµ−1,k) + gr,k,h(f , xµ+1,k))| ≤

≤ 1
4
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) +

r−1∑
n=2

(2n − 1)!!
(2n)!!22n

‖∆2ngr,k,h(f)‖C(R).

4� ��)�" ���	��5
��
 -@0 �	�*�� ��

�∣∣∆2gr,k+1,h(f , x2µ,k+1)
∣∣ ≤ εr‖∆2gr,k,h(f)‖C(R).

D
��#
��	#� -B0 ���������



�

4�  ���
���(� ���	��5
��" � 	�(� $��	�� �	�

‖∆2gr,0,h(f)‖C(R) = ‖∆2(f)‖�∞(R),

����  ����
�� �	� ��" �*2��  ���
��#�	
�)���	� f ∈ �∞(R) � k ∈ N ��

	 �
�	� �
��#
��	#�

-��0 ‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) ≤ εk
r‖∆2(f)‖C(R).

�����
� 	
 
�) �
��#
��	#� -��0� 3�	)� #�����
� µ = 1� 3�  ��	��
��*� gr,k+1,h(f , x) 
�	)
������" � ����� # 	����� xν,k+1�  ������*%�" ����
��" fν,k+1 # ����� � gr,k,h(f , x) 
�	) ������"
� ����� # 	����� xν,k � ����
��"�� # ����� ��#�+�� fν,k� �	�*�� � �� 	�(� $��	�� �	� f2ν,k+1 =
fν,k� ���� ��
�
	 �	� ������	) gr,k+1,h(f , x) − gr,k,h(f , x) 
�	) ������" � ����� # 	����� xν,k+1�
�2��%�*%�"�" # ���) # 	����� xν,k = x2ν,k+1� 7���� �2����� ��" ������	
�)�	#� �
��#
��	#�
-��0  �� µ = 1 ���	�	����  �����	)� �	� ��" #�
� ν ∈ Z

|gr,k+1,h(f , x2ν+1,k+1) − gr,k,h(f , x2ν+1,k+1)| ≤ ε2
r

2
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R).

�
��	#�	
�)���

gr,k+1,h(f , x2ν+1,k+1) =
gr,k,h(f , x2ν+2,k+1) + gr,k,h(f , x2ν,k+1)

2
+

+
r−1∑
n=1

(−1)n (2n − 1)!!
(2n)!!22n

∆2n

(
gr,k,h(f , x2ν+2,k+1) + gr,k,h(f , x2ν,k+1)

2

)
.

: ��(�� �	����+� 	�� ��� ��" x ∈ [x2ν,k+1, x2ν+2,k+1] (��$�� $��!�� gr,k,h 
�	) �	�
���  �"����
	�

gr,k,h(f , x2ν+1,k+1) =
gr,k,h (f , x2ν+2,k+1) + gr,k,h (f , x2ν,k+1)

2
.

7���� �2������

gr,k+1,h(f , x2ν+1,k+1) − gr,k,h(f , x2ν+1,k+1) =

-��0 =
r−1∑
n=1

(−1)n (2n − 1)!!
(2n)!!22n

∆2n

(
gr,k,h(f , x2ν+2,k+1) + gr,k,h(f , x2ν,k+1)

2

)
.

:�
��#�	
�)���

|gr,k+1,h(f , x2ν+1,k+1) − gr,k,h(f , x2ν+1,k+1)| ≤
≤ εr

2
‖∆2gr,k+1,h(f)‖C(R).

�	�*�� � �� -B0 ����  ����
�

|gr,k+1,h(f , x2ν+1,k+1) − gr,k,h(f , x2ν+1,k+1)| ≤ ε2
r

2
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R),

�	� � �����+#�
	 -��0  �� µ = 1�
3�	)� 	
 
�)� µ > 1, 	�(��

‖gr,k+µ(f) − gr,k,h(f)‖C(R) ≤ ‖gr,k+1,h(f) − gr,k,h(f)‖C(R)+

+‖gr,k+2(f) − gr,k+1,h(f)‖C(R) + . . . ‖gr,k+µ(f) − gr,k+µ−1(f)‖C(R) ≤

≤ ε2
r

2
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) +

ε2
r

2
‖∆2gr,k+1,h(f)‖C(R) + . . .

. . . +
ε2
r

2
‖∆2gr,k+µ−1(f)‖C(R) ≤

≤ ε2
r

2
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) +

ε3
r

2
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) + . . . +

εµ+1
r

2
‖∆gr,k,h(f)‖C(R) =



�

=
ε2
r

2
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R)

(
1 + εr + . . . + εµ−1

r

)
<

ε2
r

2
1 − εµ

r

1 − εr
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R).

E
��� ���������
D
	���� #��
	)� �	�

ε2 =
3
16

, ε3 =
11
32

ε2 < . . . < ε7 = 0.96630859375.

:�
��#�	
�)��� � �
	�� -��0� ��" r = 2, . . . , 7 #+ ���"*	�" �
��#
��	#�

-�10 ‖gr,k+µ,h(f) − gr,k,h(f)‖C(R) <
ε2
r

2(1 − εr)
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) ≤

εk+2
r

2(1 − εr)
‖∆2(f)‖C(R),

	� 
�	) # '	�� ����
  ���
��#�	
�)���	) gr,k,h(f) �����	�" # �
2
� D
	���� #��
	)� �	� gr,k,h(f , x)
�(�����
�� -2��

 	�(�� ���

 �+  ����
�� �	� ����� � 
��	��� gr,k,h(f , x) �(�����
�� # ��#��
� ���	� � �
#
����0� �	�*�� ��
�
	� �	�  �	��
��+�  �
�
� gr,k,h(f , x)  �� k → ∞ �%
�	#
	�
�2������� '	�	  �
�
� �
�
� gr,h(f , x)�
3
�
���" �  �
�
�  � µ → ∞ �� �
��+ � � �
��#
��	#� -��0 �
�
��
���  ����
� ��
�*%



	#
���
��
�

 ������ �� ��� ����� ��
������������
�	 f ∈ �∞(R)� k ∈ N 	 r = 2, . . . , 7 	 ���  �
��
�������
���

‖gr,h(f) − gr,k,h(f)‖C(R) ≤
ε2
r

2(1 − εr)
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) <

εk+2
r

2(1 − εr)
‖∆2(f)‖C(R).

��� �2+���� �
�
� Lp[a,b] (p ∈ [1,∞)) �2������� ����
�	#� #�
� ���
���+� �����
�+� #
p�� �	
 
�� �� �	�
��
 [a, b] #
%
�	#
��+� $��!�� 	����� �	�

‖f‖p[a,b] =
(∫ b

a
|f(x)|pdx

)1/p

< ∞,

� �
�
� L∞ [a,b] ����
�	#� #�
� ���
���+� �%
�	#
��� �(�����
��+� �� [a, b] $��!�� � ���
��

��� ������ ‖f‖∞[a,b] = FGHI<JK{|f(x)| ∣∣ t ∈ [a, b]}.
!�	��
�� �� !�
�� p ∈ [1,∞)� �	
�� k ∈ N� r = 2, . . . , 7 	 a < b� ��� ����� ��
������������"

�	 "∈ �∞(R) 	 ���  �
�� �������
���

-��0
∣∣‖gr,h(f)‖p[a,b] − ‖gr,k,h(f)‖p[a,b]

∣∣ ≤ (b − a)1/p ε2
r

2(1 − εr)
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R)

	

-�?0 ‖gr,k,h(f)‖C[a,b] ≤ ‖gr,h(f)‖C[a,b] ≤

≤ ‖gr,k,h(f)‖C[a,b] +
ε2
r

2(1 − εr)
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R).

#�����$��	� %&'( ����� 	 ��� 
������ ���� a = −∞ 	 b = ∞�
�����
������� �� 	
��
�+ � ���� ��
�
	� �	� ��" #�
� x ∈ R

-��0 |gr,k,h(f , x)| − ε2
r

2(1 − εr)
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) ≤ |gr,h(f , x)| ≤

≤ |gr,k,h(f , x)| + ε2
r

2(1 − εr)
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R).

�	�*�� � �� ��
#���+� �
��#
��	#

‖g‖p[a,b] − ‖ϕ‖p[a,b] ≤ ‖g − ϕ‖p[a,b] ≤ ‖g‖p[a,b] + ‖ϕ‖p[a,b],



�

#
��+� ��" �*2+� p ∈ [1,∞) � g, ϕ ∈ Lp[a,b]� ����  ����
� ��
�*%�
 �
��#
��	#�

‖gr,k,h(f)‖p [a,b] − (b − a)1/p ε2
r

2(1 − εr)
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R) ≤ ‖gr,h(f)‖p [a,b] ≤

≤ ‖gr,k,h(f)‖p [a,b] + (b − a)1/p ε2
r

2(1 − εr)
‖∆2gr,k,h(f)‖C(R),

�	� � �����+#�
	 ���	��5
��
 -��0�
& ���	��5
��� -�?0 �!
��� ���� #+	
��
	 �� 	�(� $��	�� �	� ����� ��	
� ��"!������ �����

��� gr,k,h(f , x) �
  �
#+5�
	 ����+ ��	
� ����
��� $��!�� gr,h(f , x)�
���

 ���  �����2�	�" ���� $��!�" � 
!���)��(� #���� ��	���" # ���)�
�5
� 2�
	 �(�

��	) ���) 2������� $��!��� "#�"*%
��" �����(�� L�� �����# � $����
�	��)�+� � �����# #
	
���� � ������  �������!���
3�	) h = 1 �  ���
��#�	
�)���	) "∗ = "∗0 = {f∗

0,i}i∈Z� (�
 f∗
0,i = δ0,i

δν,µ =

{
1, ν = µ

0, ν �= µ

, ���#�� ����
�
���
3������

Gr,k(x) = gr,k,1(f∗, x)

�

Gr(x) = gr,1(f∗, x).

��" r = 2 -	� 
�	) ��" �
	���  �����
���(� �2��
����  ��������0 $��!�� Gr(x) ������	�
��#����) # ��2�	
 .1/�
��" �*2�(� k ∈ N � 
��	�� f → gr,k,h(f) 
�	) ���
��+� � 
��	��� �	�2����*%��  ���	����	#�

�∞(R) #  ���	����	#� �(�����
��+� �� #�
� ��� �����+� � ����� # 	����� xi,k� � � 
��	��
f → gr,h(f) 
�	) ���
��+� � 
��	��� �	�2����*%��  ���	����	#� �∞(R) #  ���	����	#� C(R)�
M���� �	�

gr,k,h(f∗) = Gr,k

(x

h

)
� 
��� f∗i ��#�(  ���
��#�	
�)���	� f∗� 	�

gr,k,h(f∗i) = Gr,k

(x

h
− i

)
.

�	�*�� � �� ���
����	� � 
��	��� gr,k,h ��
�
	

gr,k,h(f , x) = gr,k,h

⎛
⎝∑

i∈Z

fi,0f∗i, x

⎞
⎠ =

-�@0 =
∑
i∈Z

fi,0gr,k,h

(
f∗i, x

)
=

∑
i∈Z

fi,0Gr,k

(x

h
− i

)
.

:�
��#�	
�)��� ��" �*2��  ���
��#�	
�)���	� "∈ �∞(R)� �*2�(� x ∈ R � h > 0 ��

	 �
�	�
��#
��	#�

-�B0 gr,h(f , x) =
∑
i∈Z

fi,0Gr

(x

h
− i

)
.

4�  ��	��
��" $��!�� Gr,k(x) -k ≥ 20� #+	
��
	� �	� ��� ��

	 ���
��+� ����	
�) [−2r + 1 +
1

2k−2 , 2r − 1− 1
2k−2 ]� � $��!�" Gr(x) ��

	 ���
��+� ����	
�) [−2r + 1, 2r − 1]� �	�*�� ��
�
	�



�

�	� ��" x ∈ [xi, xi+1]� i ∈ Z # ��#
��	#�� -�B0 � -�@0 ��5) 4r − 2 ���(�
�+� �	����+ �	 ��"� 	�

�	) ��" x ∈ [xi, xi+1] #+ ���"*	�" ��#
��	#�

-��0 gr,h(f , x) =
i+2r−1∑

ν=i−2r+2

fν,0Gr

(x

h
− ν

)
�

-��0 gr,k,h(f , x) =
i+2r−1∑

ν=i−2r+2

fν,0Gr,k

(x

h
− ν

)
.

�	�
	��� �	� ��" �*2�(� k ∈ N $��!�� Gr,k(x) �
	�+
� ��
��#�	
�)��� � $��!�" Gr(x)
�
	��"�
������ ������� gr,k,h(f , x)  ��	�#�� # ���	#
	�	#�
  ���
��#�	
�)���	) 

 ����
��� fi,k #

���� xi,k�
N��� f ∈ C(R)� 	�  ������

gr,k,h(f, x) = gr,k,h(f , x),

(�


f = {fi}i∈Z = {f(ih)}i∈Z.

8��
	��� �	� ��  ��	��
��" � 
��	��� gr,k,h(f) #+	
��
	� �	� ��" �*2+� k, ν = 0, 1, 2, . . . ��

	
�
�	� ��#
��	#�

-��0 gr,k,h2−ν (fν , x) = gr,k,h2−ν (gr,ν,h(f), x) = gr,k+ν,h(f , x).

3
�
���" �  �
�
�  �� k → ∞�  ����
�

-��0 gr,h2−ν (fν , x) = gr,h(f , x).

4� �
	���  ��	��
��" #+	
��
	 ��
�*%�" !
 ���� ��#
��	#

gh/2k (gh(f), x) = gh/2k

({
gh

(
f,

ih

2k

)}
i∈Z

, x

)
= gh(f, x),

	� 
�	)

-�10 gh/2k (gh(f), x) = gh(f, x).

3������

α0,r =
1
2

+
r−1∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!22n+1

Cn
2n

� ��" µ = 1, . . . , n

αµ,r =
r−1∑
n=1

(−1)µCn−µ
2n

(2n − 1)!!
(2n)!!22n+1

.

 ������ #� ��� �
�� x 	 ���  �
�� 
�����$��	�

Gr(x) = Gr(2x) +
r−1∑
µ=0

αµ,r (Gr(2x + 2µ + 1) + Gr(2x − 2µ − 1)) .

�����
������� �� -��0 ��

� ��#
��	#�

gr,h(f0, x) = gr,h/2(f1, x),

# ���	���	��

gr,1(f∗, x) = gr,1/2(f∗1 , x)



�

���� �	� 	� �


-��0 Gr(x) =
2r−1∑

i=−2r+2

f∗
i,1Gr(2x − i).

D
 ���
��	#
��+
 #+����
��"  ����+#�*	� �	�

Gr(±i) = 0, i ∈ N,

f∗
±1,1 = Gr

(
±1

2

)
= α0 =

1
2

+
r−1∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!22n+1

Cn
2n

�

f∗
±(2µ+1),1 = Gr

(
±2µ + 1

2

)
= αµ,r

 �� µ ∈ N -µ ≤ n0�
�	�*�� � �� -��0 ����  ����
� 	#
���
��
 	
��
�+ ��
�	�*��� # ���	���	�� ��
�
	 �	� ��" 2������(�  � ���
��" �� ��)�*%
(� ��	
� ��"!����

�+�  ������ �	
 
�� � � � ��" #�
� x ��
*	 �
�	� ���	��5
��"

G2(x) = G2(2x) +
9
16

(G2(2x + 1) + G2(2x − 1)) − 1
16

(G2(2x + 3) + G2(2x − 3))

�

G3(x) = G3(2x) +
75
128

(G3(2x + 1) + G3(2x − 1)) − 25
256

(G3(2x + 3)+

+G3(2x − 3)) +
3

256
(G3(2x − 5) + G3(2x + 5)) .

3������ ��" x ∈ [0, 1]

Kr(x) = x2r −
2r−1∑

i=−2r+2

i2rGr (x − i)

�

Kr,k(x) = x2r −
2r−1∑

i=−2r+2

i2rGr,k (x − i) .

 ������ $� !�
�� ����)	� f ������� ��� f (ν) ∈ C(R)� ν = 0, 2r� r = 2, . . . , 7� ���� ���
x ∈ [ih, (i + 1)h] ����� ���� �� i ∈ Z ���������
� 
�����$��	�

-�?0 f(x) − gr,h(f, x) =
h2r

(2r)!
f

(2r)
i Kr

(x

h
− i

)
+ o(h2r),

��� � ����

‖Kr,k‖C(R) ≤
(2r)!
h2r

sup
f∈W 2r

C(R)

‖f − gr,h(f)‖C(R) ≤ ‖Kr,k‖C(R) +
rε2

r

1 − εr
‖∆2Kr,k‖C(R)

	

‖Kr,k‖p[0,1] −
rε2

r

1 − εr
‖∆2Kr,k‖C(R) ≤

(2r)!
h2r

sup
f∈W 2r

C[0,1]

‖f − gr,h(f)‖p[0,1] ≤

≤ ‖Kr,k‖p[0,1] +
rε2

r

1 − εr
‖∆2Kr,k‖C(R).

�����������
�� ������	
�)�	# 	
��
�+  �
� �5�
� ���� #� ���(�	
�)��
 	#
���
��
�



�

����� #� ��� x ∈ [0, 1] 	 ν = 0, . . . , 2r − 1 
�������	�� �����
���

-��0 xν =
2r−1∑

i=−2r+2

iνGr(x − i).

�����������
�� 3�	) h = 1 � f̃
0

= {f̃i,0}i∈Z� (�
 f̃i,0 = 1� i ∈ Z� M���� �	� # '	�� ����


gr,h(f̃
0
, x) = 1.

: ��(�� �	����+� ��� ��
�
	 �� -��0� ��" x ∈ [0, 1]

gr,h(f̃
0
, x) =

2r−1∑
i=−2r+2

Gr(x − i).

�	#
���
��
 -��0 ��" ν = 0 ���������

3�	)� 	
 
�)� ν = 1, . . . , 2r − 1 � f̃ν = {f̃i,ν}i∈Z� (�
 f̃i,ν = iν � i = −2r + 2, . . . , 2r − 1 � f̃i,ν = 0�
i ∈ Z\{−2r+1, . . . , 2r−2}� 7�(�� # ���  ��	��
��" �
	��� g� ��" x ∈ [0, 1] #+ ���"
	�" ��#
��	#�

gr,h(f̃ν , x) = xν .

8��
��"� �	� �� -��0 ��
�
	 ��#
��	#�

gr,h(f̃ν , x) =
2r−1∑

i=−2r+2

iνGr(x − i),

����  ����
� 	#
���
��
 -��0�
3
�
��
� � ������	
�)�	# 	
��
�+ ��
4� ��)�" ������
��"  � $����
 7
����� # ���
�	���	� 	���� ih ��#
��	#� -��0  
�
 �5
�

# #��


gr,h(f, x) =
i+2r−1∑

ν=i−2r+2

2r∑
µ=0

((ν − i)h)µ

µ!
f (µ)

ν Gr

(x

h
− ν

)
+ o(h2r).

�	�*��  ����
�

f(x) − gr,h(f, x) =
i+2r−1∑

ν=i−2r+2

2r∑
µ=0

hµ

µ!
f (µ)

ν

(
x(µ) − (ν − i)µGr

(x

h
− ν

))
+ o(h2r).

7���� �2����� �� -��0 #+	
��
	 -�?0�
4� -�?0 ��
�
	� �	�

‖Kr,k‖C(R) ≤ ‖Kr‖C(R) ≤ ‖Kr,k‖C(R) +
rε2

r

1 − εr
‖∆2Kr,k‖C(R)

�

‖Kr,k‖p[0,1] −
rε2

r

1 − εr
‖∆2Kr,k‖C(R) ≤ ‖Kr‖p[0,1] ≤

≤ ‖Kr,k‖p[0,1] +
rε2

r

1 − εr
‖∆2Kr,k‖C(R).

�	�*�� � �� -�?0  ����
� 	#
���
��
 	
��
�+�
3�	) f ∈ C(R) � ‖gr,h‖C(R)→C(R)− ����� � 
��	��� gr,h� 	� 
�	)

‖gr,h‖C(R)→C(R) = sup
‖f‖

C(R)
≤1

‖gr,h(f)‖C(R).

3������

-�@0 Nr(x) =
∑
i∈Z

|Gr (x − i)|



�	

� ��" k ∈ N

Nr,k(x) =
∑
i∈Z

|Gr,k (x − i)| .

8��
	��� �	� 	�� ��� N(x) �
 �
�+#��" �� 
������
���" $��!�"� 	�

‖Nr‖L∞(R) = ‖Nr‖C[0,1].

 ������ %� ��� r = 2, . . . , 7 
�������	�� �����
���

-�B0 ‖gr,h‖C(R)→C(R) = ‖Nr‖C[0,1].

*�� � ���� ��� ����� k ∈ N

-��0 ‖Nr,k‖C[0,1] ≤ ‖gr,h‖C(R)→C(R) ≤ ‖Nr‖C[0,1] +
rε2

r

(1 − εr)
‖∆2Nr,k‖C[0,1].

�����������
�� 3�	) f  ����#��)��" $��!�" �� C(R)� 	���"� �	� ‖f‖C(R) ≤ 1� 	�(�� ��

-�B0 #+	
��
	

‖gr,h(f)‖C(R) ≤
∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

fi,0Gr

(
(·)
h

− i

)∥∥∥∥∥∥
C(R)

= sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈Z

fi,0Gr

(x

h
− i

)∣∣∣∣∣∣ ≤

-��0 ≤ sup
x∈R

∑
i∈Z

∣∣∣fi,0Gr

(x

h
− i

)∣∣∣ = sup
x∈R

∑
i∈Z

|fi,0Gr (x − i)| ≤ sup
x∈R

∑
i∈Z

|Gr (x − i)| = sup
x∈R

Nr(x).

7�� ��� Nr(x) �
 �
�+#��" �� 
������
���" $��!�"� 	� �%
�	#
	 	���� x0 	���"� �	�

Nr(x0) = max
x∈R

N(x).

9
�
� f0(x) �2������� �
 �
�+#�* $��!�*�  ������*%* ����
��"

sgn Gr

(x0

h
− i

)
# 	����� x0

h − i � �*2+
 ����
��" f0(x) -|f0(x)| < 10 # ��	��)�+� 	����� �� R� 7�(��

‖gr,h‖C(R)→C(R) ≥
‖gr,h(f0)‖C(R)

‖f0‖C(R)

= ‖gr,h(f0)‖C(R) = sup
(x,y)∈R

Nr(x),

�	� #�
�	
 � -��0 �����+#�
	 ��#
��	#� -�B0�
��" ��#
�5
��" ������	
�)�	#� 	
��
�+ ���
	��� �	� �� -��0 � -��0 ���� ��
�
	 ���	��5
��


‖Nr,k‖C[0,1] ≤ ‖Nr‖C[0,1] ≤ ‖Nr,k‖C[0,1] +
rε2

r

(1 − εr)
‖∆2Nr,k‖C[0,1].

3�	)� 	
 
�) n ∈ N $������#��� � " , 2n� 
������
���"  ���
��#�	
�)���	)� 	� 
�	)

fi+2n = fi (i ∈ Z)

� h = π/n�

9
�
� G̃r(x) �2������� 2π� 
������
���
  ������
��
 $��!��Gr (x/h) � G̃r,k(x) , 2π� 
������
���

 ������
��
 $��!�� Gr,k (x/h)�
M���� �	� ��" �*2��  ���
��#�	
�)���	� fi = f(ih) ��

	 �
�	�  �
��	�#�
��


gr,h(f, x) =
2n∑
i=1

fiG̃r

(x

h
− i

)
�

gr,k,h(f, x) =
2n∑
i=1

fiG̃r,k

(x

h
− i

)
.



��

��" �����(� x ∈ [ih, (i + 1)h] i = 0, . . . , 2n # '	��  �
��	�#�
��"�  ���	�	#*	 	��)�� 4r − 2
���(�
�+�� 	� 
�	)

gr,h(f, x) =
i+2r−1∑

ν=i−2r+2

fiG̃r,n

(x

h
− ν

)
�

gr,k,h(f, x) =
i+2r−1∑

ν=i−2r+2

fiG̃r,n,k

(x

h
− ν

)
.

N�	
�	#
���� # '	�� ����
 #
��+ �����(� #�
� 	#
���
���  ��#
�
��+� #+5
�
7�	 $��	� �	� � 
��	�� #���	���#�
��" gr,h(f, x) ����� �� ���	) # #��
 -�B0 -#�
�	
 �� �#���

�	#��� $��!�� Gr(x)0  ��#��"
	  ��	���	) �
	��  �������(� ������#���" �  
�
���� ��$���
��!���
��" $������#����(� ε > 0  ������

z+
ε =

{
z, |z| ≥ ε,

0, |z| < ε

�

-��0 z−ε = z − z+
ε .

D���#
� Gr,1,h(f, x) = gr,h(f, x) #���	���#�
��
� $��!�� f(x)  �  
�#�� ���* ��$����!���
3�	) f(x) − Gr,1,h(f, x)  �(�
5���	) #���	���#�
��"  �  
�#�� ���*�
��" k > 1 #���	���#�
��
 �� k−� ���
 ��$����!�� � �
�
��� �
���
�	�+�� ���	��5
��"��

-��0 Gr,k,h(f, x) = Gr,k−1,h(f, x) + gr,h/2k−1

(
(f − Gr,k−1,h(f))+ε , x

)
.

M���� �	�

f(x) − Gr,k,h(f, x) = f(x) − Gr,k−1,h(f, x) + gr,h/2k−1 ((f − Gr,k−1,h(f))−
− (f − Gr,k−1,h(f))−ε , x

)
.

4� ���
����	� �
	��� gr,h/2m ��
�
	� �	�

f(x) − Gr,k,h(f, x) = f(x) − Gr,k−1,h(f, x) + gr,h/2k−1 ((f − Gr,k−1,h(f)) , x)−
−gr,h/2k−1

(
(f − Gr,k−1,h(f))−ε , x

)
=

= f(x) − Gr,k−1,h(f, x) + gr,h/2k−1(f, x) − gr,h/2k−1 (Gr,k−1,h(f), x)−
−gr,h/2k−1

(
(f − Gr,k−1,h(f))−ε , x

)
.

�	�*��� �� -��0� �#���	#� -�10 � 	
��
�+ 1 ����  ����
�

f(x) − Gr,k,h(f, x) = f(x) − gr,h/2k−1(f, x) + θkε‖Nr‖C[0,1],

(�
 θk = θk(r, f, h) ∈ [−1, 1] � #
������ Nr(x) � �
�
�
�� ���	��5
��
� -�@0�
7���� �2������ � �
	�� k−(� ���" ��$����!�� �
	�� Gr,k,h(f) #���	���#��#�
	 �����*

$��!�* � 	�����	)* �� θkε‖Nr‖C[0,1] 	�� �
� ��� �  
�#������)�+� �
	�� � 5�(�� h/2k−1�
3�� '	�� # �
��)�+� ������� �����
�	#� �
��
#+� 
����! ��$����!��� ��	���
 	�
2
	�" ��"
'	�(�� (������ �
�)5
� �
� 2k−1n 
����! ��$����!�� �	������ �	 ��"� �
�2������� ��" �
	���
gr,h/2k−1(f)�

������ ����	
��	�

��� ����� ����� ��	
�� ���� ������	��
����� ���	� �	�����	������ ������� ����� ��� ��������� ���������� ���
�������� �����

� � ���������� �� !"# $"%&'(") *# +,-"."&)� /012� 345.,6".745,� ��� �
�8� ����� �� 0#&"(7*.,&5*# &4(*'94 ,# 0&"(,&5-" /%4":"� ;*'(#,. *< 2,&4� 1#� ,#6 177.�� ��=>� �=?@ AB�
�B� �� ������ �� !4" CD,65% 0&"(,&5-" 0#&"(7*.,&5*# 2"&4*6 ,#6 )*:" "E&"#)5*#)� !F #(� �AG�B� H#5-"()5&D *< 3,6',� ���B�
�?� ��� ��� ��� �� I����	
��� �	 ���������� �� ���
��� ��J	����	� � ��K����	�� L�� ������ ���B� ��=8��
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P�QKRGS� P�TUGVWKXY
QKSWJ< VWZUY[ Y\ <W]YIW<^ Y\ \GS]ZKYSF _JFW[ YS _KSJ<^ FGHH`WVWSZ Y\ [JZJF
aS bY<X ]YSFZ<G]ZW[ ZUW `KSWJ< VWZUY[ Y\ <W]YIW<^ _JFW[ YS _KSJ<^ FGHH`WVWSZ Y\ [JZJF YS JS LWFW`

KSZW<HY`JZKYS \Y<VG`J� cUW JF^VHZYZK] IJ`GW Y\ JS W<<Y< Y\ VWZUY[� KZ SY<V KF \YGS[� ZUW H<YHW<ZKWF
J<W KSIWFZKRJZW[�


