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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ В Ы Б О Р Е УЗЛОВ ПРИ ПРИБЛИЖЕНИИ 
ФУНКЦИЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫМИ СПЛАЙНАМИ • 

ЛИГУНА.А.,ШУМкЙКОА.А. 

(Днепродзержинска—Днепропетровск) 

Решается задача асимптотически оптимального выбора узлов при приближении 
конкретных функций и их производных параболическими интерполяционными сплай­
нами минимального дефекта и производных функций кубическими интерполяцион­
ными сплайнами. 

Введение 

Пусть А п [ а , b] = {a=t0n< .... <tnn=b) -^произвольное разбиение отрез­
ка [а, Ь] и Srk(&n[a, Ь]) — множество всех сплайнов порядка г дефекта к 
по разбиению Ап[а, 6 ] , т. е. множество функций, имеющих непрерывную 
(г-к)-ю производную на [а, Ь] и совпадающих на каждом промежутке 
'{ип, ti+iin), i = 0 , 1 , . . . , п— 1, с алгебраическим полиномом степени не 
выше г. ! 

Пусть оператор Р ( Д П [ а , Ъ]) отображает Ср[а, Ь] в SrK{An{a^ Ъ]), 
р>г—к. В частности, Р(х, Ап[а, Ь]) может быть эрмитовым сплайном 
(см., например, [ 1 ] ) , сплайном наилучшего приближения (см., напри­
мер, [ 2 ] ) , интерполяционным сплайном и др. 

При фиксированных v, г, р и [a, Ь] последовательность разбиений 
{Д п *[а , b]}™=i называется асимптотически наилучшей для функции x{t), 
если при гг-^оо 

\\х^-Р^(х, Д п *[а , Ъ])]\Р1а;ы = 

= i n f {\\x<V-PM(z, Д»[а, 6])[Ub,|A»[a, Ь ] } [ 1 + о ( 1 ) ] . 

В [3] рассматривалась задача минимизации по разбиениям Ап[а, Ь] 
функционалов вида 

п 1 

]£ф(/(|<») (ti+i.n-tin)), • • 

г = 1 < • 

где § t n e [ ^ + i , 7 z , tin], f{t) — положительная функция и q>(t) — выпуклая 
функция. 

Эта задача тесно связана с задачей выбора последовательности 
асимптотически оптимальных разбиений при приближении функций 
x^Cr+l таких, что xir+i)(t)>0, t^[a, Ь ] , локальными сплайнами. 

В [1 ] найден асимптотически наилучший набор узлов при приближе­
нии функций эрмитовыми сплайнами д л я ' р е [ 1 , о о ] ; одновременно в [4 ] 
получен асимптотически оптимальный набор узлов для эрмитовых сплай­
нов в р=<х> и для ломаных при р=2 эта задача.решена в [ 5 ] . Для различ­
ных обобщений локальных сплайнов эта задача решалась в Г6] —[8] . Для 
случая, когда Р(х, Д п [ а , Ь])—оператор наилучшего приближения, реше­
ние было опубликовано в [ 2 ] . В силу того, что сплайны наилучшего при­
ближения и интерполяционные сплайны минимального дефекта не явля-
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ются локальными, решение этой задачи для них сложнее, чем в предыду­
щих случаях. В несколько иной постановке задача оптимизации узлов при 
интерполировании кубическими сплайнами рассматривалась в [ 9 ] . Опти­
мальными алгоритмами в [9] считались алгоритмы, обеспечивающие ра­
венство главных членов асимптотики погрешности приближения на каж­
дом промежутке. 

х Хорошо известно, что при приближении сплайнами узлы сетки нужно 
брать гуще там, где больше (г+1)-я производная приближаемой функции. 
Для всех перечисленных выше задач асимптотически оптимальный набор 
узлов Д п * [а , 6] = {| ,-n*}|Lo определялся из равенств 

Чп . ъ 
(!) J \x(r+i)(t)\i/(r+i-v+^)dt = Xj \ x i r + i ) ( t ) \ i / ( r + i ^ ' l ) d L 

а а 

В настоящей работе будет доказано, что это справедливо для сплайнов 
минимального дефекта порядка 2 и 3. При оценке сверху сначала эта за­
дача решена для определенного вида локальных сплайнов, затем показано, 
что для тех узлов, которые предполагаются наилучшими, локальные и ин­
терполяционные сплайны дают асимптотически совпадающую погреш­
ность. Оценка снизу проведена методами, разработанными в теории квад­
ратурных формул. 

В конце работы приведен алгоритм асимптотически оптимального вы­
бора узлов, использующий только значения функции в некоторых точках, 
а также расчеты, позволяющие сравнить погрешности уклонения сплай­
нов при равноотстоящих узлах и при асимптотически оптимальных узлах. 

§ 1. Определения 

Пусть С J [a, Ь] — пространство функций х^Сг[а, Ь] таких, что 
\x{r)(t)\>0, Ща, Ъ]. 

Сплайн минимального дефекта sr(x, Ап[а, b])^Sri(An[a, Ь]) называ­
ется интерполяционным для функции х, если для г = 1 , 3 , . . . 

sr{x, Ап[а, Ъ], iin)=x(tin), J = i , 2 , . . . , п— 1, 

sr

{v)(х, An[a,b],i) = x(v)(i), v e / t , i=a, b, 
и для г = 2 , 4 , . . . 

sr(x, An [a, b], iin)=x{tin), i==0, 1, . . , , n-1, . 

sr

iv) (x, An[a, b], 0 = x ( v ) (Oi i=a,b, 

где tin=tin+Kin/2, hin=ti+i> n-tin, i=0, l , . . . , n - l , fe~=max {hin\i=0, 1, . . . 
..., n—1} и и, I* — произвольные подмножества множества / = (0, 1 , . . . , г) 
такие, что число элементов 7 a U / b равно г+1 и число элементов / a * U / b * рав­
но г, причем под 4V) (#> &п[а, Ь], а) и s (х, Ап[а, Ь], Ъ) понимаем 
s<. v ) (х, Ап[а, Ь],а+0) и s(

r

v)(x, Д п [ а , ' 6 ] , 6—0) соответственно. 
В дальнейшем для сокращения записи будем писать Д п , Сг,... вместо 

Ап[0, 1 ] , Ст[0, 1 ] , . . . и обозначим 

ЕпМv = i n f{ | | a ;< v ) - s r

( v ) (х, Ап) \\Р\ А п | } . 

Пусть s2(x, Ап) — параболический интерполяционный сплайн с гра­
ничными условиями „ X 

(2) s2(x, А п , i)=x(i), 1=0,1, , 
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или 

(3) 5 2

( v \ x , A n r 0 ) = 5 2

( v ) ( x , Д п , 1) , v = 0 , 1 , 

и sz{x, Д п ) — интерполяционный кубический сплайн с граничными усло­
виями 

(4) s?\(x,An,i)-x"{i), z , v = 0 , l , 

ИЛИ 

(5) s?\x,An,0) = s?)(x,An,l), v=0A,2. 

/ § 2. Формулировки основных теорем * 

Т е о р е м а 1. Пусть г = 2 , 3 , , р ^ [ 1 , «?] ; тогда при тг^оо для v = 
= 0 , 1, 2 тг/ш г = 2 и для v = l , 2, 3 тгра г = 3 последовательность разбиений 

{&п'}n=i= {{*<.»*}il0}n=i,определяемая из равенств 

* П 1 

(6) J | 2 e ( f ) J - d f = - t J |z»(*)| e di, • » = 0 , 1 , . . . , В , -
о . о 

где z n (£) — любая последовательность функций такая, что 

|^-^+1)U-o, | 
асимптотически оптимальной и будет верно соотношение 

^ v ( . ) , = i ^ H ^ II-^+ IMI<,+о ( ^ ^ r ) ; ; 

где a— ( r + 1 — v + p " 1 ) _ i и Dr+i(t) есть r-й 1-периодический интеграл, 
в среднем равный нулю на [О, 1 ] , от функции Di(t) =£—0.5. 

Теорема 1 немедленно вытекает из следующих утверждений. 
Т е о р е м а 2. Пусть г=1, 2 , . . . , р^[1, «>], v = l , 2 , . . . , г при г нечет­

ном и v = 0 , 1, . . . , г при г четном; тогда для любой функции x^Cr+i при 

Т е о р е м а 3. Пусть г = 2 , 3, оо], a v = l , 2, З'ири r = 3 .и 
v = 0 , 1, 2 тг/щ г = 2 , причем узлы {tin*}V^0 выбраны из условий (6); тогда 
при тг->°° 

(7) [ ^ ^ ^ Ж О ^ ^ 1 ^ ^ 

З а м е ч а н и е . Можно показать, что если узлы { ^ n * } f + o выбраны из условия 

Чп* . . а . - . * • . • « 

| [ | * ( Г + 1 ) < 0 | + © v ( * ( r + 1 ) , п-1) ] а dt = — | [ |*<'+»>(*) |+а>»(я:«Г + 1 >, я " 1 ) ] а Л , 

о о 

где 7 = ' [ а ( г + 2 ) + 2 ] _ 1 , то равенство (7) будет верно для любой функции Ct+i, од­
нако доказательство при этом несколько усложняется. 
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§ 3. Вспомогательные утверждения 

Через Мпг обозначим множество всех функций (моносплайнов) вида 

п г - 1 

г==1 _г = 0' 

где и+

т={тах{и, 0}}т и ixnr-{x\x^Mnr: xiv) (0)=x{v) (1), v = 0 , 1 , . . . , г - 1 } , 
m n r={a: |^7lf n r:x ( v )(j)=0, v = 0 , 1 , . . . , r - l , > = 0 , 1}, Ж п г ° = { ж | ^ М у г , : ^ - 1 - 1 } , 
| x n r ° = { ^ | x ^ [ i n r : x-L-1}, mnr°= {x\x^mnr: #_L 1}. 

В [10] , [ И ] доказана 
T e о p e м а А . Пусть n, r = l , 2 , . . . и [1, ^ ] ; тогда существует един­

ственный с точностью до сдвига ^-периодический моносплайн, наименее 
отклоняющийся от нуля в метрике Lp, причем 

inf { | | ^ | | p | ^ | j , n r } =тг- г inf {Ц/^.-ЯЦр^Я^Л 1 }. 

Л е м м а 1. Пусть п, г = 1 , 2 , . . . и р<^[1, 0 0 ] ; тогда существует един­
ственный с точностью до сдвига ^-периодический моносплайн x*(t) = 
=n~rDr(nt) такой, что • 

inf{||x||p|^fXnr0}H|^1|p=^"r||Or||p. . 
При г нечетном лемма 1 сразу следует из теоремы А . При г четном 

доказательство леммы проводится аналогично доказательству А , только 
при доказательстве существования необходимо проследить., чтобы при 
всех предельных переходах моносплайнов, в среднем равных нулю, полу­
чались опять моносплайны, в среднем равные нулю, а при доказательстве 
единственности вместо количества перемен знака рассмотреть количество 
чередований подъемов и спусков (т. е. перемен знака производной) и 
вместо функций G(t) и G*(t), фигурирующих в [ И ] , взять 

п 
GW^^aiDrit-tt), G-(t) = n-rDr(nt). 

t=i • / 
Введем обозначения 

Е°(х, Sri(An[a, b]))p[a,b]=mi{\\x-s\\p[aib]\s^Sri(:&n[a, b]), x-s-Ll}, 

г°(х, Sri(An[a, b]))P[a,b]=ini{\\x-s\\Pla,b]\s^Sri(An[a, b]), 

л x-sLl, s^(a)-x^(a)=s^(b)-x^(b), v = 0 , 1 , . . . , r - 1 } , 

e°(x, Sri(An[a, b]))Р[Л,b]=inf{||z-s.||P[«,ь]\s^Sri(An[a, p]), I 

x-s 1 1 , s™(i) = z ( v ) ( 0 , v = 0 , 1 , . . . , r, i=a, b) 
и 

Enr°{x)p.[e,b] = i n f { E ° ( x , Sn(&n[a, b]))p[a>b]\An[a, b}}; 

величины enr Q{x) P[а, ь] и enr°(x)P[<l>b} определяются аналогично. 
Л е м м а 2. При всех r = 0 , 1 , . . . , тг=1, 2 , . . . , ре=[1, оо] и x^Cr[a, Ь] 

выполняются неравенства 

еп+з{г+1),г (х) p [ a , b ] ^ Епг° (х) р [ а , Ь ] ^ &nr° (х) Р[а,Ъ] ^ Спг° (х) р [ а , Ь ] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Два последних неравенства очевидны, поэтому 
остановимся на доказательстве первого. 
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Пусть s(t)^Sr, i(An[a, b]) — произвольный сплайн такой, что х—s-J-1. 
Тогда для каждой функции x^Cr[a, Ь] найдутся разбиения A r + i [ a , a + e ] , 
A r + i [ f e — 8 , Ь ] , A r + i [ ( J , 4 ] , [ р , l f ] c : ( a + 8 , 6 — р ) , и определенные на них, соот­
ветственно, сплайны s*(t), s**(t), s***(t) такие, что x—sA.lw\x(t)—sXt) |< 

l> t<EE[a, &.], где s ( * > = $ ( 0 ^ M 0 + M 0 - + * M * ) ' и 

e 5 r f i ( A n + s ( r + i ) [ a , & ] ) ; здесь A n + 3 ( r + i ) [ a , b ] = A r + i [ a , a + e ] U A n [ a , . 6]U 
U A r + 1 [ p , ^ ] U A r + 1 [ 6 — e , Ь]. Поэтому для любого s^Sri(An[a, b}) такого,что 
x—sN_L 1, имеем i 

| | ^ ~ 5 i | p [ a , 6 ] ==HI#"~s | |p[a,b] ^ ^ n+3 ( r ^ : i ) , r ( ж ) р [ о . Ь ] . 

Отсюда и из произвольности разбиения A n [ a , 6] получаем утверждение 
леммы. 

§ 4. Доказательства основных теорем 

Т е о р е м а 2. Для любого N>1 обозначим через 6* разбиение отрез­
ка [0, 1] точками i/N, i = 0 , 1 , . . . , N, а через xN — сплайн из £ г + 1 , '4 (8N) та­
кой, что для нечетных г 

i - 0 . 5 \ / г—0.5 (—Hhr)' - ^ - ^ 
и для четных г -

x r ( o = x w ( o , v = o , i , . . . , y , J = O , I . 

Тогда (см., например, [12, с. 132J) при 

Ua:<v>—a:iv> |U = (ar^+^J TV"1)), • v = 0 , 1 , . . . , r + 1 , • 

где oo (#, t) — модуль непрерывности функции х. 
Выберем N=N(x, г, га) как наименьшее целое число, удовлетворяющее 

неравенству 

Л*- ' - 1 © (x{r+i\ N-i)<nv~r-i(o42 ( я ( г + 1 ) , п-1). ; 

Отсюда и из предыдущего следует, что п р и тг-*«> 

\\х-хл~=о(-~), i i ^ + i > - ^ + 1 > i u = 0 ( i ) . . > 

И з [13], в частности, следует, что для лфбых x^Cr\Sri

:

r+i{An) 

М 
(8) Э Ж > 0 : У А я , Vee5r ,r +i(A») 4 ||a:<-> — 5<v> ^ 

'. • . . nr+i~v 

Отсюда и из предыдущего получаем 

| | Z ( V ) - 5 r

( V > (Ж, Д я ) | | р - | | ^ V ) -«Г ( z * , A n ) ||р + О { r + A , v ) ' 

и, следовательно, для доказательства теоремы достаточно показать, что 
при тг-*°о 
/ т л • 7 \ ^ ' Il^+i '-v | |pi | ( r + 1 ) - , . . j _ / -1 \ 
(9) e n | r , v ( g i r ) p » + д _ у ЦЖУ 4 a + 0 V ^ ^ j -
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Зафиксируем v, v = l , 2 , . . . , г, и для каждого г = 1 , 2 , . . . , N выберем 

промежуток :{а<, bi]<=:[(i-l)/N;i/N] такой, что на нем x l S r n ( x N , Д » ) JL1. 

Пусть-Чг=Ь<-о^и 6„ . = Д » П [а-, 6 i ] ^ = { T i > n . } Д . У ч и т ы в а я , ч т о х„+1)(г) = const, 
^ [ ( ^ - l ) / i V , j / iV], 2 , . . . , i V , и полагая c , = ^ + 1 ) (i/ЛГ-О), i = l , 2 , . . . 

N, для oo) получаем 

\\XN S r V ) (XN1 An) \\p>2^ 4 ^ V > - ^ ( V > Д п ) i f i e . . * . ] 

w 

г = 1 

где a = ( r + l — v + p " 1 ) - 1 . N 

Используя леммы 1 и 2, получаем 

г = 1 

Поэтому 

(10) ||4 V > si* (х„, An) | |р ^ | | ^ + i - v [ | p P X 

N i , p / a w 

-i = l " г г = 1 

Задача 
2V 

E - V - i n f , Л , > 0 , J = l , 2 , . . . , i V , 

i = i 
при условиях 

г = 1 1 

имеет единственное решение, и ее экстремальное значение рав!но 

г = 1 . 

Отсюда и из (10) получаем 
р , Н v p /a 

lk i V ) - 5 r

( V ) ( * * , Д п ) | | p V ^ + ( 2 г ^ з 5 ^ ] ( r + l - v ) p T*;l C i I ^ 

Ясно, что 

г = 1 Tjy, 
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1 

Тогда 

I. (v) ( v b л • v ,, P l|A-+l-v||p 

X [ j . I a : i r + i > ' ( О ! " * ] 
p/a 

Точки cii и b{ можно выбрать так, чтобы промежутки [ (i—1)/7V, at] 
и [6г, t/iV] содержали не более чем по г узлов разбиения Д п ; кроме того, 
из [13] вытекает 

г„Лх«>;> (2A>)(r+1_v,p [ J ; \xZ+i)(t)\*dt] . 
\ [0,1]\TN 

С другой стороны (см., например, [12, с. 132]), всегда найдется разбиение 
А п , для которого имеется L^R1 такое, что 

lkvv) - s r

( v > (xs, А„) | | Р

Р < £/»<'+«-*>*, 
а значит, 

М J : . i » r ' ' < ( ) i - < « ] " " - 0 ( _ i _ ) , 
(2tfr) 

а так как a* е [ (г— 1) /# , t r , n . ] , 6г е [ т п ^ - г , п г . , i/N], N=*o(n), то отсюда сле­
дует, что 

l / a 

[ J i ^ r + 1 > ( / ) h ^ ] = 0 ( 1 ) 
[ 0 , 1 ] \ Т ^ 

При v = 0 и г четном, учитывая теорему А и предыдущие рассуждения; 
получаем 

N 

- { l D T { ] * E 

. (г+1)! v 
гя=1 

IV 

г = 1 

,Р 

#* / в [ тг<+3{г+1) ] : р ( г + 1 ) 

[ n + 3 ( r + l ) i V ] ^ + 1 > LJ 1 W l I 
О 

А д а логично (10) устанавливается неравенство 

^XN\ — Sr^ (xN, A n ) Цоо > | |Z? R + i-vl|ob X -
• i l / a N 

X i n f | m a x | - i ^ - I *=1, 2 , . . . , Л } | £ fc^ra 4- (2r+3) iv} 

i = l 
Учитывая, что задача 

т а х { ^ | М , 2 , . . . , Л Г } - inf, 4 4 > 0 , \ i = l , 2 , . . . ,.iV, 

прж условиях ;' 

5 
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имеет единственное решение и что ее экстремальное значение равно 

в- а х " ) * -

и почти дословно повторяя предыдущие рассуждения, получаем, что соот­
ношение (9) верно для ° ° ] , чем и завершаем доказательство тео-
ремы 2. 1 

Т е о р е м а 3. Рассмотрим интерполяционный параболический сплайн 
s2(x, А п ) с граничными условиями (2). Тогда для t ^ [ t i n , k+i, n ] , t = 0 , 1 , . . . 

s 2 (z , Д п , г Н 2 я г , п ( т 2 - 0 . 5 т ) ^ 

где (*<„), i = l , 2 , . . . , щ min=s2(x, А п , £ п ) , j = 0 , 1,. ' . . , n, т = 
^(t—tin)hijT1, и числа ты определяются из условий непрерывности про­
изводной интерполяционного параболического сплайна. Если обозначить 
Cin=min—Xini i=rO,1,..., п, то система, из которой определяются числа min, 
может быть записана в виде 

Соп = = 0, 

hinCi—1} n + S C i n + f^i'n^i+l, п ^ ^ г ' п , £ = 1 , 2, . . . , П 1, 

Спп О , 

ГДе Xin~X {tin) j ^ = 0, 1, . . . , / 2 , ^in==hin{hi—it п~^"^гп) ? ^г'п = = : 1 ^t'nj ^ г ' п ^ 

е = = 4 ^ 1 7 ^ 1 7 1 + 4 ^ ^ + 1 , пМагс Я ^ п ^ г — 1 , п 3#гп Цгп«^г+1, n? i 3 ^ ! , 2, . . . , 72 1. 

Известно (см., например, [9, с. 334]) следующее 
У т в е р ж д е н и е . Если матрица системы Az=d имеет диагональное 

преобладание, т. е. 

к г г | - ^ | а ^ | = п > 0 , t , / = l , 2 , . . . , п, 

то 
шах | Zi | < max | di | r< _ 1 . 

Отсюда и из предыдущего получаем 

1 
k , n | < — max | d i n | . 

z 
Нетрудно видеть, что 

4 + 1 , п 

где 

din= j " D (и) х'" (и) du, 

%in 
(u — t i - i n ) 2 , 

-Д(в) = 

3 / 
U—ti-i • 

'hinhi—in 

_ 3 _ / _ _ t k n \ 2 

I " Г " ( W — ^ + l , n ) 2 , 

Ы*£=[£г— 1 ,щ ti— l , n ] » 

[ ti—\..n-> t i n ] J 

[ £гп? ^ г'п ] ? 

U ^ = [ tin-) ti+i,n ] • 

1290 



Т а к как s g m D ( u ) = s g n (и—tin) для любых u^[U-Un, ^ + i , n J , то найдутся 
точки [ t i _ i , п, ип], T ] W G [ ^ , ^ + i , n ] , 1, 2 , . . . , 72—1, такие, что 

tin 4 + 1 , n 

din=x'"(£in) j D(u)du+x'"(r\;j J D(u)du= ' 

3 
h h 3 1 

™ г - 1 , П • , / / / « . \ L ' H n ; / / / / \ ^ 
= ~^гп ^ Д ( 5 * n ) + N n - - ^ - » (Г]»п)^ 

12 ( /г г _ 1 ) П +й г п ) . 
Аналогично рассматривается случай периодических граничных ус­

ловий. 4 " 
Пусть / ? 2 ( я , Д п ) — параболический сплайн дефекта 2 с узлами из раз­

биения Дп, интерполирующий функцию х в узлах £г-п и tin. Тогда для 
t^\fim ^ i '+ i , п ] 

р2(х, Дп, 0 = 2 ^ п ( т 2 - 0 . 5 т ) - 4 ^ Л т 2 - 0 . 2 5 ) + 2 ^ + 1 ; п 

Справедлива 
Л е м м а 3. Пусть v = 0 , 1, 2 и разбиение А п таково, что \hin—hi-i}n\< 

<anhin, | О п | < 1 и р п = ( 1 + а п ) (ап\\х///\\с+(2+ап)(о(х///, К));тогда для 
сплайна s2(x, Д п ) с граничными условиями (2) и (3) бг/Зег справедливо 
соотношение Г , 

| | s f (*, Д . Ь р Г (х, Д„) | | с

( ( in)<CvhtvK 

где C o = = 1 / i 9 2 , С Г 1= 1 /б, С2—1/з> 
Рассмотрим кубические интерполяционные сплайны с граничными 

условиями (4) (здесь мы следуем рассуждениям из [9, с. 97] ) . Тогда для 
\t%m ti+i, n] 

s3(x, An, ^ ) = ^ п ( 1 - т ) 2 ( 1 + 2 т > + ^ + 1 ) П т 2 ( 3 - 2 т ) + 

+ W t n ^ n ( l - i : ) 2 T - 7 7 l i + 1 , n f e i n T 2 ( l r t ) , -

где %=(t—tin)/hin, тп==8ъ'9(х, An, tin),. i==0, 1 , . . . , п. Числа min определя­
ются из условий непрерывности второй производной сплайна; если обозна­
чить cin=min—Xini i = 0 , 1 , . . . , 72, то система, из которой определяются 
числа m l n , может быть записана в виде 

Соп~0, , [ 
Ягп̂ г— 1,.п.+ 2СгП4~.JItnCi+l, п~^гп, 1 = 1 , 2, . . . , П 1, 

С п п = 0, 

ГДе din = 3 (jblin (#i+ l̂,n — # t n ) ^гп"1 + ^гп (#гп _ #г-1,п) Й*-1;п) ~̂ А,г-п#г-1,п —• ^ Я * » ' — 

Jlin^i+l,n И #in = = ^ (̂ гп) , £ = 0, 1, . . . , 72. 

Рассуждая далее аналогично предыдущему, получаем 

й«-=-^Л,*Л , - 1 в п (Л^ ( ! « » ) - ^п2ж(4) (т|„) ]<• ! 
24 ' , '. г ' 

1 ' 
< — hi-v,nhin[\hi-i,n-hin\ \хш(ип)\+ \ . 

24 • 
+ (hi-^n+hin)to(x{k), max{fei- i , r i , hin}) ] . 
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Случай периодических граничных условий рассматривается анало­
гично. ; • . 

Если Рз(х, Д п ) ^ S 3 2 ( А п ) — эрмитов кубический сплайн, т. е. 
P 8 t v ) ( « , i A n , b n ) e « ( v ) . ( ^ n ) , *=0 , 1,...-, л, v = 0 , 1, то справедлива 

Л е м м а 4. Пусть разбиение А п таково, что \hin—hi-lfn\<anhin./ 

|<*»|<1, ; Р п = ( 1 + а п ) (an| |^ ( 4 ) | |c+;(2+a n )coU ( 4 ) , hn)) и v=0 , 1, 2, 3. Тогда для 
сплайна sz{x, Д „ ) с граничными условиями (4), (5) имеем 

||s3

(V).(ж, Дп) ~ / > 3 ( V > (ж, Д п ) | | си < - 1 | П . * i n ><CvA<r Р п , 

Ясно, что при г = 2 , 3 

, v * .. + | |pr < V > (s , Д « ) - 5 r

( V > (д:, Д я ) [(p. A; 

В [6 ] , в частности, показано, что в случае приближения x{v) сплайном 
• pr

{v) (х, Д п ) при r = 2 , v = 0 и r = 3 , «v=l асимптотически оптимальный на­
бор узлов определяется из равенств (1) и v 

\\х"-рГ (х,Ап) И Р = Щ^Ч^г+1% + о(п—>). 

Почти дословно повторяя рассуждения [6 ] , можно показать, что это 
соотношение будет верно и для узлов, определяемых из (6), причем для 
всех v ^ r , если вместо pr

iv)(x, Д „ ) рассматривать р^у)) (я, А п ) , где 
x { i v ) ) (t) = [x(v) (t-0) +xiv) (t+0) ] / 2 . 

Отсюда и из лемм 3 и 4 следует, что для доказательства теоремы 3 не­
обходимо показать, что если узлы {tin*}^ выбраны из условий (6), то 
\hin— h *_t \<anhin* и ап-+0. 

Действительно, если узлы выбираются из условий (6), то 

А ; \ 
Ы п = — — А = \\zn(t)\*dt9 4 , = | z n ( U ) l a . 

nAi J 
. ° 

Следовательно, 
Л. 

| ^ п * - ^ _ 1 > п | = у— l ^ l i - i l f - i l ^ 
nAiAi-i 

А 
•a(zn

a,hn)<China(zn

a,hn). nAiAi-i 

где С — некоторая постоянная, зависящая от zn. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Приведем один алгоритм асимптотически оптимального выбора узлов для ин­
терполяционных сплайнов. 

Пусть A n o = { ^ o } i L o _ произвольное разбиение отрезка [ 0 , 1 ] и А 2 х i - вторая раз­
деленная разность от х\ в точке £*0. Через уг(%\ А п о , 0 обозначим кусочно-постоян­
ную функцию, определенную следующим образом: 

Д2$Г 1) {х, Апо, tl0), tG[QJiQ]t 

у г (х, Апо, 0 = А 2 5г Г " 1 } (я, Апо, ti0), £е= [ й _ 1 , о , Un], * = 2 , . . . , и -2 , 

А 2 5 г (ж, Апо, tn-i,o), * е [ ? п - 2 , 0 , 1 ] . 
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Тогда (см., например, [9]) при п-+°° ; 

\\х1т+»-уг{х, Д п о ) 1 1 о о - > 0 . 

Выберем узлы разбиения A n i из условия (6) при zn(t) =yr (х, Апо, t) и узлы А П 2 — 
жз (6) при zn(t) =ут{х, Ап2, 0 , и т. д.; тогда при п-+°° узлы разбиений A n v , v = l , 2 , . . . , 
будут асимптотически оптимальными. 

Результаты просчетов на ЭВМ ЕС-1022 погрешности сплайн-интерполяции в рав­
номерной метрике для кубических сплайнов s 3 (ж, As-o.v, 0 сведены в таблицу, где в 
качестве А50, о бралось равномерное разбиение с 50 узлами. 

V ехр(Ш) (* +-0.001)1/2 

\ 

[l + 100(i—0.5)2]-1 

0 ' 8:1728-ю-2 1.8453-Ю-2 1.2359-Ю-4 

1 1.8316-Ю-3 2.0729-Ю- 4 5.4431-Ю-6 

2 1.6403-Ю-3 2.4942-Ю-6 2.3473-Ю-6 
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