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ОБ ОЦЕНКАХ СНИЗУ ПРИБЛИЖЕНИЯ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ
ЛОКАЛЬНЫМИ СПЛАЙНАМИ С НЕФИКСИРОВАННЫМИ УЗЛАМИ

Пусть {∆n [a,b]}∞n=1 произвольная последовательность разбиений отрезка [a, b]

∆n [a,b] = {a = t0,n < t1,n < . . . < tn,n = b}.
Через hi+1/2,n = ti+1,n − ti,n (i = 0, . . . , n− 1) обозначим переменный шаг разбиения ∆n [a,b]

с наибольшим значением hn = max{hi+1/2,n

∣∣ i = 0, . . . , n− 1}.
Функцию s(t), имеющую r−k непрерывных производных на отрезке [a, b] и совпадающую на

каждом из интервалов (ti,n, ti+1,n) (i = 0, 1, . . . , n− 1) с алгебраическим многочленом степени
не выше r будем называть сплайн - функцией порядка r дефекта k по разбиению ∆n [a,b].

При фиксированных r, k и ∆n [a,b] множество таких сплайнов будем обозначать черезSr,k(∆n [a,b]).
Как обычно, через Lp[a,b] (p ∈ (0,∞)) обозначим множество всех измеримых суммируемых

в p-й степени на отрезке [a, b] и положим

‖f‖p[a,b] =
(∫ b

a
|f(t)|pdt

)1/p

,

а через L∞ [a,b] пространство всех существенно ограниченных на [a, b] функций с конечной
нормой ‖f‖∞[a,b] = supvrai{|f(t)| ∣∣ t ∈ [a, b]}. Кроме того, через V r

[a,b] обозначим множество
функций f(t), у которых (r− 1)-я производная абсолютно непрерывна на [a, b] и полная вари-
ация r-й производной ограничена, т.е. V b

a (f (r)) < ∞.
Пусть

{
Pr,k(·, ∆n [a,b])

}∞
n=1

– некоторая последовательность операторов, отображающих мно-

жество Ck
[a,b] в пространство Sr,k(∆n [a,b]). В частности, Pr,k(f, ∆n [a,b]) может быть интерполя-

ционным сплайном, сплайном, интерполирующим f(t) в среднем, сплайном наилучшего при-
ближения и пр.

При фиксированных r, k и p последовательность разбиений {∆∗
n [a,b]}∞n=1 назовем асимптоти-

чески оптимальной для функции f ∈ Cr+1
[a,b] и последовательности операторов

{
Pr,k(f, ∆n [a,b])

}∞
n=1

,
если при n →∞ выполняется соотношение

‖f − Pr,k(f, ∆∗
n [a,b])‖p [a,b] = inf

∆n [a,b]

‖f − Pr,k(f,∆n [a,b])‖p [a,b](1 + o(1)).
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Рассмотрим один вид широко используемых интерполяционных сплайнов – локальных эр-
митовых сплайнов с дополнительными узлами.

Пусть δµ = {0 = τ0 < τ1 < . . . < τµ = 1} фиксированное разбиение отрезка [0, 1] такое,
что τj = 1 − τµ−j (j = 0, 1, . . . , µ), и ∆n,µ [a,b]) есть разбиение отрезка [a, b] точками ti,j,n =
ti−1,n + hi−1/2,nτj (i = 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . , µ). Положим µ = |r + 1− 2k|+ 1.

Пусть k ≥ (r +1)/2 и функция f ∈ Cr−k
[a,b] . Интерполяционным локальным эрмитовым сплай-

ном назовем сплайн sr,k(f, ∆n,µ [a,b]) ∈ Sr,k(∆n [a,b]) однозначно определяющийся интерполяци-
онными условиями:

sr,k(f, ∆n,µ [a,b], ti,j,n) = f(ti,j,n) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . , µ),

и
s
(ν)
r,k (f, ∆n,µ [a,b], ti,n) = f (ν)(ti,n) (ν = 0, 1, . . . , r − k).

Если r нечетно и k = (r− 1)/2, такие сплайны называют просто эрмитовыми сплайнами. В
случае если k = 1 описанные сплайны называют сплайнами Субботина – Черных.

Пусть k ≤ (r + 1)/2 и функция f лежит в Cr−k
[a,b] . Интерполяционным локальным эрмитовым

сплайном назовем функцию sr,k(f, ∆n,µ [a,b]) ∈ Cr−k
[a,b] , однозначно определяющийся условиями:

(1) На каждом из интервалов (ti,j−1,n, ti,j,n) это алгебраический многочлен степени не выше
r;

(2) На каждом из интервалов (ti−1,n, ti,n) (i = 1, . . . , n) функция sr,k(f, ∆n,µ [a,b], t) имеет
r − 1 непрерывную производную;

(3) В узлах разбиения ∆n [a,b] выполняются интерполяционные условия:

s
(ν)
r,k (f, ∆n,µ [a,b], ti,n) = f (ν)(ti,n) (ν = 0, 1, . . . , r − k).

В работе [1] установлено, что любых для функций f, z ∈ V r
[a,b] имеет место равенство

(1)
∫ b

a

(
f(u)− sr,k(f,∆n,µ [a,b], u)

)
d

(
z(r)(u)

)
=

= (−1)r+1

∫ b

a

(
z(u)− sr,r−k+1(z, ∆n,µ [a,b], u)

)
d

(
f (r)(u)

)
.

Сплайны sr,r−k+1(f,∆n,µ [a,b]) и sr,k(f, ∆n,µ [a,b]) называются двойственными.
Полагая в равенстве (1)

z(u) = (−1)r (u− t)r
+

r!
,

получаем для любой функции f ∈ V r
[a,b]

(2) f(t)− sr,k(f, ∆n,µ [a,b], t) =

=
1
r!

∫ 1

0

(
(u− t)r

+ − sr,r−k+1((· − t)r
+,∆n,µ [a,b], u)

)
d

(
f (r)(u)

)
.
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Таким образом, если t, u ∈ [ti,n, ti+1,n] (i = 0, 1, . . . , n− 1) и

(3) Kr,k,i(t, u, ∆n,µ [a,b]) = − 1
r!

(
(u− t)r

+ − sr,r−k+1((· − t)r
+,∆n,µ [a,b], u)

)
,

то для t ∈ [ti,n, ti+1,n] (i = 0, 1, . . . , n− 1) получаем равенство

(4) f(t)− sr,k(f, ∆n,µ [a,b], t) =
∫ ti+1,n

ti,n

Kr,k,i(t, u, ∆n,µ [a,b])d
(
f (r)(u)

)
.

Пусть

Kr,k,i(t,∆n,µ [0,1]) =
∫ ti+1,n

ti,n

Kr,k,i(t, u,∆n,µ [a,b])du

и
Kr,k,p = ‖Kr,k,1(∆1,µ [0,1])‖p[0,1].

В работe [2] установлен следующий результат
Теорема А.Пусть r = 1, 2, . . ., p ∈ [1,∞], β = (r + 1 + 1/p)−1, γ ∈ (0, 1/(r + 1)), функ-

ция f ∈ Cr+1
[0,1] и {Φn(t)}∞n=1 – произвольная последовательность неотрицательных кусочно -

непрерывных функций такая, что

(5) ‖Φn − |f (r+1)|‖∞ [0,1] ≤ ωγ
n,

где ωn = ω(Φ, 1/n) (ω(z, t) – равномерный модуль непрерывности функции z).
Тогда последовательность разбиений {∆∗

n [0,1]}∞n=1 определяемая равенствами

(6)
∫ t∗k,n

0
(Φn(t) + ωγ

n)βdt =
k

n

∫ 1

0
(Φn(t) + ωγ

n)βdt, (k = 0, 1, . . . , n).

будет асимптотически оптимальной для функции f(t) и при n → ∞ будут выполняться
соотношения

‖f − sr,k(f, ∆∗
n,µ [0,1])‖p [0,1] = inf

∆n [0,1]

‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖p [0,1](1 + o(1)) =

(7) =
Kr,k,p

nr+1
‖f (r+1)‖β[0,1](1 + o(1)).

Для нечетных r, k = (r + 1)/2 и функций f ∈ Cr+2
[0,1] таких, что |f (r+1)(t)| > 0 (t ∈ [0, 1]) этот

результат получен в работах [3], [4],[5].
Потом условие непрерывности (r + 2)- й производной удалось снять и получить результат

для всех k и r (см. [6]), а в работе ([2]) снято условие на знакопостоянство (r+1) - й производной
(за счет этого и появилась добавка ωγ

n).
В данной работе мы покажем, что оценка снизу (7) верна для функций не только таких, у

которых (r + 1) - я производная непрерывная, но и для функций из гораздо более широкого
класса.

Перейдем к точным формулировкам.
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Для функции, ν-я производная которой в каждой точке t ∈ (a, b) имеет односторонние
производные f (ν)(t± 0), положим

f ((ν))(t) =
1
2

(
f (ν)(t + 0) + f (ν)(t− 0)

)

и функцию f ((ν))(t) будем называть ν–й "формальной производной"от f(t). Ясно, что если в
точке t функция f (ν−1)(t) дифференцируема, то f ((ν))(t) = f (ν)(t).

Пусть Lr, k
p[a,b] (p ∈ (0,∞], k = 1, 2, . . . , r +1) – множество всех функций f ∈ Cr−k

[a,b] таких, что в
каждой точке t ∈ (a, b) существуют односторонние производные f (ν)(t±0) (ν = r−k+1, . . . , r+
1), производная f ((r−1))(t) кусочно абсолютно непрерывная на отрезке [a, b], множество точек
разрывов f ((r))(t) имеет конечное число предельных точек и f ((r)) ∈ Lp[a,b] .
Теорема. Пусть r = 1, 2, . . ., β = (r + 1 + p−1)−1, p ∈ (0,∞] при k = [(r + 1)/2], . . . , r + 1

([·] – целая часть числа) и p ∈ [1,∞] при четных r и k = r/2. Тогда для любой функции
f ∈ Lr+1, k

β [0,1] и любой последовательности разбиений {∆n [0,1]}∞n=1 при n →∞ будет справедливо
соотношение

(8) ‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖p [0,1] ≥
Kr,k,p

nr+1
‖f ((r+1))‖β [0,1](1 + o(1)).

Доказательству теоремы предпошлем одно вспомогательное утверждение.
Лемма. Пусть r = 1, 2, . . ., k = [(r + 1)/2], . . . , r + 1. Тогда для любого t ∈ (ti,n, ti+1,n)

(i = 0, 1, . . . , n− 1) функция Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) (как функция от u) на интервале (ti,n, ti+1,n)
не имеет нулей.

Для k = 1, 2, . . . , [r/2] и для t ∈ (ti,n, ti+1,n) (i = 0, 1, . . . , n − 1) функция Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1])
(как функция от u) на интервале (ti,n, ti+1,n) имеет простые нули в точках ti,j,n (j =
1, 2, . . . , µ− 1) и только в них.
Доказательство леммы. Пусть, вначале k = [(r + 1)/2], . . . , r + 1. Покажем, что ядро

Kr,k,i(t, u, ∆n,µ [0,1]) при любом t ∈ [ti,n, ti+1,n] не меняет знак. По построению, при каждом
i = 1, . . . , n на промежутке [ti,n, ti+1,n] функция Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) является сплайном мини-
мального дефекта порядка r c узлами в точках t и ti,j,n (j = 0, . . . , µ), который удовлетворяет
граничным условиям

(9)
∂ν

∂uν
Kr,k,i(t, u, ∆n,µ [0,1])

∣∣∣
u=ti,n

=
∂ν

∂uν
Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1])

∣∣∣
u=ti+1,n

= 0

(ν = 0, 1, . . . , r − k.)

Таким образом, функция ∂r

∂ur Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) будет кусочно-постоянной и имеет на проме-
жутке [ti,n, ti+1,n] не более µ = r − 2k + 2 перемен знака.
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Если ядро Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) меняет знак на промежутке [ti,n, ti+1,n], то ядро имеет хотя бы
один ноль на интервале (ti,n, ti+1,n) и на концах промежутка имеет нули кратности не менее
r − k.

По теореме Ролля (r − k + 1)-я производная по переменной u функции Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1])
будет иметь на промежутке [ti,n, ti+1,n] не менее чем r−k+2 различных нуля, и, следовательно,
∂r

∂ur Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) будет иметь не менее чем r − 2k + 3 перемены знака на промежутке
[ti,n, ti+1,n], что противоречит предыдущему.

Пусть, теперь, k = 1, 2, . . . , [r/2], тогда на промежутке [ti,n, ti+1,n] функция sr,r−k+1(f, ∆n,µ [a,b], u)
представляет собой алгебраический полином степени r, совпадающей со значениями функции
f(t) в точках ti,j,n и r−k кратно интерполирующий ее на концах промежутка. Следовательно,
в силу (3) при каждом i = 1, . . . , n на промежутке [ti,n, ti+1,n] ядро Kr,k,i(t, u, ∆n,µ [0,1]) (как
функция от u) является сплайном минимального дефекта порядка r c одним узлом в точке t.
При этом ядро обращается в ноль в точках ti,j,n (j = 1, 2, . . . , µ − 1) и имеет нули кратности
не менее r − k на концах промежутка.

Следовательно, ∂r

∂ur Kr,k,i(t, u, ∆n,µ [0,1]) является кусочно-постоянной функцией и имеет на
промежутке [ti,n, ti+1,n] не более одной перемены знака.

Пусть ядро Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) хотя бы в одной точке ti,j,n (j = 1, 2, . . . , µ − 1) имеет ноль
кратности больше, чем единица или на интервале (ti,n, ti+1,n) имеет хотя бы один ноль в точке
отличной от ti,j,n, тогда производная по u функции Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) имеет на интервале
(ti,n, ti+1,n) не менее чем µ + 1 различных нуля, и, по теореме Ролля (r− k + 1)-я производная
по u функции Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) будет иметь на промежутке [ti,n, ti+1,n] не менее чем r−k+µ

различных нуля, и, следовательно, ∂r

∂ur Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1]) будет иметь не менее чем r − 2k +
2 + µ = 2 перемены знака на промежутке [ti,n, ti+1,n], что противоречит предыдущему.

Перейдем к доказательству теоремы.
Пусть E – множество всех точек из [0, 1], в которых функция f (r+1)(t) непрерывна и не

обращается в ноль. Меру этого множества обозначим mesE. Ясно, что множествоE открыто
и, следовательно, состоит из не более счетного числа открытых интервалов. Для любого δ > 0
найдется множество E ⊂Eδ, состоящее из конечного числа открытых интервалов с мерой

mesE ≤ mesEδ − δ/2.

Положим

E∗
δ =

n−1⋃

i=0

{
Eδ

⋂
[ti,n, ti+1,n]

}

где Eδ – замыкание множества Eδ. Понятно, что множество E∗
δ состоит из конечного числа

замкнутых непересекающихся интервалов. Длину наибольшего из этих интервалов обозначим
через hδ

n = hδ
n(f, ∆n).
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Кроме того, пусть
En

δ =
⋃

i:[ti,n,ti+1,n]⊂E∗δ

[ti,n, ti+1,n].

Ясно, что если последовательность разбиений {∆n}∞n=1 такова, что limn→∞ hδ
n 6= 0, то при

n →∞
‖f − sr,k(f, ∆n,µ)‖p [0,1] 6→ 0.

Поэтому, не ограничивая общности, можно считать, что последовательность разбиений такова,
что hδ

n → 0 при n → ∞. Но тогда для любого δ > 0 найдется N = N(δ) > 0 такое, что при
n > N будет выполняться условие

mesE ≤ mesEn

δ − δ.

Рассмотрим фиксированный промежуток [ti,n, ti+1,n] из множестваEn

δ . По предположению,
функция f (r+1)(t) непрерывна и не имеет нулей на промежутке [ti,n, ti+1,n].

Из (4) для t ∈ [ti,n, ti+1,n] имеет место равенство

(10) σi+1/2,n(f, t) = f(t)− sr,k(f, ∆n,µ [0,1], t) =
∫ ti+1,n

ti,n

Kr,k,i(t, u,∆n,µ [0,1])f
(r+1)(u)du.

Пусть вначале k = [(r + 1)/2], . . . , r + 1. Из (10) и из леммы следует, что для t ∈ [ti,n, ti+1,n]
выполняется неравенство

(11) m−
i+1/2,n|Kr,k,i(t, ∆n,µ [0,1])| ≤ |σi+1/2,n(f, t)| ≤ m+

i+1/2,n|Kr,k,i(t,∆n,µ [0,1])|,
где

m+
i+1/2,n = max

t∈[ti,n,ti+1,n]
|f (r+1)(t)| m−

i+1/2,n = min
t∈[ti,n,ti+1,n]

|f (r+1)(t)|.

Используя замену переменных z = t− ti,n, получаем

‖Kr,k,i(t,∆n,µ [0,1])‖p [ti,n,ti+1,n] = h
(r+1)+p−1

i+1/2,n Kr,k,p = h
1/β
i+1/2,nKr,k,p.

Таким образом, для p ∈ (0,∞] будут выполняться неравенства

(12) m−
i+1/2,nKr,k,ph

1/β
i+1/2,n ≤ ‖σi+1/2,n(f)‖p [ti,n,ti+1,n] ≤ m+

i+1/2,nKr,k,ph
1/β
i+1/2,n.

Пусть, в начале, p < ∞, тогда

‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖p

p En
δ

=
∑

i:[ti,n,ti+1,n]∈En
δ

‖σi+1/2,n(f)‖p [ti,n,ti+1,n] ≥

≥Kp

r,k,p

∑

i:[ti,n,ti+1,n]∈En
δ

|m−
i+1/2,n|ph

p/β
i+1/2,n =

=Kp

r,k,p

∑

i:[ti,n,ti+1,n]∈En
δ

(∫ ti+1,n

ti,n

|m−
i+1/2,n|βdt

)p/β

.
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Из неравенства Йенсена следует, что для любого γ > 0

min

{
n∑

i=1

Cγ
i

∣∣∣∣∣ Ci ≥ 0;
n∑

i=1

Ci = C

}
= Cγn1−γ

и минимум достигается тогда и только тогда, когда Ci = C/n (i = 1, . . . , n).
Отсюда и из предыдущего сразу получаем

(13) ‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖p
pEn

δ

≥ K
p

r,k,p

Mp(r+1)

(∫

En
δ

|fn,δ(t)|βdt

)p/β

,

где
fn,δ(t) = {m−

i+1/2,n | t ∈ [ti,n, ti+1,n] : [ti,n, ti+1,n] ∈En}
и M – число составных промежутков множества En

δ .

Множество En

δ замкнуто и состоит из конечного числа интервалов, максимальная длина
которых стремится к нулю при n → ∞. Учитывая этот факт и конструкцию функции fn,δ,
заключаем, что

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∫

En
δ

|fn,δ(t)|βdt−
∫

E∗δ
|f (r+1)(t)|βdt

∣∣∣∣∣ = 0.

Отсюда и из очевидного неравенства M < n, получаем

‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖p
pEn

δ

≥ K
p

r,k,p

np(r+1)

(∫

E∗δ
|f (r+1)(t)|βdt

)p/β

+ o

(
1

np(r+1)

)

и поскольку
lim

n→∞,δ→0
mesE∗

δ = mesE
и ∫

E
|f (r+1)(t)|βdt =

∫

E
|f ((r+1))(t)|βdt =

∫

[0,1]
|f ((r+1))(t)|βdt,

то

(14) ‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖p
p ≥
Kp

r,k,p

np(r+1)

(∫

[0,1]
|f ((r+1))(t)|βdt

)p/β

+ o

(
1

np(r+1)

)
,

что и завершает доказательство теоремы при p < ∞.
Пусть, теперь, p = ∞. Тогда из (12) имеем

‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖∞ En
δ

= max
i:[ti,n,ti+1,n]∈En

δ

‖σi+1/2,n(f)‖∞ [ti,n,ti+1,n] ≥

≥Kr,k,∞ max
i:[ti,n,ti+1,n]∈En

δ

|m−
i+1/2,n|hr+1

i+1/2,n =

=Kr,k,∞ max
i:[ti,n,ti+1,n]∈En

δ

(∫ ti+1,n

ti,n

|m−
i+1/2,n|βdt

)1/β

.
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Для любого γ > 0

min

{
max

i=1,...,n
Cγ

i

∣∣∣∣∣ Ci ≥ 0;
n∑

i=1

Ci = C

}
= Cγn−γ ,

причем минимум достигается тогда и только тогда, когда Ci = C/n (i = 1, . . . , n).
Таким образом имеем

‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖∞En
δ

≥ K
p

r,k,∞
M r+1

(∫

En
δ

|fn,δ(t)|βdt

)1/β

.

Отсюда таким же образом, как и ранее, получаем

‖f − sr,k(f,∆n,µ [0,1])‖∞ ≥ Kr,k,∞
nr+1

(∫

[0,1]
|f ((r+1))(t)|βdt− ε

)1/β

для любого ε > 0. Это и завершает доказательство первой части теоремы.
Пусть, теперь, r четное и k = r/2. Рассмотрим фиксированный промежуток [ti,n, ti+1,n] из

множества En

δ . Функция f (r+1)(t) на промежутке [ti,n, ti+1,n] непрерывна и не имеет нулей.
Пусть, для определенности, на этом промежутке она положительна.

Как следует из леммы, на интервале (ti,n, ti+1,n) ядро Kr,r/2,i(t, u, ∆n,2 [0,1]) как функция от
u, имеет только одну перемену знака – в точке ti+1/2,n. Для определенности будем считать,
что ядро положительно при u ∈ (ti+1/2,n, ti+1,n) и отрицательно для u ∈ (ti,n, ti+1/2,n).

Пусть
M−

i+1/2,n = min
u∈[ti,n,ti+1/2,n]

f (r+1)(u)

и
M+

i+1/2,n = max
u∈[ti+1/2,n,ti+1,n]

f (r+1)(u).

Тогда, как видно из (10)

σi+1/2,n(f, t) =
∫ ti+1,n

ti,n

Kr,r/2,i(t, u,∆n,2 [0,1])f
(r+1)(u)du ≥

≥
∫ ti+1/2,n

ti,n

Kr,r/2,i(t, u, ∆n,2 [0,1])M
−
i+1/2,ndu +

∫ ti+1,n

ti+1/2,n

Kr,r/2,i(t, u, ∆n,2 [0,1])M
+
i+1/2,ndu =

=
∫ ti+1,n

ti,n

(
Ai+1/2,n + Bi+1/2,n sign (u− ti+1/2,n)

)
Kr,r/2,i(t, u, ∆n,2 [0,1])du,

где

Ai+1/2,n =
1
2

(
M+

i+1/2,n + M−
i+1/2,n

)
Bi+1/2,n =

1
2

(
M+

i+1/2,n −M−
i+1/2,n

)
.

Следовательно,

(15) σi+1/2,n(f, t) ≥ Ai+1/2,nKr,r/2,i(t, ∆n,2 [0,1]) + Bi+1/2,nPr,r/2,i(t, u, ∆n,2 [0,1]),
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где

Kr,r/2,i(t,∆n,2 [0,1]) =
∫ ti+1,n

ti,n

Kr,r/2,i(t, u,∆n,2 [0,1])du

и

Pr,r/2,i(t, u, ∆n,2 [0,1]) =
∫ ti+1,n

ti,n

∣∣Kr,r/2,i(t, u,∆n,2 [0,1])
∣∣ du.

Полагая в равенстве (4) в качестве функции f(t) = (t− ti+1/2,n)r+1/(r + 1)!, получаем

(t− ti+1/2,n)r+1

(r + 1)!
− sr,r/2

(
(· − ti+1/2,n)r+1

(r + 1)!
, ∆n,2 [0,1], t

)
= Kr,r/2,i(t, ∆n,2 [0,1]).

Отсюда и из четности r сразу следует, что функция Kr,r/2,i(t, ∆n,2 [0,1]) нечетная относительно
точки ti+1/2,n, а Pr,r/2,i(t, ∆n,2 [0,1]) – четная относительно прямой t = ti+1/2,n.

Нетрудно видеть, что если функция ϕ нечетная, а ψ четная на промежутке [−a, a], то для
p ≥ 1

(16) ‖ϕ + ψ‖p [−a,a] ≥ min{‖ϕ‖p [−a,a], ‖ψ‖p [−a,a]}.
Действительно,

‖ϕ + ψ‖p [−a,a] = ‖ϕ(−·) + ψ(−·)‖p [−a,a] = ‖ − ϕ + ψ‖p [−a,a] = ‖ϕ− ψ‖p [−a,a].

Таким образом имеем

‖ϕ + ψ‖p [−a,a] =
1
2

(‖ϕ + ψ‖p [−a,a] + ‖ϕ− ψ‖p [−a,a]

) ≥

≥ 1
2

(‖ϕ + ψ‖p [−a,a] + ‖ϕ− ψ‖p [−a,a]

) ≥ 1
2

(‖ϕ + ψ + ϕ− ψ‖p [−a,a]

)
= ‖ϕ‖p [−a,a].

Аналогично получаем неравенство

‖ϕ + ψ‖p [−a,a] ≥ ‖ψ‖p [−a,a].

Из (15) и (16) следует, что

‖σi+1/2,n(f)‖p [ti,n,ti+1,n] ≥ Ai+1/2,nKr,r/2,ph
1/β
i+1/2,n ≥

≥ m−
i+1/2,nKr,r/2,ph

1/β
i+1/2,n =Kr,k,p

(∫ ti+1,n

ti,n

|m−
i+1/2,n|βdt

)1/β

.

Дальнейшее доказательство повторяет ход рассуждений приведенный выше.

Замечание.Доказательство первой части теоремы существенно опирается на тот факт,
что ядро (3) не меняет знак на промежутке [ti,n, ti+1,n], а доказательство второй части,
использует то, что ядро имеет ровно одну перемену знака на этом промежутке. Поэтому,
предложенное доказательство к сплайнам дефекта k < r/2 не применимо.
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Как следует из теоремы A, для многих функций, к примеру, имеющих непрерывную (r+1)-
ю производную существует набор узлов, дающий ту же оценку приближения (асимпто-
тически), что и в теореме. Мы предполагаем, что на самом деле выбор узлов (6) являет-
ся асимптотически оптимальным для более широкого класса функций, а может быть и
для всех функций, фигурирующих в теореме. Однако доказательство этого факта, на наш
взгляд, является довольно трудным. Даже доказательство неравенства

‖f − sr,k(f, ∆n,µ [0,1])‖p ≤ Cr,k,p

nr+1
‖f ((r+1))‖β [0,1](1 + o(1))

с некоторой константой Cr,k,p, зависящей лишь от r, k и p является не тривиальным.
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On lower bound of approximation of individual function by locally splines with free
knodes.

A.A.Ligun, A.A.Shumeiko
Abstract

For the functions integrable in degree β = (r + 1 + 1/p)−1 the asymptotically exactly evaluation
from below on approximations by the local spline-functions of degree r, defect k ≥ r/2 in the metric
Lp is obtained.

Для функций, интегрируемых в степени β = (r+1+1/p)−1 получена асимптотически точная
оценка снизу приближения локальными сплайнами степени r дефекта k ≥ r/2 в метрике Lp.


