
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего 

профессионального образования 

«РОССИЙСКИЙ ГОСУДАРТСВЕННЫЙ СОЦИАЛЬНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ» 

Филиал РГСУ в г.Тольятти Самарской области 

 

Е.В.Бахусова 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

НЕЧЁТКАЯ МАТЕМАТИКА 

 ДЛЯ ПРОГРАММИСТОВ 
 

учебно-методическое пособие для студентов, обучающихся по направлению 

подготовки  230100.62  «Информатика и вычислительная техника»   

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тольятти 

2012 



2 

 

УДК 681.3.068 

ББК  32.973.26 

Б-30 

 
Печатается по решению Учебно-методического Совета Филиала Российского 

государственного социального университета в г.Тольятти 

 

Рецензенты:   
доктор физико-математических наук, доцент А.И.Сафронов (Тольяттинский 

государственный университет) 

кандидат педагогических наук, доцент С.В.Лаптева (Филиал Российского 

государственного социального университета в г.Тольятти)   

 

 

Бахусова Е.В. 

 

Б-30     Нечёткая математика для программистов/ учебно-методическое пособие: – 

Тольятти: Филиал РГСУ в г. Тольятти 2012. 88 с. 
 

ISBN 978-5-9903705-2-4 

 

         В учебно-методическом пособии изложен математический аппарат теории 

нечётких множеств и нечёткой логики, приведены примеры решения задач и 

упражнения по нечёткой математике. 

      Пособие рекомендовано студентам направления 230100.62  «Информатика и 

вычислительная техника», преподавателям для чтения лекций и ведения 

практических занятий по дисциплине «Специальные разделы математической 

логики». 

 

УДК 681.3.068 

ББК  32.973.26 

                                                                              

 

 

ISBN 978-5-9903705-2-4                                                  © Бахусова Е.В., 2012 

 



3 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Теория нечеткой математики позволяет описывать качественные, неточные 

понятия и наши знания об окружающем мире, а также оперировать этими знаниями 

с целью получения новой информации. Основанные на этой теории  методы 

построения информационных моделей существенно расширяют традиционные 

области применения компьютеров и образуют самостоятельное направление 

научно-прикладных исследований, которое получило специальное название - 

нечеткое моделирование. Нечеткое моделирование оказывается особенно 

полезным, когда в описании технических систем и бизнес-процессов присутствует 

неопределенность, которая затрудняет или даже исключает применение точных 

количественных методов и подходов.  

В области управления техническими системами нечеткое моделирование 

позволяет получать более адекватные результаты по сравнению с результатами, 

которые основываются на использовании традиционных аналитических моделей и 

алгоритмов управления. Нечеткая логика, которая служит основой для реализации 

методов нечеткого управления, более естественно описывает характер 

человеческого мышления и ход его рассуждений, чем традиционные формально-

логические системы. Именно поэтому изучение и использование математических 

средств для представления нечеткой исходной информации позволяет строить 

модели, которые наиболее адекватно отражают различные аспекты 

неопределенности, постоянно присутствующей в окружающей нас реальности.  
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ТЕМА 1. ИСТОРИЯ РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ И ПРИЛОЖЕНИЙ 

НЕЧЕТКОЙ МАТЕМАТИКИ 

 
Учебные вопросы: 

1. История зарождения и развития нечёткой математики. 

2. Промышленные приложения нечёткой математики в Японии, Европе, 

Америки. 

3. Особенности развития и применения нечёткой математики в России. 

Изучив  данную тему, студент должен знать: 

 историю зарождения нечёткой математики; 

 имена основателей теории нечётких множеств и нечёткой логики; 

 приложения нечёткой математики в промышленности и различных 

областях знания; 

 достижения отечественных учёных в развитии и применении нечёткой 

математики. 

Методические рекомендации по изучению темы: 

При освоении темы необходимо: 

 изучить  содержание §1.1 «История развития теории и приложений 

нечёткой математики»; 

 акцентировать внимание на  связь между классической и нечёткой 

математикой: на особенности развития и применения нечёткой математики 

в Японии, Америке, в странах Европы и России; 

 ответить на контрольные вопросы после параграфа. 

 

§ 1 ИСТОРИЯ РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ И ПРИЛОЖЕНИЙ НЕЧЕТКОЙ 

МАТЕМАТИКИ 

Первой публикацией по теории нечетких множеств принято считать работу 

профессора из Университета Беркли (шт. Калифорния, США) Лотфи Заде, которая 

относится к 1965 г. Понятие нечеткого множества в смысле Л. Заде положило 
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начало новому импульсу в области математических и прикладных исследований, в 

рамках которых за короткий срок были предложены нечеткие обобщения всех 

основных теоретико-множественных и формально-логических понятий.  

 Основанием для создания новой теории послужил спор профессора Л. Заде со 

своим другом о том, чья из жен привлекательнее. Согласно истории, к единому 

мнению они так и не пришли. А это, в свою очередь, вынудило ученого 

сформировать концепцию, которая выражает нечеткие понятия типа 

«привлекательность» в числовой форме.  

В отличие от стандартной логики, которая сводится к двум бинарным 

состояниям (1/0, Да/Нет, Истина/Ложь и т. д.), нечеткая логика позволяет 

определять промежуточные значения между стандартными оценками. К нечетким 

оценкам  (в отличие от стандартных оценок «привлекательная» или 

«непривлекательная», «вправо» или «влево», «да» или «нет»), можно отнести 

оценки типа «более привлекательная», «менее привлекательная», «скорее да, чем 

нет», «наверное, да», «немного вправо», «резко влево». С помощью 

соответствующего математического аппарата стало возможным выразить 

перечисленные оценки математически и впоследствии обработать с помощью 

ЭВМ. Таким образом, удалось максимально приблизить механизм компьютерной 

обработки и анализа данных к человеческому мышлению.  

Важным достижением теории нечеткой математики является введение  

называемых нечетких чисел - нечетких подмножеств специализированного вида, 

соответствующих высказываниям типа «значение переменной примерно равно а». 

В работах Д. Дюбуа (Dubois D.) и Х. Прадом (Prade H.) был предложен  набор 

операций над нечеткими числами, которые сводятся к алгебраическим операциям с 

обычными числами при задании определенного интервала достоверности (уровня 

принадлежности), получившие впоследствии название «мягкие вычисления».  

Параллельно с разработкой теоретических основ новой науки, Лотфи А. Заде 

прорабатывал различные возможности ее практического применения. В 1973 году 

ему удалось показать, что нечеткая логика может быть положена в основу нового 
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поколения интеллектуальных систем управления. Наиболее значимыми из работ в 

этой области следует отметить публикации Л. Заде, Д. Дюбуа (D. Dubois) и А. 

Прада (Н. Prade) по теории нечеткой меры и меры возможности, М.Сугено (М. 

Sugeno) по нечеткому выводу и нечеткому интегралу, Дж. Беждека (J. Bezdek) по 

нечеткой кластеризации и распознаванию образов, Р. Ягера (R. Yager) по нечеткой 

логике.  

Однако, несмотря на большое количество теоретических работ, прикладное 

значение нечетких моделей долгое время ставилось под сомнение.  

Первые реализации нечетких моделей в промышленности относятся к 

середине 1970-х гг. Именно в этот период в Великобритании Эбрахим Мамдани 

(Ebrahim Mamdani) использовал нечеткую логику для управления 

парогенератором. Решение этой задачи обычными методами было сопряжено с 

целым рядом трудностей вычислительного характера. Предложенный Э. Мамдани 

алгоритм, основанный на нечетком логическом выводе, позволил избежать 

чрезмерно большого объема вычислений и был по достоинству оценен 

специалистами. В этот же период небольшая предприимчивая фирма из Дании 

применила принципы нечёткого моделирования для усовершенствования системы 

управления доменной печью для обжига цемента.  

В начале 1980-х гг. нечеткая математика получила свое дальнейшее развитие в 

целом ряде программных средств поддержки принятия решений и в экспертных 

системах анализа данных. Хотя многие из этих программных инструментариев так 

и не вышли за пределы научно-исследовательских лабораторий и институтов, в 

ходе их разработки были получены важные эмпирические результаты по 

моделированию с помощью нечеткой логики процессов человеческих рассуждений 

и принятия решений.  

В конце 80-х годов Бартоломеем Коско была доказана теорема о нечеткой 

аппроксимации (Fuzzy Approximation Theorem), подтвердившая полноту нечеткой 

логики,  согласно которой любая математическая система может быть 

аппроксимирована системой, основанной на нечеткой логике. Была исследована 
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взаимосвязь нечеткой логики и теории нейронных сетей. Известная книга  

Бартоломея Коско «Fuzzy Thinking» («Нечеткое мышление») начинается со слов: 

«Однажды утром я проснулся и понял, что наука идет не туда». Далее автор 

показывает, что два тысячелетия назад человечество сделало роковую ошибку, 

заложив в фундамент науки не зыбкую поэтику ранних восточных философий, а 

выхолощенную двоичную логику Аристотеля. И с тех пор классическая «черно-

белая» бинарная логика, зажатая шорами закона «исключенного третьего», все 

более отдаляется от реального многоцветного мира, где нет ничего абсолютного, а 

все самое интересное происходит в туманной области между «да» и «нет».  

В работах М. Земанковой (Maria Zemankova-Leech) и А. Кандела (Abraham 

Kandel) были заложены основы теории нечетких систем управления базами 

данных, способных оперировать неточными данными, обрабатывать нечетко 

заданные запросы, а также использовать качественные параметры наряду с 

количественными. Была разработана нечеткая алгебра - необычная наука, 

позволяющая использовать при вычислениях как точные, так и приблизительные 

значения переменных. Широкое распространение получили изобретенные Б. Коско 

нечеткие когнитивные модели (Fuzzy Cognitive Maps), на которых базируется 

большинство современных систем динамического моделирования в области 

финансов, политики и бизнеса.  

После первых промышленных приложений в Европе Япония за короткий 

период времени вышла на первое место в мире по количеству устройств и 

механизмов, в которых были реализованы нечеткие технологии. Появление 

микропроцессоров и микроконтроллеров инициировало резкое увеличение 

бытовых приборов и промышленных установок с алгоритмами управления на 

основе нечеткой логики. Сегодня их можно найти в стиральных машинах и 

видеокамерах, цехах заводов, моторных отсеках автомобилей, в системах 

управления складскими роботами и боевыми вертолетами.  

К 90-му году появилось около 40 патентов, относящихся к нечеткой логике (из 

них 30 японских). Сорок восемь японских компаний образовали совместную 

лабораторию LIFE (Laboratory for International Fuzzy Engineering - Международная 
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лаборатория разработок, основанных на нечеткой логике), японское правительство 

финансировало пятилетнюю программу по нечеткой логике, включающую 19 

различных проектов - от систем оценки глобального загрязнения атмосферы и 

предсказания землетрясений до автоматизированных систем управления 

заводскими цехами и складами.  

Имеется целый ряд обстоятельств, которые объясняют причины столь 

впечатляющей популярности нечеткой логики в Японии. Во-первых, нечеткая 

логика поддерживает разработку быстрого прототипа технического устройства с 

последующим усложнением его функциональности, что характерно для стиля 

работы японских инженеров. Во-вторых, нечеткая логическая модель более проста 

для понимания, чем аналогичная математическая модель на основе 

дифференциальных или разностных уравнений. В-третьих, нечеткие модели 

оказываются более простыми для своей аппаратной реализации по сравнению с 

классическими алгоритмами управления техническими системами.  

Пионером в применении нечеткой логики в бытовых изделиях выступила 

фирма Matsushita. В феврале 1991 года она анонсировала первую 

«интеллектуальную» стиральную машину, в системе управления которой 

сочетались нечеткая логика и нейронная сеть. Автоматически определяя нечеткие 

входные факторы (объем и качество белья, уровень загрязненности, тип порошка и 

т. д.), стиральная машина безошибочно выбирала оптимальный режим стирки из 

3800 возможных вариантов. А спустя пару лет использование приемов нечеткой 

логики в производстве японской бытовой техники стало повсеместным. Например, 

компании Fishel и Sanyo производят нечеткие логические видеокамеры, в которых 

применяется нечеткая фокусировка и стабилизация изображения.  

Компания Mitsubishi выпустила  первый в мире автомобиль, где управление 

каждой системой основано на нечеткой логике. При этом Mitsubishi также 

производит «нечеткий» кондиционер, который управляет изменением температуры 

и влажности в помещении согласно человеческому восприятию степени комфорта. 

Компания Nissan разработала «нечеткую» автоматическую трансмиссию и 
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«нечеткую» противоскользящую тормозную систему и реализовала их в одном из 

своих последних автомобилей повышенной комфортности.  

Японский город Сендай имеет метрополитен с 16 станциями, который 

управляется нечетким компьютером. При этом нечеткий компьютер регулирует 

процессы ускорения и торможения поездов метро, делая на 70% меньше ошибок, 

чем соответствующий человек-оператор.  

На фондовом рынке Токио используется несколько трейдерных систем, 

основанных на нечеткой логике, которые превосходят по скоростным и 

динамическим характеристикам традиционные информационные системы. В 

Японии имеются также «нечеткие» системы управления уличным движением, 

«нечеткие» тостеры, «нечеткие» рисовые печи, «нечеткие» пылесосы и многие 

другие бытовые и технические устройства.  

Только в начале 1990-х гг. ведущие европейские корпорации поняли, что они 

практически уступили Японии одну из ключевых современных технологий. С 

этого времени были предприняты серьезные усилия наверстать упущенные 

возможности в этой области. Именно в этот период в Европе появилось более 200 

видов промышленных изделий и устройств, в которых были реализованы нечеткие 

модели. Это были, главным образом, бытовые приборы, которые 

характеризовались более эффективной экономией электроэнергии и 

водопотребления без дополнительного увеличения цены изделия. Другие 

промышленные приложения относились к автоматизации производства, включая 

управление химическими и биологическими процессами, управление станками и 

сборочными конвейерами, а также различные интеллектуальные датчики.  

Поскольку этим приложениям сопутствовал коммерческий успех, в настоящее 

время нечеткая логика рассматривается как стандартный метод проектирования и 

получила широкое признание среди инженеров и проектировщиков. Известны 

приложения из области теле- и радиосвязи, направленные на устранение влияния 

отраженных ТВ-сигналов и радиосигналов. Предложены и реализованы 

программные алгоритмы для сетевой маршрутизации и распознавания речи на 
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основе нечеткой логики. В настоящее время в США развернуты серьезные 

исследования по нейро-сетевым технологиям. Все эксперты соглашаются с тем, 

что комбинация нейронных сетей и нечеткой логики будет следующим серьезным 

шагом в дальнейшем прогрессе высоких технологий.  

Лишь  в конце 90-х гг. со стороны российской научной элиты  появился 

интерес к исследованиям в области экономики, бизнеса и финансов, построенным 

на принципах нечетких множеств. Начиная с 1995 г., на российском рынке стали 

появляться программные продукты для персональных компьютеров, рассчитанные 

на их массовое использование. Именно с этого момента большинство 

повседневных задач, в которых возникает необходимость приближенного задания 

условий и, соответственно, получения столь же приближенных результатов, стало 

возможным быстро и с приемлемой точностью решать, не прибегая к помощи 

программистов. Математический аппарат, предоставляющий такие возможности, 

детально описанный в специальной литературе и в полной мере реализованный в 

программных пакетах, спрятан «за кадром», что делает процесс освоения этих 

инструментов более доступным и интуитивно понятным для любого пользователя.  

В октябре 2002 г. состоялась международная конференция в Минске, где 

целая секция была посвящена нечетко-множественным исследованиям в 

экономике. С 17 по 20 июня 2004 г. в Санкт-Петербурге проводилась 

международная научно-практическая конференция «Нечеткие множества и мягкие 

вычисления в экономике и финансах», на которой было представлено свыше 60 

докладов ученых более чем из 20 стран мира. Результаты конференции показали, 

что в мировом научном сообществе накоплен огромный запас знаний по 

применению нечетких множеств и мягких вычислений в экономических и 

финансовых задачах. Однако степень реализации этих знаний невелика, поскольку 

в глазах большинства лиц, принимающих решения о финансировании 

соответствующих проектов, они были и остаются некоторой экзотикой. Более того, 

в силу относительной новизны направления многие работники, от которых зависит 

судьба соответствующих проектов, не имеют даже слабого представления о том, 

что такое нечеткие множества и мягкие вычисления.  
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Большим достижением для России в области нечетко-множественного 

анализа и моделирования можно считать то, что программные продукты, 

содержащие элементы нечеткой логики, созданные отечественными учеными, уже 

начали продаваться. Так, Пенсионный фонд РФ приобрел решение по оптимизации 

фондового портфеля от Siemens Business Services Russia. Научную основу этого 

решения составили разработки доктора экономических наук А.О. Недосекина, 

являющегося главным консультантом и бизнес-аналитиком департамента 

программных проектов вышеуказанной организации.  

Стоит отметить российских ученых, внесших огромный вклад в развитие 

данного научного направления в последние годы: А.О. Недосекин , А. Овсянко, 

К.И. Воронов, О.Б. Максимов, Г.С. Павлов, С.Н Фролов.  

Важным для России шагом в развитии данной науки можно считать 

регистрацию российского представительства в лаборатории международных 

нечетко-множественных исследований в области экономики IFEL Rus (International 

Fuzzy Economics Lab) со штаб-квартирой в Москве и регистрацию лабораторией 

своего собственного печатного издания научно-практической направленности - 

журнала «Банки и Риски». Первый номер  журнал «Банки и риски»  вышел в 2005 

году. Журнал просуществовал 3 года, было выпущено 10 номеров. 

В мае 2002 года Институт Проблем Управления РАН и компания Softline при 

участии компании MathWorks провели первую открытую Всероссийскую научную 

конференцию «Проектирование научных и инженерных приложений в среде 

MATLAB».  Работа конференции проходила по следующим направлениям: 

 MATLAB - система инженерных и научных расчетов, 

 Применение пакетов прикладных программ для решения практических задач, 

 Моделирование и исследование динамических систем, 

 Нейронные сети и их приложения, 

 Имитационное моделирование. Simulink и Stateflow, 

 MATLAB в Интернете и образовании. 

Было принято  решение проводить конференцию регулярно. Конференция 

«Проектирование научных и инженерных приложений в среде MATLAB». 
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 проводилась в 2004, в 2007, в 2009 и 2011 г. В настоящее время практически 

каждая научная  конференция по математике и информатике имеет секцию, на 

которой освещаются вопросы развития и применения нечёткой математики.  

Однако некоторые современные ученые до сих пор считают теорию нечеткой 

логики шаманством и лженаукой, а ее авторов - баламутами и возмутителями 

спокойствия…   

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ: 

1. Что Вы раньше слышали или читали о нечёткой математике?  

2. Как соотносятся между собой классическая и нечёткая математика? 

3. В чём принципиальное отличие нечёткой математики от классической? 

4. Каковы сферы приложений нечёткой математики? 

5. Какие синонимы используются для прилагательного «нечёткий» в контексте 

изучаемой дисциплины. 

6. Разделяете ли Вы мнение Барталамея Коско, о том, что «два тысячелетия 

назад человечество сделало роковую ошибку, заложив в фундамент науки не 

зыбкую поэтику ранних восточных философий, а выхолощенную двоичную логику 

Аристотеля»? 

7. В чём Вы видите причины того, что некоторые современные ученые до сих 

пор считают нечёткую математику шаманством и лженаукой, а ее авторов - 

баламутами и возмутителями спокойствия? 

8.  Почему Россия  отстала от передовых стран мира в развитии и приложениях 

нечёткой математики? 

9. В каких областях деятельности применяются приложения нечёткой 

математики в России? 

 

 

 
 



13 

 

ТЕМА 2. НЕЧЁТКИЕ МНОЖЕСТВА 

Учебные вопросы: 

1. Определение нечеткого множества. 

2. Прямые и косвенные способы задания функций принадлежности. 

3. Основные характеристики нечёткого множества: носитель, высота, ядро, 

точки перехода, границы нечёткого множества, множество α-уровня, 

ближайшее чёткое множество. 

4. Виды функций принадлежности: треугольные, трапециевидные, S-образные 

и Z-образные. 

5. Сравнение нечётких множеств.  

6. Операции над нечёткими множествами. 

7. Расстояние между нечёткими множествами. 

8. Индексы нечёткости. 

Изучив  данную тему, студент должен: 

знать: 

1. определение нечёткого множества; 

2. способы задания нечёткого множества; 

3. определения характеристик нечёткого множества; 

4. виды функций принадлежности; 

5. определение равенства и включения нечётких множеств; 

6. определение максминных операций объединения, пересечения, разности, 

симметрической разности, дополнения нечётких множеств; 

7. формулы для определения линейного и квадратичного расстояния между 

множествами, формулы относительного расстояния между множествами; 

8. формулы для вычисления индексов нечёткости. 

уметь: 

1. задавать конечные и бесконечные нечёткие множества, используя прямые и 

косвенные методы; 

2. находить характеристики нечёткого множества; 
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3. задавать аналитически и графически нечёткие множества, характеризуемые 

различными видами функций принадлежности; 

4. сравнивать нечёткие множества; 

5. уметь доказывать свойства операций над нечёткими множествами; 

6. уметь находить расстояние между множествами и индексы нечёткости. 

понимать: 

1. смысл операций над нечёткими множествами; 

2. смысл понятий расстояние между множествами, относительное 

расстояние между множествами, индекс нечёткости. 

Методические рекомендации по изучению темы: 

При освоении темы необходимо: 

 изучить учебный материал по теме 2 «Нечёткие множества»; 

 акцентировать внимание на особенности определения нечёткого множества, 

его основных характеристик, операций по сравнению с соответствующими 

определениями для обычных множеств; 

 после изучения  каждого параграфа темы 2 выполнить упражнения; 

 ответить на контрольные вопросы после каждого параграфа. 

 

 

§ 2.1 ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

НЕЧЁТКОГО МНОЖЕСТВА 

Пусть Х универсальное множество (универсум), то есть множество, из 

элементов которого образованы все остальные множества, рассматриваемые в 

данном классе задач, А – подмножество множества Х (A Х). 

Характеристическая функция обычного множества А — это функция µА(х), 

значения которой указывают, является ли х Х  элементом множества А:  










Ах

Ах
xA

,0

,1
)(  

Особенностью этой функции является бинарный характер ее значений.  
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С точки зрения характеристической функции, нечеткие множества есть 

естественное обобщение обычных множеств, когда мы отказываемся от бинарного 

характера этой функции и предполагаем, что она может принимать любые 

значения на отрезке [0,1]. В теории нечетких множеств характеристическая 

функция называется функцией принадлежности, а ее значение  µА(х) степенью 

принадлежности элемента x нечеткому множеству A. Функция принадлежности 

указывает степень (или уровень) принадлежности элемента x множеству A. 

Дадим строгое определение нечёткого множества. 

Определение 2.1 

Пусть Х – универсальное множество,  множество А – подмножество Х  (A

Х). Нечетким множеством А называется совокупность упорядоченных пар вида:<x, 

µА(х) >, где х Х, а µА(х) - функция принадлежности, которая  ставит в 

соответствие каждому элементу х Х некоторое действительное число из 

отрезка[0,1]. При этом значение µА(х) =1 для некоторого х Х означает, что 

элемент х определённо принадлежит нечёткому множеству А, а значение µА(х) =0 

означает, что элемент х определённо не принадлежит нечёткому множеству А. 

Остальные значения функции µА(х) из интервала (0,1) означают, что элемент х 

принадлежит множеству А в той или иной степени. 

Нечёткие множества, как и обычные множества, будем обозначать большими 

буквами латинского алфавита: А, B, C, D,… 

Чтобы задать нечёткое множество необходимо:  

1. задать универсальное множество Х;  

2. задать функцию принадлежности µА(х)  каждого элемента  х Х 

нечёткому множеству А. 

Пример 2.1 

Пусть  Х={a, b, c, d, e}, А={<a; 0>,<b; 0,1>,<c; 0,5>, <d;0,9>, <e, 1>}.  

Будем говорить, что элемент  a не принадлежит множеству А, элемент b 

принадлежит ему в малой степени, элемент c более или менее принадлежит, 

элемент d принадлежит в значительной степени, e является элементом множества 

A. 













16 

 

Пример 2.2 

Пусть универсум Х есть множество действительных чисел (Х=R), нечеткое 

множество A обозначает «множество чисел близких к 10». Функцию 

принадлежности µА(х) можно задать следующей формулой: 

 =   1

101



m

x , где m N  (рис.1.1).  

Показатель степени m выбирается в зависимости от степени близости чисел к 10. 

Например, для описания «множества чисел очень близких к 10», можно положить 

m=4 (на рисунке соответствующий график изображён пунктирной линией); для 

«множества чисел не очень далеких от 10», m=1(на рисунке соответствующий 

график изображён сплошной линией).  

 

 

Рис.2.1 Функции принадлежности нечётких множеств  

«числа очень близкие к 10» и «числа не очень далёкие от 10». 

Пример 2. 3 

Пусть Х = {0,1,2,..,10}. Нечеткое множество А – «несколько» можно 

определить следующим образом:  

А = {<3; 0,5>, <4; 0,8>, <5; 1>, <6; 1>, <7; 0,8>,<8;0,5>}.  

Пример 2.4 

Пусть Х = [1,100]  соответствует понятию «возраст», тогда нечеткое 

множество  А «молодой», может быть определено с помощью функции 

принадлежности µА(х): 

                                          





















 




 25,

5
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1
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x
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                                            (1.1)
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Из всех нечётких множеств выделим  два частных случая – пустое 

множество и чёткое множество. 

Пример 2.5 

Нечёткое  множество А называется пустым, если  все элементы этого 

множества имеют значения функции принадлежности равные 0, то есть пустое 

множество – это множество не содержащее элементов.  Пустое множество 

обозначается символом Ø. 

Пример 2.6 

Универсум Х (чёткое множество) является частным случаем нечёткого 

множества. Каждый элемент х∈Х имеет значение функции принадлежности равное 

1. 

Опишем способы задания нечётких множеств. Функция принадлежности µА(х) 

элемента х нечёткому множеству А – это субъективная мера того, насколько х 

соответствует понятию, смысл которого формализуется нечётким множеством А. 

Под субъективной мерой понимается определяемая опросом экспертов степень 

соответствия элемента х понятию, формализуемому нечётким множеством А. 

В приведенных выше примерах использованы прямые методы, когда эксперт 

либо просто задает для каждого х Х значение µА(х), либо определяет функцию 

принадлежности в виде графика или аналитически. Как правило, прямые методы 

задания функции принадлежности используются для измеримых понятий, таких 

как скорость, время, расстояние, давление, температура и т.д. 

 Во многих задачах при характеристике объекта можно выделить набор 

признаков и для каждого из них определить полярные значения, соответствующие 

значениям функции принадлежности 0 или 1.  

Пример 2.7 

Рассмотрим задачу  распознавания лиц людей. В таблице 2.1 представлены  

признаки для описания лица человека и соответствующие им полярные значения. В 

данном примере в качестве универсального множества выступает множество 

признаков Х={x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9}. Для конкретного лица А эксперт, 
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исходя из приведенной шкалы, задает для каждого  х Х значение µА(х), формируя 

нечёткое множество: 

А={ < x1; )( 1xA >,  < x2; )( 2xA >,... ,< x9; )( 9xA >}. 

 

Таблица 2.1 

 элемент 

множества 

 Х 

признак  

полярное значение, соответствующее 

значению функции принадлежности 

0 1 

x1 высота лба Низкий Широкий 

x2 профиль носа Курносый Горбатый 

x3 длина носа Короткий Длинный 

x4 разрез глаз Узкие Широкие 

x5 цвет глаз Светлые Темные 

x6 форма подбородка Остроконечный Квадратный 

x7 толщина губ Тонкие Толстые  

x8 цвет лица Темный Светлый 

x9 очертание лица Овальное Квадратное  

 

При прямых методах используются также групповые прямые методы, когда, 

например, группе из m экспертов надо решить вопрос о принадлежности элемента 

х Х нечёткому множеству А. Обозначим через n1 число экспертов, решивших этот 

вопрос утвердительно, а через n2 – отрицательно (n1+ n2  =m). Тогда значение 

функции принадлежности для элемента х находится по формуле: 

                                      21

1)(
nn

n
xA


                                                             (2.2) 

Это схема самая простая, но и самая грубая. 

Косвенные методы определения значений функции принадлежности 

используются в случаях, когда нет элементарных измеримых свойств, через 

которые определяется интересующее нас нечеткое множество. Как правило, это 
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методы количественных парных сравнений степеней принадлежности. Такая 

схема допускает и одного эксперта.  

Результатом опроса эксперта является  матрица Мn×n =(aij) (1.3), i, j=1, 2,…n, 

где n  число точек, в которых сравниваются значения степени принадлежности.  

                               

M
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a21

a31

..
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..
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a3n

..
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                                                   (2.3) 

Число aij показывает во сколько раз, по мнению эксперта, степень 

принадлежности  )( iA x  больше )( jA x . При этом эксперт оперирует понятиями, 

представленными в таблице 2.2. 

            Таблица 2.2 

Смысл сравнения )( iA x и )( jA x  mij 

)( iA x  равна )( jA x  1 

)( iA x  немного больше )( jA x  3 

)( iA x  больше )( jA x  5 

)( iA x  заметно больше )( jA x  7 

)( iA x намного больше )( jA x  9 

Значения промежуточные по степени между перечисленными 2, 4, 6, 8 

  

Элементы, симметричные относительно диагонали матрицы, должны 

удовлетворять требованию: 

                                                     𝑎𝑖𝑗= 
1

𝑎𝑖𝑗
 .                                                              (2.4) 

Это условие означает, что если степень принадлежности элемента хi в 𝑎𝑖𝑗 раз 

сильнее элемента степени принадлежности элемента хj, то степень принадлежности 

элемента хj должна быть в 
1

𝑎𝑖𝑗
 раз сильнее степени принадлежности элемента хi. 

Задача построения функции принадлежности сводится к нахождению собственного 

вектора В матрицы Мn×n, соответствующего наибольшему собственному значению 

матрицы, то есть вектора, который является решением уравнения: 
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                                         Мn×n ∙В= В∙λmax,                                                              (2.5)                              

где λmax  - наибольшее собственное значение матрицы.  

Опишем построение вектора В. Сначала найдём компоненты вектора В' по 

формуле 1.6, то есть каждая компонента  b1,b2,…,bn вектора В'  вычисляется из 

элементов соответствующей строки матрицы Мn×n как среднее геометрическое 

элементов строки матрицы: по первой строке матрицы находится компонента b1, по 

второй строке находится компонента b2 ,…, по n строке находим компоненту bn.  

                        bi=√𝑎𝑖1 ∙ 𝑎𝑖2 ∙ ∙∙∙∙ 𝑎𝑖𝑛
𝑛

, где i=1,…,n                                                       (2.6) 

    

Затем вектор В'={b1,b2,…,bn} нормализуется по формуле 2.7. Для этого 

вычисляется сумма компонент вектора ∑ 𝑏𝑖𝑛
𝑖=1 .Затем каждая компонента  

b1,b2,…,bn делится на найденную сумму. Таким образом, получаем вектор В 

матрицы М: 

                           В= {
𝑏1

∑ 𝑏𝑖𝑛
𝑖=1

;
𝑏2

∑ 𝑏𝑖𝑛
𝑖=1

; … ;
𝑏𝑛

∑ 𝑏𝑖𝑛
𝑖=1

}                                                        (2.7)        

Компоненты вектора В и есть искомые значения функции принадлежности 

элементов нечёткого множества. 

Пример 2.8 

Пусть на множестве Х={х1,х2,х3} задано нечёткое отношение А. В результате 

опроса экспертов построена матрица парных сравнений М: 

М = (
1 0.1 0.7
0.9 1 0.2
0.3 0.4 1

) 

1) Найдём компоненты вектора В' по формуле 2.6: 

b1=√1 ∙ 0.1 ∙ 0.7
3

=0.000343; b2=√0.9 ∙ 1 ∙ 0.2
3

=0.562642; 

b3=√0.3 ∙ 0.4 ∙ 0.2
3

=0.288449. В'={0.000343, 0.562642, 0.288449}. 

2) Нормализуем вектор В' по формуле 2.7: 

b1+b2+b3= 0.851434; В={0, 0.66, 0.34}. 

Таким образом нечёткое множество А имеет вид:  

А={<х1;0>, <x2; 0.66>, <x3; 0.34>}. 
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Рассмотрим особенности построение функции принадлежности на 

непрерывном множестве. Выбор вида функции принадлежности и её параметров 

определяется в большей степени опытом и интуицией экспертов. В таблице 2.3 

приведены некоторые простейшие функции, которые можно предложить эксперту 

для задания функции принадлежности множества А «средняя величина». 

Таблица 2.3 

 
 

В таблице 2.4 приведены некоторые простейшие функции, которые можно 

предложить эксперту для задания функции принадлежности множества А 

«большая величина».                                      

                                                      Таблица 2.4 
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В ряде случаев исследователь может задать самостоятельно функцию, исходя 

из личного опыта. В более сложных и ответственных случаях задание функции 

принадлежности нечётких множеств выполняется с привлечением группы 

экспертов с последующей обработкой их оценок. 

Введём определения основных характеристик нечётких множеств. 

Пусть A - нечеткое множество с элементами из универсального множества X. 

Определение 2.2  

Величина h= )(sup xA
Xx




  называется высотой нечеткого множества A.  

Определение 2.3 

Нечеткое множество A нормально, если его высота равна 1, т.е. )(sup xA
Xx




=1.  

Определение 2.4 

 Если  )(sup xA
Xx




<  1, то нечеткое множество называется субнормальным.   

Непустое субнормальное множество можно нормализовать по формуле:       

)(sup

)(
)(

x

x
x

A
Xx

A
A








 . 

Определение 2.5 

Нечеткое множество А  унимодально, если µА(х)=1 только на одном элементе x 

Х. Этот элемент х называют модальным значением или модой нечёткого 

множества.  

Определение 2.6 

Носителем нечеткого множества A является обычное подмножество sA  

множества Х, которое содержит те и только те элементы Х, для которых значения 

функции принадлежности нечёткого множества А не равны 0, т.е. As={x| x Х, 

µА(х)>0}. 

 Определение 2.7 

Нечёткое множество называется конечным, если его носитель конечное 

множество. В противном случае множество называется бесконечным. 
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Определение 2.8 

Множество ТА, состоящее из элементов x Х , для которых =0.5 

называются точками перехода нечёткого множества A, т.е.  

TA={x| x Х, µА(х)=0.5}. 

Определение 2.9 

Границами GA нечёткого множества А называются такие элементы 

универсума Х, для которых значения функции принадлежности  отличны от 0 

и 1, т.е. GА={ ,Ххх  0< <1}. 

Определение 2.10 

 Ядром нечёткого множества А называют обычное множество А1, элементы 

которого удовлетворяют условию:  А1 ={ Ххх  |µA(х)=1}. 

Определение 2.11 

Множеством уровня  ( - срезом) нечеткого множества A называется 

четкое подмножество универсального множества X, определяемое по формуле Аα 

={ Ххх  |µA(х)≥α} , где  1,0 . 

Множество строгого α - уровня определяется в виде Аα ={ Ххх  |µA(х)>α}. В 

частности, носителем нечеткого множества А является множество элементов, для 

которых  µA(х)>0.  

Определение 2.12 

Четкое множество A , ближайшее к нечеткому множеству А, состоит из тех 

элементов универсума, для которых значения функции принадлежности µA(х)>0.5, 

а элементы, у которых µA(х)=0.5 могут принадлежать или могут не принадлежать 

множеству  A ,  то есть характеристическая функция множества A определяется 

следующим образом:  

µА*(х)={

0, если µA(х) < 0.5  

1, если µA(х) > 0.5

0 или 1, если µA(х) = 0.5
  

 

 

 )(xA



)(xA

)(xA
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Пример 2.9 

a. Найдём характеристики нечёткого множества из примера 3:  

 высота множества h=1;  

 множество нормально;  

 множество не является унимодальным;  

 носитель sA ={3, 4, 5, 6, 7, 8};  

 точки перехода ТА ={3, 8};  

 границы GА={3, 4, 7, 8}; А1 ={5, 6};  

 множество конечное. 

b. Найдём множество уровня 0,6 ( =0,6):  А0,6  ={4, 5, 6, 7}. 

c. Найдём чёткое множество A , ближайшее к А: A = {4, 5, 6, 7}.  

Заметим, что в качестве A  можно взять множество A  = {3, 4, 5, 6, 7, 8}.  

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Задайте следующие нечёткие  множества:  

a) «описание лица знакомого человека»,  используя  таблицу 2.1 (пример 2.7); 

b) «действительные числа, приближённо равные 0» на универсуме  

Х={-2,-1,0,1,2}, используя метод количественных парных сравнений (таблица 

1.2) 

c) «средняя скорость автомобиля»; 

d) «горячий напиток»;  

e) «высокий уровень доходов». 

2. Найдите основные характеристики множеств из упражнения 1. 

3. Приведите 5 примеров нечётких множеств, обладающих следующими 

характеристиками:  

a) А1  субнормально;  

b) А2 унимодально и бесконечно;  

c) А3  не содержит точек перехода и нормальное;  

d) А4 конечно и не содержит ядро; 

e) А5 бесконечно и не содержит границы. 
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4. Для каждого нечёткого множества из упражнения 1 постройте множества 

уровня 0,4. 

5. Для каждого нечёткого множества из упражнения 1 постройте ближайшее 

чёткое множество. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ: 

1. В чём принципиальная разница между обычным множеством и 

нечётким множеством? 

2. Можно ли задать обычное множество как нечёткое?  

3. В чём разница между описанием конечного и бесконечного нечёткого 

множества? 

4. Какие характеристики нечётких множеств имеют смысл для обычных 

множеств? Ответ аргументируйте. 

 

§ 2.2  ВИДЫ ФУНКЦИЙ ПРИНАДЛЕЖНОСТИ 

Формальное определение нечёткого множества не накладывает никаких 

ограничений на выбор конкретной функции принадлежности для его 

представления. Однако на практике удобно использовать те из них, которые 

представляют аналитическое представление в виде некоторой простой 

математической функции. Рассмотрим кусочно-линейные функции 

принадлежности. В качестве универсума выберем множество действительных 

чисел  (Х=R).  

Треугольная функция принадлежности в общем случае может быть задана 

аналитическим выражением: 

𝑓∆(𝑥; 𝑎, 𝑏, 𝑐) =

{
 
 

 
 

0 , если х ≤ 𝑎
𝑥−𝑎 

𝑏−𝑎
 , если 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

𝑐−𝑥

𝑐−𝑏
 , если 𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐

0 , если с ≤ х 

  ,                                    (2.8) 

где а, b, c – некоторые числовые параметры, принимающие произвольные 

действительные значения и упорядочены отношением: 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐. 
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Рис.2.2 Графики функций принадлежности треугольной (a), трапециевидной (b) 

 

Параметры а и c характеризуют основание треугольника, а параметр b – его 

вершину. Эта функция принадлежности порождает нормальное выпуклое 

унимодальное нечёткое множество с носителем – интервалом (а,с), границами 

(а,с)\{b}, ядром {b} и модой b. 

Трапециевидная функция принадлежности в общем случае может быть задана 

следующим аналитическим выражением: 

𝑓т(𝑥; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) =

{
 
 

 
 

0 , если х ≤ 𝑎
𝑥−𝑎 

𝑏−𝑎
 , если 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

𝑑−𝑥

𝑑−𝑐
 , если 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑

0 , если 𝑑 ≤ х 

,                                       (2.9) 

где а, b, c, d – некоторые числовые параметры, принимающие произвольные 

действительные значения и упорядочены отношением: 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 ≤ 𝑑. 

Параметры а и d характеризуют нижнее основание трапеции, а параметры b и c 

верхнее основание трапеции. Эта функция принадлежности порождает нормальное 

выпуклое нечёткое множество с носителем – интервалом (а,d), границами 

(а,b)∪(c,d) и  ядром [b, с]. 

Эти функции используются для задания таких свойств множеств, которые 

характеризуются неопределённостью типа: «приблизительно равно», «среднее 

значение», «расположен в интервале», «подобен объекту», «похож на предмет» и 

др. Они также служат для представления нечётких чисел и интервалов, которые 

будут рассмотрены ниже. 
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Z-образные и S-образные функции принадлежности также получили своё 

название по виду кривых, которые представляют их графики.  

 

Рис.2.3 Графики линейной Z-образной (a) и S-образной (b) функций 

принадлежности. 

 

Первая из функций этой группы называется Z-образной кривой или сплайн-

функцией и в общем случае аналитически может быть задана следующим 

выражением: 

             𝑓𝑧(𝑥; 𝑎, 𝑏) = {

1 , если 𝑥 ≤ 𝑎
𝑏−𝑥

𝑏−𝑎
, если 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

0, 𝑏 ≤ 𝑥

,                                               (2.10)                            

где a и b – некоторые числовые параметры, принимающие произвольные 

действительные значения и упорядоченные отношением a< 𝑏. График этой 

функции для некоторого нечёткого множества А изображён на рисунке 2.3 (a). 

Линейные Z-образные функции используются для представления таких 

нечётких множеств, которые характеризуются неопределённостью типа «низкое 

качество», «незначительная величина», «низкий уровень доходов или цен», 

«низкая процентная ставка». 

Вторая из этих функций в общем случае может быть задана аналитически 

следующим выражением: 

             𝑓𝑠(𝑥; 𝑎, 𝑏) = {

0 , если 𝑥 ≤ 𝑎
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
, если 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

1, 𝑏 ≤ 𝑥

  ,                                               (2.11) 
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где a и b – некоторые числовые параметры, принимающие произвольные 

действительные значения и упорядоченные отношением: a< 𝑏. График этой 

функции для некоторого нечёткого множества А изображён на рисунке 2.4 (b). 

Данные функции принадлежности порождают нормальные выпуклые нечёткие 

множества с границами (а,b). 

Линейные S-образные функции используются для представления таких 

нечётких множеств, которые характеризуются неопределённостью типа «отличное 

качество», «значительная величина», «высокий уровень доходов и цен», «высокая 

норма прибыли», «высокое качество услуг». 

 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Задайте нечёткие множества, характеризующиеся неопределённостью типа:  

a) «отличное качество»,  

b)  «высокий уровень доходов и цен»,  

c) «высокая норма прибыли»,  

d)  «приблизительно равно»,  

e)  «расположен в интервале»,  

f)  «низкое качество», 

g)  «незначительная величина» 

h)  «значительная величина»,  

i) «средний уровень доходов и цен». 

Задайте формулы функций принадлежности, постройте графики. 

2. Найдите основные характеристики множеств, построенных в упражнении 1. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Как измениться формулы и графики кусочно-линейных функций 

принадлежности, если их рассматривать на множестве N натуральных чисел? 

На множестве Z целых чисел? 

2. К какому виду принадлежит график функции принадлежности универсума? 

Пустого множества? 
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3. Приведите примеры нечёткого множества, функции принадлежности 

которых не относятся  к треугольным, трапециевидным, S-образным и Z-

образным функциям принадлежности. 

 

§2.3 СРАВНЕНИЕ НЕЧЁТКИХ МНОЖЕСТВ, ОПЕРАЦИИ НАД 

НЕЧЕТКИМИ МНОЖЕСТВАМИ 

То или иное нечёткое множество является обобщением классического 

множества. Поэтому любое определение той или иной операции над нечёткими 

множествами должно быть справедливо и в том случае, когда эти операции 

применяются к обычным множествам. 

Сравнение нечётких множеств или выполнение над ними операций возможно 

только в том случае, когда эти нечёткие множества определены на одном и том же 

универсуме Х. 

Пусть нечёткие множества А и В заданы на универсуме Х. 

Определение 2.13 

Говорят, что A содержится в B, если  для всех элементов  х Х выполняется 

условие: . Обозначение: A  B. Иногда используют термин 

«доминирование», т.е. в случае,  когда A   B, говорят, что B доминирует A.  

Определение 2.14 

 A и B равны, если  для всех элементов х Х выполняется условие: 

)()( xx BA   . Обозначение: A = B.  

Пусть нечёткие множества А и В заданы на универсуме Х. 

 Определение 2.15 

Множество  A  является дополнением множества А,  если  для всех элементов  

х Х выполняется условие: )(1)( xx AA
  .  

Определение 2.16 

Объединением нечётких множеств А и В называется нечёткое множество 

BA , функция принадлежности которого имеет вид:  )(),(max)( xxx BABA  
  

(максминное объединение). 



)()( xx BA   
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Определение 2.17 

Пересечением нечётких множеств А и В называется нечёткое множество 

BA , функция принадлежности которого имеет вид:  )(),(min)( xxx BABA  
 

(максминное пересечение). 

Пример 2.10 

 Пусть  нечеткие множества А: «от 5 до 8» и В: «около 4» , заданны своими 

функциями принадлежности на множестве действительных чисел R (рис.2.4).  

 

Рис. 2.4 

Тогда, используя максиминные операции пересечения и объединения и 

операцию дополнения, мы получим множества, изображенные на рис.2.5. 

 

Рис.2.5 

Определение 2.13 

Разностью нечётких множеств А и В называется нечёткое множество А\B, 

функция принадлежности которого имеет вид:  )(1),(min)(/ xxx BAВA   .  

Определение 2.14 

Симметрической разностью нечётких множеств А и В называется нечёткое 

множество АB, функция принадлежности которого имеет вид: 

    )(),(1min;)(1),(minmax)( xxxxx ABBAВA  
.  

Рассмотрим свойства максминных операций объединения и пересечения. 

Пусть А, В, С  нечеткие множества заданны на универсуме Х. Тогда 

выполняются следующие свойства:  
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1. 








ABBA

ABBA
 коммутативность операций объединения и пересечения; 

2. 
   

    







CBACBA

CBACBA
ассоциативность операций объединения и 

пересечения; 

3. 








AAA

AAA
идемпотентность операций объединения и пересечения (для  

граничных операций не выполняется); 

4. 
   

    







)(

)(

CABACBA

CBCACBA
дистрибутивность операций пересечения 

относительно объединения и объединения относительно пересечения (для  

граничных операций не выполняется). 

5. ABAABAA  )()(  - поглощение одного из нечётких множеств при 

операциях объединения и пересечения. 

6. A Ø=А; A Ø=Ø; A Х=Х; A Х=А – универсальная верхняя и нижняя 

границы операций объединения и пересечения. 

7. AA  - двойное дополнение нечёткого множества. 

8. 










BABA

BABA
 законы де Моргана 

Особенность рассматриваемых операций над нечёткими множествами состоит 

в том, что для них не выполняются закон исключённого третьего и закон 

тождества, то есть в общем случае имеют место неравенства: 𝐴 ∪ �̅� ≠ Х, 𝐴 ∩ �̅� ≠ Ø. 

Рассмотренные операции над нечёткими множествами получили наибольшее 

распространение при решении практических задач нечёткого моделирования, так 

как эти операции наиболее естественны для интуитивного представления 

неопределённости, связанной с использованием соответствующим им логических 

связок «и», «или», «не»  (см. табл.2.5), а также удовлетворяют свойствам 1-8, что в 

максимальной степени приближает структуру нечётких множеств к булевой 

алгебре.            
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                                                                                                     Таблица 2.5                                                                                                                                                 

Операция  Свойства нечётких множеств, полученных в результате 

операций 

А∪В=С Элементы нечёткого множества С обладают свойствами 

элементов нечёткого множества А или свойствами элементов 

нечёткого множества В. 

А∩В=Д Элементы нечёткого множества Д обладают свойствами 

элементов нечёткого множества А и  свойствами элементов 

нечёткого множества В. 

A  Элементы нечёткого множества  

A  не обладают свойствами элементов нечёткого множества А. 

А\В=F Элементы нечёткого множества F обладают свойствами 

элементов нечёткого множества А, но не обладают  свойствами 

элементов нечёткого множества В. 

А∆В=G Элементы нечёткого множества G обладают свойствами 

элементов нечёткого множества А, но не обладают  свойствами 

элементов нечёткого множества В или обладают свойствами 

элементов нечёткого множества В, но не обладают  свойствами 

элементов нечёткого множества А. 

 

Максминные операции объединения и пересечения нечётких множеств не 

являются единственными. Рассмотрим альтернативные операции пересечения и 

объединения. 

Определение 2.15 

 Алгебраическим объединением нечётких множеств А и В называется нечёткое 

множество D=А+В, заданное на том же универсуме Х, функция принадлежности 

которого имеет вид: )()()()()( xxxxx BABAD   . 

Определение 2.16 

Алгебраическим пересечением нечётких множеств А и В называется нечёткое 

множество С=А·В, заданное на том же универсуме Х, функция принадлежности 

которого имеет вид: )()()( xxx BAC   . 

Пример 2.17 

Пусть на универсуме Х={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} заданы нечёткие множества А  

и В:  А - «небольшое натуральное число», А={<1, 1>,<2, 1>, <3, 0.9>,  
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<4, 0.8>, <5, 0.6>, <6, 0.5>, <7, 0.4>, <8, 0.2>, <9, 0.1> }, В – «натуральное число, 

приближённо равное 2», В={<1, 0.5>,<2, 1>, <3, 0.6>, <4, 0.4>, <5, 0.2>,  

<6, 0>, <7, 0>, <8, 0>, <9, 0> }. Найдём множество D, как результат операции 

алгебраического объединения и множество С, как результат алгебраического 

пересечения. D= {<1, 1>,<2, 1>, <3, 0.96>, <4, 0.88>, <5, 0.68>, <6, 0.5>,  

<7, 0.4>, <8, 0.2>, <9, 0.1>}; С= {<1, 0.5>,<2, 1>, <3, 0.54>, <4, 0.32>, <5, 0.12>, <6, 

0>, <7, 0>, <8, 0>, <9, 0> }. 

Для операций алгебраического объединения и пересечения имеют место лишь 

некоторые из свойств, аналогичные свойствам теоретико-множественных 

операций.  

Пусть А, В, С  нечеткие множества, заданные на универсуме Х. Тогда 

выполняются следующие свойства:  

9. 








ABBA

ABBA
 коммутативность операций алгебраического 

объединения и пересечения; 

10. 
   

    







CBACBA

CBACBA
ассоциативность операций алгебраического 

объединения и пересечения; 

11. A Ø=А; A Ø=Ø; A Х=Х; A Х=А – универсальная верхняя и нижняя 

границы операций объединения и пересечения. 

12. 










BABA

BABA
 законы де Моргана 

Остальные законы в общем случае не выполняются. 









AAA

AAA
идемпотентность операций алгебраических операций объединения и 

пересечения; 

   
    








)(

)(

CABACBA

CBCACBA
дистрибутивность алгебраических операций пересечения 

относительно объединения и объединения относительно пересечения. 
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ABAA  )(  - поглощение одного из нечётких множеств при операциях 

алгебраического объединения и пересечения ABAA  )( . 

 AA  Ø, XAA  - закон исключённого третьего и закон тождества. 

Определение 2.18 

Граничным объединением нечётких множеств А и В называется нечёткое 

множество D=АВ, заданное на том же универсуме Х, функция принадлежности 

которого имеет вид:  )()(,1min)( xxx BAD   . 

Определение 2.19 

Граничным пересечением нечётких множеств А и В называется нечёткое 

множество С=АВ, заданное на том же универсуме Х, функция принадлежности 

которого имеет вид:  1)()(,0max)(  xxx BAС   

Пример 2.11 

Для нечётких множеств А и В из примера 3.2 найдём множество D, как 

результат операции граничного объединения D=АВ и множество С, как 

результат граничного пересечения С=АВ. D= {<1, 1>,<2, 1>, <3, 1>, <4, 1>, <5, 

0.8>, <6, 0.5>, <7, 0.4>, <8, 0.2>, <9, 0.1>}; С= {<1, 0.5>,<2, 1>, <3, 0.5>,  

<4, 0.2>, <5, 0>, <6, 0>, <7, 0>, <8, 0>, <9, 0>}. 

Замечание: в случае граничных операций не будут выполняться свойства 

идемпотентности и дистрибутивности.  

Определим дополнительные операции над нечёткими множествами 

Определение 2.20 

На основе операции алгебраического произведения  определяется операция 

возведения в степень   нечеткого множества A, где   - положительное число. 

Нечеткое множество A  определяется функцией принадлежности )()( xx A
A

  
.
 

Операцию возведения множества А в степень α=2 называют 

концентрированием и обозначают  CON(A). Операцию возведения множества А в 

степень α=
1

2
 называют растяжением и обозначают  DIL(A). На рис.2.5 

представлены графики функций множества А, CON(A)=А2, DIL(A)=А0.5. 
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Рис. 2.5 

Применение операции концентрирования к нечёткому множеству означает 

уменьшение нечёткости или неопределённости в задании этого множества. Это 

может быть следствием поступления дополнительной информации, которая 

уточняет некоторые аспекты соответствующей  предметной области. Напротив, 

применение операции растяжения означает усиление неопределённости в задании 

нечёткого множества, что может следствием либо потери информации, либо 

поступления информации о дополнительных факторах, не учитываемых в 

исходной нечёткой модели. 

Операция возведения в степень нечёткого множества поможет задать функции 

принадлежности для нечётких множеств в описании которых используются 

модификаторы типа «очень», «слегка» и т.д. (таблица 2.6). 

Таблица 2.6 

Результат 

операции 

Свойства нечётких множеств, полученных в результате 

операций 

𝐴𝑛, где n> 1 Элементы нечёткого множества  𝐴𝑛обладают свойствами 

элементов нечёткого множества А в меньшей степени  

(«слегка», «умеренно» т.д.) 

𝐴𝑛, где 0< 𝑛 < 1 Элементы нечёткого множества  𝐴𝑛обладают свойствами 

элементов нечёткого множества А в превосходной 

степени («очень», «слишком» и т.д.). 

 

Определение 2.20 

Умножение множества на число: если  - положительное число, такое, что 

1)(max 


xA
Xx
 , то нечеткое множество  А имеет функцию принадлежности: 

)()( xx AA   . 
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Определение 2.21 

Пусть nAAA ,...,, 21  нечеткие множества, заданные на универсальном 

множестве Х, а n ,..., 21 - неотрицательные числа, сумма которых равна 1: 

1...21  n . Выпуклой комбинацией nAAA ,...,, 21  называется нечеткое 

множество А с функцией принадлежности: 

)(...)()(),...,,( 221121 21 nAnAAnA xxxxxx
n

  . 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. На множестве Х=[0; 45] задайте бесконечные нечёткие  множества    

А: «высокая температура воздуха», В: «нормальная температура воздуха», 

С: «низкая температура воздуха». Найдите: 

f) Максминное объединение множеств: BA , CA , BC ; 

g) Максминное пересечение множеств: BA , CA , BC ; 

h) Разность множеств:А\B, А\С, С\B; 

i) Дополнение множеств: A , B ,C ; 

j) Симметрическую разность множеств: АB, СB, АС; 

k) Алгебраическое объединение множеств: А+В, А+С, С+В; 

l) Алгебраическое пересечение множеств: А·В, С·В, А·С; 

m) Граничное объединение множеств: АВ, СВ, АС; 

n) Граничное пересечение множеств: АВ, СВ, АС. 

o) А2, А0.5. 

p) 0.5А+0.3В+0.1С. 

2. Докажите свойства 1-8 операций   и   нечётких множеств; 

3. Докажите, что для максминных операций объединения и пересечения в 

общем случае  не выполняются закон исключённого третьего и закон 

тождества: XAA  ,  AA  Ø. 

4. Докажите свойства 9-12 операций алгебраического объединения и 

пересечения нечётких множеств. 
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5. Докажите, что для алгебраических операций объединения и пересечения в 

общем случае  не выполняются законы: идемпотентности, 

дистрибутивности, поглощения,  исключённого третьего, тождества. 

6. Докажите, что для граничных операций объединения и пересечения в общем 

случае не выполняются свойства идемпотентности и дистрибутивности. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Как вы считаете, зачем вводятся альтернативные операции над нечёткими 

множествами. 

2. Обычное множество является частным случаем нечёткого множества. Нет ли 

противоречия в том, что при максминных операциях объединения и 

пересечения нечётких множеств не выполняется законы тождества и 

исключённого третьего, которые имеют место при операциях объединения и 

пересечения обычных множеств? 

3. Приведите пример нечёткого множества А, для которого имеют место 

неравенства 𝐴 ∪ �̅� ≠ Х, 𝐴 ∩ �̅� ≠ Ø. 

 

§ 2.4 РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ НЕЧЁТКИМИ МНОЖЕСТВАМИ. ИНДЕКСЫ 

НЕЧЁТКОСТИ 

Пусть A и B - нечеткие множества, заданные на универсуме Х. Введем 

понятие расстояния  (A, B) между нечеткими множествами. При введении 

расстояния обычно предъявляются следующие требования:  

1. (A, B)  0 - неотрицательность;  

2. (A, B) = (B, A) - симметричность;  

3. (A, B) ≤ (A, C) + (C, B).  

4. (A, A) = 0. 

Определим  расстояния между нечёткими множествами, используя разные 

подходы. 

 Расстояние Хемминга (или линейное расстояние): 

          ρ(A,В)=∑ |µ𝐴 (𝑥𝑖) − µ𝐵(𝑥𝑖)|
𝑛
𝑖=1 ,   (A, B)[0, n].                               (2.1) 

 Евклидово или квадратичное расстояние: 
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(A, B) =    √∑ (µ𝐴(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 − µ𝐵(𝑥𝑖))

2 , (A, B)[0, ].                       (2.2) 

 Относительное расстояние Хемминга: 

(A, B) = 
1

𝑛
 ∑ |µ𝐴 (𝑥𝑖) − µ𝐵(𝑥𝑖)|
𝑛
𝑖=1  , (A, B)[0,1].                               (2.3) 

 Относительное Евклидово расстояние: 

(A, B)=
1

√𝑛
  √∑ (µ𝐴(𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1 − µ𝐵(𝑥𝑖))

2  , (A, B)[0,1].                            (2.4) 

Расстояние Хемминга и квадратичное расстояние, в случае, когда Х 

бесконечно, определяются аналогично с условием сходимости соответствующих 

сумм, а именно: 

 если Х счетное, то    

                                 ρ(A,В)=∑ |µ𝐴 (𝑥𝑖) − µ𝐵(𝑥𝑖)|
∞
𝑖=1 ,                                    (2.5) 

(A, B) =  √∑ (µ𝐴(𝑥𝑖)
∞
𝑖=1 − µ𝐵(𝑥𝑖))

2                                               (2.6) 

 если Х = R (множество действительных чисел), то  

(A, B) =  ∫ |µА (х𝑖) − µ𝐵(𝑥𝑖)|𝑑𝑥
∞

−∞
,                             (2.7) 

(A, B) =  √∫ (µА (х𝑖)− µ𝐵 (х𝑖))
2∞

−∞
dx.                              (2.8) 

Здесь приведены два наиболее часто встречающихся определения расстояния 

между нечёткими множествами. Разумеется, для нечетких множеств можно ввести 

и другие определения расстояния. 

Перейдем к индексам нечеткости или показателям размытости нечетких 

множеств.  

Пусть элементы х∈ Х нечёткого множества А обладают общим 

характеристическим свойством S этого нечёткого множества в той или иной 

степени, что проявляется в значении функции принадлежности  A(x). Если 

элемент х обладает характеристическим свойством S лишь в частной мере, т.е. 

0<A(x)<1, то внутренняя неопределенность, двусмысленность объекта х в 

отношении свойства S проявляется в том, что он, хотя и в разной степени, 

принадлежит сразу двум нечётким множествам: нечёткому множеству А, элементы 

которого обладают свойством S, и нечёткому множеству A элементы которого не 
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обладают свойством S. Эта двусмысленность максимальна, когда степени 

принадлежности элемента х обоим множествам  равны, т.е.  µ𝐴(x) =µ
A

 (x) = 0,5, и 

минимальна, когда объект принадлежит только одному классу, т.е. либо µ𝐴 (x) = 1 

и µ
A

(x) = 0, либо µ𝐴 (x)= 0 и  µ
A

 (x) = 1. 

В общем случае показатель размытости нечеткого множества можно определить в 

виде функции d(A) со значениями во множестве положительных действительных 

чисел R+, удовлетворяющего условиям: 

1. d(A) = 0 тогда и только тогда, когда А - обычное множество;  

2. d(A) максимально тогда и только тогда, когда A(x) = 0.5 для всех xХ.  

3. d(A) = d(B), если A является заострением B, т.е.  

A(x)B(x) при B(x) < 0,5; 

A(x)B(x) при B(x) > 0,5; 

A(x)- любое при B(x) = 0,5.  

4. d(A) = d(�̅�) - симметричность по отношению к 0,5.  

5. d(AB)+d(AB) = d(A)+d(B).  

Замечание. Приведенная система аксиом при введении конкретных 

показателей размытости часто используется частично, т.е., например, 

ограничиваются свойствами 1, 2 и 3, либо некоторые свойства усиливаются или 

ослабляются в зависимости от решаемой задачи. 

Рассмотрим индексы нечеткости (показатели размытости), которые можно 

определить, используя понятие расстояния.  

         Пусть A - нечеткое множество. Обычное множество AХ является 

ближайшим к A, т.е. находится на наименьшем евклидовом расстоянии от 

нечеткого множества A, если функция принадлежности  A  задаётся формулой: 

µA(x)={

0, если µ𝐴(х) < 0,5 

1, если µ𝐴(х) > 0,5

0 или 1, если µ𝐴(х) = 0,5

                                                                (2.9) 
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Обычно принимают A(xi) = 0, если A(xi) = 0,5. 

              Используя понятие обычного множества, ближайшего к нечеткому, введем 

следующие индексы нечеткости нечеткого множества А. 

 Линейный индекс нечеткости: 

               d(A)=
2

𝑛
 ρ(A, A),                                                                                      (2.10) 

где (A, A) линейное (Хеммингово) расстояние,                                               

множитель 
2

𝑛
 обеспечивает выполнение условия 0<d(A)<1. 

 Квадратичный индекс нечеткости:  

               d(A)=
2

√𝑛
 ε(A, A), 0<d(A)<1,                                                                 (2.11)                                                                       

где (A, A) - квадратичное (Евклидово) расстояние.  

Мы ввели линейный и квадратичный индексы нечеткости, используя понятие 

расстояния и понятие обычного множества, ближайшего к нечеткому. Эти же 

индексы можно определить, используя операцию дополнения, следующим 

образом: 

 Линейный индекс нечёткости: 

d(A)=
2

𝑛
∑ min (µ𝐴
𝑛
𝑖=1 (xi), µ

A
(xi)) ,                                                    (2.12) 

 Квадратичный индекс нечёткости: 

            d(A)=
2

√𝑛
 √∑ min (µ𝐴2(𝑥𝑖), µ A

2(𝑥𝑗))𝑛
𝑖=1  ,                                               (2.13) 

Отметим свойства, связанные с ближайшим обычным множеством:  

1) АВ=АВ, 

2)АВ=АВ; 

3) xХ: |A(xi)-A(xi)|=µ
A∩ A

 (xi), откуда для линейного индекса нечеткости 

имеем: d(A)=
2

𝑛
∑ µ

A∩ A  (xi)
𝑛
𝑖=1 , т.е. в этом представлении становится очевидным, 

что d(A) = d(�̅�).  

УПРАЖНЕНИЯ 
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На множестве Х={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10} задайте нечёткое множество А 

«небольшие натуральные числа» и нечёткое множество В «натуральные числа 

около 5». Найдите: 

1. Расстояние между нечёткими множествами, используя формулы: 

a)  линейного расстояния; 

b) квадратичного расстояния; 

c) относительного Хемингова расстояния; 

d) относительного Евклидова расстояния. 

2. Ближайшие чёткие множества для А и В. 

3. Линейный и квадратичный индексы нечёткости для А и В (формулы 5.10 – 

5.13). 

4. Доказать свойства, связанные с ближайшим обычным  множеством. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. В чём принципиальная разница между линейным расстоянием Хемминга и 

относительным расстоянием Хемминга ( квадратичным расстоянием и 

относительным квадратичным расстоянием)? 

2. Объясните, почему в формуле 2.1   значение (A, B)принадлежит отрезку[0, 

n]? Почему в формуле 2.2 значение  (A, B) принимает значение из 

отрезка[0, ]?  Почему величина относительного расстояния в формулах 

2.3 и 2.4 принимает значения из отрезка [0, 1] ?    

3.   В чём смысл понятия «индекс нечёткости»? Что можно сказать о нечётком 

множестве, у которого индекс нечёткости равен 0? равен 1? равен 0.5?                            
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ТЕМА 3. НЕЧЁТКИЕ ВЕЛИЧИНЫ, ЧИСЛА И ИНТЕРВАЛЫ 

Учебные вопросы: 

1. Определение нечёткой величины. 

2. Определение треугольного нечёткого числа. 

3. Определение трапециевидного нечёткого интервала. 

4. Правила арифметических действий над треугольными нечёткими числами. 

5. Правила арифметических действий над трапециевидными  нечёткими 

интервалами. 

Изучив  данную тему, студент должен: 

знать: 

1. определение нечётких величин, чисел и интервалов; 

2. правила арифметических действий над нечёткими числами и интервалами. 

уметь: 

1. задавать треугольные числа и трапециевидные интервалы; 

2. складывать, вычитать, умножать и делить треугольные числа и 

трапециевидные интервалы. 

Методические рекомендации по изучению темы: 

При освоении темы необходимо: 

 изучить учебный материал по теме  3 «Нечёткие  величины, числа и 

интервалы»; 

 после изучения  каждого параграфов темы 3 выполнить упражнения; 

 ответить на контрольные вопросы. 

 

§ 3.1 ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕЧЁТКОЙ ВЕЛИЧИНЫ, НЕЧЁТКОГО ЧИСЛА И 

НЕЧЁТКОГО ИНТЕРВАЛА 

Процесс нечёткого моделирования основывается на количественном 

представлении входных и выходных переменных системы в форме нечётких 

множеств. Такое представление связано с рассмотрением специальных нечётких 

множеств, которые задаются на множестве действительных чисел R и обладают 
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некоторыми  дополнительными свойствами. Наиболее общим понятием в этом 

контексте является понятие нечёткой величины. 

Определение 3.1 

 Нечёткой  величиной называется произвольное нечёткое множество А, 

заданное на множестве действительных чисел R, т.е. для которого универсумом Х 

служит всё множество R. Если в качестве универсума взять подмножество 

неотрицательных действительных чисел R+, то получим определение 

неотрицательной нечёткой величины. 

Наибольший интерес для нечёткого моделирования представляет конкретизация 

нечёткой величины в виде нечётких чисел и интервалов. 

Определение 3.2 

 Нечётким числом называется нечёткая величина, функция принадлежности 

которой является выпуклой и унимодальной.  

На рисунке 3.1 приведён график  нечёткого числа  «примерно 9». 

 

Рис. 3.1 

Нечеткое число А положительно, если µ(х) = 0  для всех 𝑥 < 0. Нечеткое 

число А отрицательно, если  µ(х) = 0  для всех  𝑥 > 0. На рисунке 3.2 

представлены графики функций  положительного и отрицательного нечетких 

чисел, а также такого нечеткого числа, которое не является ни положительным, ни 

отрицательным. 

 

Рис. 3.2 
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Определение 3.3 

 Нечётким интервалом называется нечёткая величина с выпуклой функцией 

принадлежности. 

На рисунке 3. 3 представлен график функции нечёткого интервала «в пределах от 3 

до 6 ». 

 

Рис.3.3 

Определение 3.4 

Треугольным нечётким числом (ТНЧ) называется нечёткое число А∆, функция 

принадлежности которого имеет треугольный вид  𝑓∆(𝑥; 𝑎, 𝑏, 𝑐). ТНЧ удобно 

представить в виде упорядоченного множества А∆=< d, α, β>, где d – модальное 

значение ТНЧ, α - левый коэффициент нечёткости и β – правый коэффициент 

нечёткости: d=b, α=b-a, β=c-b. На рис. 4.4 приведён пример ТНЧ  А∆=< 3, 1, 2>, 

которое соответствует  «нечёткой тройке». 

 

Рис.3.4 

Определение 3.5 

 Трапециевидным нечётким интервалом (ТНИ) называется нечёткий интервал 

Ат с трапециевидной функцией принадлежности 𝑓т. ТНИ удобно представлять в 

виде упорядоченного множества Ат=< а, в, α, β>, где а и в соответственно верхнее 
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и нижнее  модальное значение ТНИ, α - левый коэффициент нечёткости и β – 

правый коэффициент нечёткости ТНИ.  

 

Рис.3.5 

Как нетрудно заметить, треугольное нечёткое число А∆= < 𝑑, α, β> является 

частным случаем трапециевидного нечёткого интервала Ат=< а, в, α, β> при а=в. 

На рис.3.5 изображён пример ТНИ <4, 6, 2, 1>, которое соответствует «нечёткому 

интервалу от 4 до 6».  

§3.2 ОПЕРАЦИИ НАД ТНЧ И ТНИ 

Определим некоторые простейшие операции над ТНЧ, аналогичные обычным 

арифметическим операциям над обычными числами и интервалами. 

Пусть А∆= < а1, α1, β1> и В∆ < а2, α2, β2> - два произвольных треугольных 

нечётких числа.  

 

Определение 3.6 

Сложение: операция сложения нечётких чисел обозначается  через А∆+ В∆= 

С∆, нечёткое число С∆ =< а, α, β> имеет параметры а, α и β, которые определяются 

следующим образом:  

                                   а= а1+а2, α= α1+α2, β= β1+β2.                                   (3.1)          

Определение 3.7 

Вычитание: операция вычитания нечётких чисел обозначается  через А∆- В∆= 

С∆, нечёткое число С∆ =< а, α, β> имеет параметры а, α и β, которые определяются 

следующим образом: 
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                                    а= а1-а2, α= α1+β2, β= β1+α2.                                  (3.2) 

Определение операции умножения и деления нечётких чисел зависят от знака 

модальных значений нечётких чисел. 

Определение 3.8 

Умножение положительных нечётких чисел А∆ и В∆ , т.е. носители которых 

есть подмножества R+, модальные значения а1>0, а2>0. Операция умножения 

таких нечётких чисел обозначается  через А∆∙В∆= С∆, нечёткое число С∆ =< а, α, 

β> имеет параметры а, α и β , которые определяются следующим образом:  

                             а=а1а2, α=а1α2+ а2α1, β=а1β2+а2β1.                              (3.3) 

 

Определение 3.9 

Умножение нечётких чисел А∆ и В∆  для которых модальные значения  

имеют разные знаки: а1<0 и а2>0. Операция умножения таких нечётких чисел 

обозначается  через А∆∙В∆= С∆, нечёткое число С∆ =< а, α, β> имеет параметры а, 

α и β, которые определяются следующим образом: 

                             а= а1а2, α= а2α1- а1β2, β= а2β1-а1α2.                             (3.4) 

Определение 3.10 

Умножение нечётких чисел А∆ и В∆  для которых модальные значения  

имеют отрицательные знаки: а1<0, а2<0. Операция умножения таких нечётких 

чисел обозначается  через А∆∙В∆= С∆, нечёткое число С∆ =< а, α, β> имеет 

параметры а, α и β, которые определяются следующим образом: 

                       а= а1а2, α= -а2β1- а1β2, β= -а2α1-а1α2.                              (3.5) 

Определение 3.11 

Деление положительных нечётких чисел А∆ и В∆ , т.е. носители которых есть 

подмножества R+, модальные значения а1>0, а2>0. Операция деления таких 

нечётких чисел обозначается  через А∆÷В∆= С∆, нечёткое число  

С∆ =< а, α, β> имеет параметры а, α и β , которые определяются следующим 

образом: 

                                  а= 
а1

а2
 , α= 

а1𝛽2+а2𝛼1

(а2)2
,  β= 

а1𝛼2+а2𝛽1

(а2)2
.                              (3.6) 
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Определение 3.12 

Обратное нечёткое число: для положительного нечёткого числа А∆ , т.е. 

носитель которого есть подмножества R+, модальное значение а1>0 обратное 

число  обозначается  через А∆−1 =< а, α, β> имеет параметры а, α и β , которые 

определяются следующим образом: 

                                                а= 
1

а1
 , α= 

𝛽1

(а1)2
,  β= 

а1

(а1)2
.                                          (3.7) 

Например для конкретных ТНЧ А∆= < 3, 1, 2> и В∆ < 2, 2, 1> результаты 

арифметических операций равны: А∆+ В∆=< 5, 3, 3>, А∆ - В∆=< 1, 2, 4>, А∆∙В∆=< 

6, 8, 7>, А∆÷В∆=< 1.5, 1.25, 2.5>, А∆−1 =< 
1

3
, 
2

9
, 
1

9
> 

Определим арифметические операции над ТНИ. 

Пусть Ат= < а1, в1, α1, β1> и Вт < а2, в2, α2, β2> - два произвольных 

трапециевидных  нечётких интервала.  

Определение 3.13 

Сложение: операция сложения нечётких интервалов обозначается  через  

Ат + Вт= Ст, нечёткий интервал Ст =< а, в, α, β> имеет параметры а, в, α и β , 

которые определяются следующим образом:  

                            а= а1+а2, в=в1+в2, α= α1+α2, β= β1+β2.                       (3.8) 

Определение 3.14 

Вычитание: операция вычитания ТНИ обозначается  через Ат- Вт= Ст, 

нечёткое число Ст =< а, в, α, β> имеет параметры а, в, α и β, которые определяются 

следующим образом:  

                              а= а1-а2, в=в1-в2, α= α1+β2, β= β1+α2.                       (3.9) 

Определение операции умножения и деления нечётких чисел зависят от знака 

модальных значений нечётких чисел. 

 

Определение 3.15 

Умножение положительных ТНИ Ат и Вт, т.е. носители которых есть 

подмножества R+, а все модальные значения положительны. Операция умножения 
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таких ТНИ обозначается  через Ат∙Вт=Ст =< а, в, α, β> имеет параметры а, в, α и β , 

которые определяются следующим образом:  

 а=а1а2, в=в1в2, α=а1α2+ а2α1, β=в1β2+в2β1.                                          (3.10) 

Определение 3.16 

Деление положительных ТНИ Ат и Вт, т.е. носители которых есть 

подмножества R+, модальные значения а1>0, а2>0. Операция деления таких ТНИ 

обозначается  через Ат÷Вт=Ст, нечёткое число Ст =< а, в, α, β> имеет параметры а, 

в, α и β , которые определяются следующим образом: 

                               а= 
а1

в2
 , в= 

в1

а2
,  α= 

а1𝛽2+в2𝛼1

(в2)2
, β= 

в1𝛼2+а2𝛽1

(а2)2
.                              (3.11) 

Например, для конкретных ТНИ Ат= < 3, 5, 1, 2> - «нечёткий интервал от 3 до 

5» и Вт < 1, 2, 1, 1> - «нечёткий интервал от 1 до 2» результаты арифметических 

операций равны: 

Ат+ Вт=< 4, 7, 2, 3>,  Ат-Вт=< 2, 3, 2, 3>. 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Проверьте  выполнение следующих свойств операций над ТНЧ и ТНИ: 

a) коммутативность операций сложения и умножения; 

b) дистрибутивность умножения относительно сложения и вычитания.  

2. Задайте в виде нечётких чисел или нечётких интервалов следующие 

величины: 

a) «примерное время выполнения домашней работы»;  

b) «молодой человек»;  

c) «ожидаемый доход»;  

d) «возможные расходы»;  

e) «предполагаемая температура». 

Решите задачи, в которых известны нечёткие начальные данные. 

3. Требуется рассчитать возможную стоимость материалов для заливки  

бетоном  площадки, имеющей прямоугольную форму со сторонами 

примерно равными А м и В м, приблизительная глубина заливки  H м. Бетон 

состоит из песка и цемента, в пропорции 2 к 1. Смесь песка с цементом 
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разводится водой: на 1 часть смеси берётся 2 части воды. Цена 1 м3 песка 

примерно равна N руб., 1 м3 цемента M руб. Величины A, B, H, N, M заданы 

нечёткими треугольными числами:  

А = <4,0.1,0.1>, В=<5,0.1,0.1>, H=<2,0.1,0.1>,  N=<100,10,10> , M=<400, 10, 

10>. 

4. На одном и том же полуторатонном грузовике проверенный опытом 

водитель  имеет норму расхода бензина A=<16,1,1> литров на 100 км, а 

молодой, менее опытный водитель, B=<19,20,1,2> литров на 100 км. За день 

водитель проезжает C=<1000, 50, 50> км,  стоимость бензина равна D=<24, 1, 

1> руб. Какова разница в цене за бензин за день у опытного и менее 

опытного водителя? 

5. Придумайте и решите задачу с нечёткими начальными данными. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Какими особенностями должно обладать нечёткое множество, чтобы его 

можно было назвать нечёткой величиной? 

2. Приведите пример нечёткого множества, которое не является нечёткой 

величиной. 

3. Поясните, почему нечёткий интервал является нечётким числом. Верно ли 

обратное утверждение. 

4. Можно ли обычное число представить как нечёткое число, а обычный 

числовой интервал представить как нечёткий интервал? 

5. Приведите примеры из жизни, где мы используем нечёткие числа и 

интервалы для описания приблизительных числовых величин. 
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ТЕМА 4. НЕЧЕТКИЕ ОТНОШЕНИЯ 

Учебные вопросы: 

1. Определение нечёткого отношения. 

2. Бинарные нечёткие отношения. 

3. Характеристики бинарных нечётких отношений. 

4.  Сравнения нечётких отношений, операции над нечёткими 

отношениями. 

5. Композиция нечётких бинарных отношений. 

6. Свойства бинарных нечётких отношений, заданных на множестве 

Х×Х. 

Изучив  данную тему, студент должен  

знать: 

 определение n – арного нечёткого отношения и бинарного нечёткого 

отношения; 

 способы задания нечётких множеств: аналитический, графический, 

табличный; 

 определения основных характеристик бинарных отношений: носитель, ядро, 

точки перехода, границы отношения; 

 определения операций над нечёткими бинарными отношениями; 

 определение операции композиция бинарных нечётких отношений; 

 свойства бинарных нечётких отношений, заданных на множестве Х×Х: 

рефлексивность, антирефлексивность, симметричность, 

антисимметричность, транзитивность, полнота. 

уметь: 

 задавать нечёткие отношения разными способами; 

 определять основные характеристики нечёткого отношения; 

 находить результаты операций над нечёткими отношениями; 

 находить композицию нечётких отношений; 

 определять свойства нечётких отношений, заданных на множестве Х×Х. 
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понимать: 

 смысл операций над нечёткими отношениями; 

 смысл операции композиция; 

 смысл свойств бинарных нечётких отношений, заданных на множестве Х×Х: 

рефлексивность, антирефлексивность, симметричность, 

антисимметричность, транзитивность, полнота. 

Методические рекомендации по изучению темы: 

При освоении темы необходимо: 

 изучить  содержание параграфов; 

 акцентировать внимание на  смысл операций объединение, пересечение, 

разность, симметрическая разность, дополнение бинарных отношений и 

операции композиция; 

 выполнить упражнения после параграфов; 

 ответить на контрольные вопросы после параграфов. 

 

§4.1 ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕЧЁТКОГО ОТНОШЕНИЯ 

Пусть Х = Х1Х2 ...Хn - прямое (декартово) произведение универсальных 

множеств.  

Определение 4.1 

 Нечетким  n-арным отношением называется нечёткое множество  Q, 

заданное на универсуме Х. Символически определение нечёткого отношения 

записывается в виде: 

Q={<<х1, х2,…, хn>, µQ<х1, х2,…,хn>>│x1∈ Х1, х2∈ Х2,…, хn∈ Хn, µQ∈[0,1]}. 

Пустое нечёткое отношение – это нечёткое отношение, в котором каждый 

элемент универсума Х = Х1Х2 ...Хn  имеет значение функции принадлежности 

равное 0. Пустое отношение обозначается ᴓ. 

Полное нечёткое отношение – это нечёткое отношение, в котором каждый 

элемент универсума   Х = Х1Х2 ...Хn  имеет значение функции принадлежности 
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равное 1, то есть полное нечёткое отношение совпадает с универсумом Х = Х1Х2 

...Хn. 

В случае n=2, нечетким отношением Q между множествами Х и Y будет 

называться функция R:( Х,Y) [0,1], которая ставит в соответствие каждой паре 

элементов <х,y>XY величину Q(x,y) [0,1].  Такое отношение называется 

бинарным. Символическое определение нечёткого бинарного отношения: 

Q={<<х1, х2>, µQ<х1, х2>>│x1∈ Х1, х2∈ Х2, µQ∈[0,1]} 

В случае, когда X = Y, т.е. X и Y совпадают, нечеткое отношение Q: 

XX[0,1] называется нечетким отношением на множестве X.  

Рассмотрим подробно способы задания бинарных отношений.  

Если множества Х и Y множества  бесконечные, то функцию принадлежности 

можно задать аналитически.  

Пример 4.1 

Пусть X = Y=R, т.е. множество всех действительных чисел. Отношение x>>y : 

«x намного больше y»можно задать функцией принадлежности:  

 

Пример 4.2 

 Отношение Q, для которого Q(x,y) = e-k(x-y)2, при достаточно больших k 

можно интерпретировать так: «x и y близкие друг к другу числа».  

Если множества Х и Y конечные, то бинарное отношение можно задать 

перечислением всех элементов. Удобнее это делать в виде таблицы (матрицы). 

Пример 4.3 

 Пусть X = {x1,x2,x3}, Y = {y1,y2,y3,y4}. Нечеткое отношение Q  может быть 

задано, к примеру, таблицей:  
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  y1 y2 y3 y4 

x1 0 0 0,1 0,3 

x2 0 0,8 1 0,7 

x3 1 0,5 0,6 1 

В случае конечных или счетных универсальных множеств нечёткие 

отношения можно представить в виде нечёткого графа. Если нечёткое отношение 

Q задано на XХ пара вершин (xi,xj) соединяется ребром с весом Q(xi,xj). 

Пример 4.4 

 Пусть  на множестве Х={x1,x2,x3} задано нечеткое отношение                     R: 

XX [0,1], представимое графом, изображённым на рис.4.1.  

 

Рис. 4.1. Нечёткий граф отношения R на XX. 

Если нечёткое отношение Q задано на XY, то пара вершин (xi,yj) соединяется 

ребром c весом R(xi,yj). 

Пример 4. 5 

 Пусть X={x1,x2} и Y={y1,y2,y3}, тогда нечеткий граф, изображённый на рис.4.2 

задаёт нечёткое отношение Q.  

 

Рис.4.2 Нечёткий граф отношения Q на XY. 
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Так как нечёткие отношения являются частными случаями  нечётких 

множеств, то все определения  основных характеристик для нечётких множеств и 

операции над нечёткими множествами остаются в силе и для нечётких отношений. 

 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Сформулируйте определение носителя, ядра, границ, точек перехода 

нечёткого бинарного отношения Q, заданного на множестве XY. 

2. Для нечётких отношений Q1 и Q2, заданных на множестве XY, 

сформулируйте  определение операций объединения, пересечения, разности, 

симметрической разности, дополнения. 

3. На множестве XY,  Х=Y={1,2,3,4,} задайте отношение Q «хi примерно равен  

хj» и отношение R «хj немного меньше хj»  в виде матриц отношений МQ  и МR. 

Найдите: 

a. Носитель, ядро, границы, точки перехода отношения Q и отношения 

R. 

b. Объединение  Q и R, пересечение Q и R , разность Q и R, 

симметрическую разность Q и R , дополнение Q и дополнение  R. 

4. Приведите примеры нечётких отношений Q и R, заданные на множестве 

ХY,если: 

a. множества Х и У бесконечные; 

b. множества Х и У конечные; 

c. множество Х конечное, Y – бесконечное. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Приведите примеры  бинарных отношений из повседневной жизни. 

2. Объясните смысл операций объединения, пересечения, разности, 

симметрической разности, дополнения нечётких бинарных отношений. 

§ 4.2  КОМПОЗИЦИЯ ДВУХ БИНАРНЫХ НЕЧЁТКИХ ОТНОШЕНИЙ 

Пусть Q и R – конечные или бесконечные нечёткие отношения, причём 

нечёткое отношение  
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Q ={<<хi, хj>, µR<хi, хj>>│xi∈ Х1, хj∈ Х2, µQ∈[0,1]} задано на декартовом 

произведении  универсумов X1Х2 , а нечёткое отношение 

 R ={<<хj, хk>, µR<хj, хk>>│xj∈ Х2, хk∈ Х3, µR∈[0,1]} задано на декартовом 

произведении  универсумов X2Х3. 

Определение 4.2 

Композицией двух бинарных нечётких отношений Q и R называется нечёткое 

отношение Q⊗R, заданное на множестве X1Х3 , функция принадлежности 

которого  для ∀ <хi, хk> ∈  X1Х3   определяется формулой: 

µQ⊗R(<xi, хk>)=max
х𝑗∈Х2

{min{µQ(<хi, хj>), µR(<хj,хk>)}}. 

Определённую таким образом композицию нечётких отношений называют max-min 

композицией или максминной свёрткой нечётких отношений. 

Пример 4.6 

  Пусть R1 - нечеткое отношение  на множестве X×Y, и R2 - нечеткое 

отношение на множестве Y×Z, Х={х1, х2}, Y={у1, у2,у3}, Z={z1, z2, z3, z4}. 

Отношения R1  и R2заданы матрицами МR1 и MR2. Композицией нечетких 

отношений  R1  и R2  является  нечёткое отношение R на множестве X×Z , 

представленное матрицей МR (рис.4.3).  

МR1 

   y1 y2 y3 

x1 0,1 0,7 0,4 

x2 1 0,5 0 

 

МR2 

   z1 z2 z3 z4 

y1 0,9 0 1 0,2 

y2 0,3 0,6 0 0,9 

y3 0,1 1 0 0,5 

 

МR 

   z1 z2 z3 z4 

x1 0,3 0,6 0,1 0,7 

x2 0,9 0,5 1 0,5 

 

Рис.4.3 Матрицы нечётких отношений R1 и R2 и их композиции R 

На рис.4.4 приведены графы, соответствующие R1 и R2, «склеенные» по Y. В 

полученном графе рассматриваем пути от xi к zj и каждому ставим в соответствие 

минимальный из «весов» его составляющих. Затем определяем максимум по всем 
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путям из xi в zj, который и дает искомое значение функции принадлежности µR(xi,zj)  

отношения R.  

 

 

Рис. 4.4 Представление операции композиции нечётких отношений R1 и R2 в виде 

нечёткого графа. 

На рис.4.5 представлен нечёткий граф отношения R. 

 

Рис.4.5 Нечёткий граф отношения R. 

Из определения операции композиции бинарных нечётких отношений следует, 

что она ассоциативна, дистрибутивна, относительно нечёткого пересечения. 

Другими словами, для произвольных бинарных нечётких отношений P, Q и R, 

заданных на декартовых произведениях X1Х2,  X2Х3 и X1Х3 соответственно, 

имеет место свойство: 

1)Р⊗(Q⊗R)= (Р⊗Q) ⊗R – свойство ассоциативности операции композиция. 

Для бинарных отношений P, Q и R, заданных на декартовых произведениях X1Х2,  

X2Х3 и X2Х3 соответственно, имеют место следующие свойства: 

2) Р⊗(Q∪R)= (Р⊗Q) ∪ (P⊗R) – свойство дистрибутивности операции 

композиция относительно операции объединения; 

3) Р⊗(Q∩R)= (Р⊗Q) ∩ (P⊗R) - свойство дистрибутивности операции 

композиция относительно операции пересечения . 
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Кроме того, для max-min композиции произвольных бинарных нечётких 

отношений P, Q и R, заданных на декартовых произведениях X1Х2,  X2Х3 и 

X2Х3 соответственно, выполняется свойство:  

       4) если Q⊆R, то (Р⊗Q)⊆(P⊗R) – свойство монотонности. 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Нечёткая модель «Выбор профессии».  Рассмотрим типичную ситуацию, 

связанную с консалтингом в области выбора профессии для  последующего 

обучения и получения специальности. С этой целью построим нечёткую модель, 

основанную на двух бинарных нечётких отношениях S  и  Z.   

На множествах Х и У задано нечёткое отношение S, на множествах У и Z 

задано нечёткое отношение G. Множество Х – множество специальностей, по 

которым проводится набор на обучение, У – множество психофизиологических 

характеристик специальностей. Отношение  S содержательно описывает 

психофизиологическое профилирование специальностей. Множество Z – 

множество кандидатов на обучение. Отношение G - содержательно описывает 

психофизиологическое профилирование кандидатов на обучение. 

Пусть множество Х={ х1,х2,х3,х4,х5}, где х1 – «менеджер», х2 – «программист», 

х3 – «водитель», х4 – «секретарь-референт», х5 – «переводчик». У={у1, у2, у3, у4, 

у5, у6, у7, у8, у9, у10}, где у1 – «быстрота и гибкость мышления», у2 -«умение 

быстро принимать решение», у3-«устойчивость и концентрация внимания», у4 – 

«зрительная память», у5- «быстрая реакция», у6-«двигательная память», у7-

«физическая выносливость», у8 -  «координация движений», у9 – «эмоциональная 

устойчивость», у10 – «ответственность». 

Z = { z1, z2, z3, z4, z5}, где элементы множества Z хорошо известные вам люди, 

например ваши друзья. Отношение  S задано матрицей MS 

М =

(

 
 

0.9  0.9  0.8  0.4  0.5  0.3  0.6  0.2  0.9  0.8 
0.8  0.5  0.9  0.3  0.1  0.2  0.2  0.2  0.5  0.5 
0.3  0.9  0.6  0.5  0.9  0.8  0.9  0.8  0.6  0.3
0.5  0.4  0.5  0.5  0.2  0.2  0.3  0.3  0.9  0.8
  0.7  0.8  0.8  0.2  0.6  0.2  0.2  0.3  0.3  0.2  )
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Задайте нечёткое отношение G, при помощи матрицы Мg.  Постройте max-min 

композицию S ° G нечётких отношений S и G  на множествах Х и Z. Сделайте 

вывод о предпочтительном выборе специальностей из множества У  кандидатами 

на обучение из множества Z. 

2. Постройте композицию нечётких отношений S и G  на множествах Х и Z  из 

задания 1,  используя альтернативную операцию композиции двух бинарных 

нечётких отношений S *G, функция принадлежности которой определяется 

следующим образом:  

µ S *G  (<хi ,хk>) = max
𝑥𝑗∈𝑌

(µ𝑆(< хi , хj >) · µ𝐺  (< хj , хk >)),  для ∀ <хi ,хk>є Х×Z   

хjєУ, где операция «·» - операция алгебраического умножения множеств. 

Сравните результат с результатом задания №1. 

3. Постройте нечёткую модель «выбор руководителя фирмы», «диагностика 

заболеваний» или любой другой ситуации. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Какие условия должны быть выполнены для осуществления  операции 

композиция между нечёткими отношениями P и Q? 

2. Объясните смысл операции композиция между нечёткими отношениями P и 

Q. 

§ 4.3 СВОЙСТВА БИНАРНЫХ НЕЧЁТКИХ ОТНОШЕНИЙ, ЗАДАННЫХ НА 

ОДНОМ УНИВЕРСУМЕ 

В контексте нечёткого моделирования наибольший интерес представляют 

такие свойства бинарных нечётких отношений, которые обобщают известные 

свойства обычных отношений, в частности: рефлексивность, симметричность и 

транзитивность, поскольку эти свойства используются  в дальнейшем при 

определении некоторых специальных типов бинарных нечётких отношений. 

Пусть на универсуме Х×Х определено нечёткое отношение Q  с функцией 

принадлежности µQ(<хi, хj>). 

Определение 4.3 
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Рефлексивность. Бинарное нечёткое отношение Q называется рефлексивным, 

если ∀ <хi, хi>∈ Х×Х выполняется равенство: µQ(<хi, хi>)=1. 

Пример 4.7 

 Нечёткое отношение Q «хi приблизительно равен xj», заданное на множестве 

Х×Х, где Х – любое числовое множество, является рефлексивным. 

Определение 4.4 

Антирефлексивность. Бинарное нечёткое отношение Q называется 

антирефлексивным, если ∀ <хi, хi>∈ Х×Х выполняется равенство:  

µQ(<хi, хi>)=0. 

Пример 4.8 

 Нечёткое отношение Q «хi намного больше xj», заданное на множестве Х×Х, 

где Х–любое числовое множество, является антирефлексивным. 

Определение 4.5 

Симметричность. Бинарное нечёткое отношение Q называется 

симметричным, если ∀ <хi, хj>∈Х×Х выполняется равенство: µQ(<хi, хj>)= µQ(<хj, 

хi>). 

Нечёткое бинарное  отношение из примера 1 является симметричным. 

Определение 4.6 

Антисимметричность. Бинарное нечёткое отношение Q называется 

антисимметричным, если ∀ <хi, хj>∈ Х×Х, причём хi≠хj, выполняется условие: 

min{µQ(<хi, хj>), µQ(<хj, хi>)}=0. 

Нечёткое отношение из примера 2 является антисимметричным. 

 

Определение 4.7 

Транзитивность. Бинарное нечёткое отношение Q называется транзитивным, 

если ∀ хi, хj, хk ∈ Х, выполняется условие: 

 µQ(<хi, хk>)≥ max хj ∈Х {min{µQ(<хi, хj>), µQ(<хj, хk>)}}. 

Нечёткое отношение из примера 2 является транзитивным. 

Замечание: непосредственная проверка свойств транзитивности для конкретных 

нечётких отношений является трудоёмкой процедурой. Более конструктивным 
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является способ эмпирического установления данного свойства на основе 

выполнения операции нечёткого транзитивного замыкания соответствующего 

нечёткого отношения, о котором пойдёт речь в следующем параграфе. 

Определение 4.8 

Сильная полнота. Бинарное нечёткое отношение Q называется сильно 

полным, если ∀ <хi, хj>∈ Х×Х, выполняется условие:  

max{µQ(<хi, хj>), µQ(<хj, хi>)}=1. 

Определение 4.9 

Слабая полнота. Бинарное нечёткое отношение Q называется слабо полным, 

если ∀ <хi, хj>∈ Х×Х, причём хi≠хj, выполняется условие:  

max{µQ(<хi, хj>), µQ(<хj, хi>)}>0. 

Рассмотрим произвольное конечное бинарное нечёткое отношение Q, 

заданное на множестве Х×Х, МQ – матрица отношения.  В основе операции 

транзитивного замыкания лежит операция (max-min) –композиция бинарных 

нечётких отношений.   

Определение 4.10 

Транзитивным замыканием нечёткого бинарного отношения Q называется 

нечёткое бинарное отношение QT, заданное на том же универсуме, матрица 

которого МQ
T   находится по формуле:  

МQ
T   = МQ ∪ МQ

2  ∪ МQ
3∪ …∪МQ

k ∪… ,                                                       (4.1)                                                        

Где МQ
k = МQ⊗ МQ

k-1 для любого натурального k>1.                                       (4.2)                

При этом имеет место замечательное свойство, которое существенно упрощает  

численные расчёты, связанные с выполнением операций (8.1) и (8.2), а именно, для 

получения матрицы транзитивного замыкания бинарного нечёткого отношения 

МQ
T достаточно ограничится одним из следующим условий: 

 Если для некоторого натурального k  (1< 𝑘 < 𝑛), где n – мощность 

множества Х, выполнено равенство  МQ
k= МQ

k-1, то дальнейшие расчёты 

степеней  композиции матрицы нечёткого отношения можно прекратить, а 

матрица транзитивного замыкания рассматриваемого нечёткого отношения 

будет равна:  
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МQ
T   = МQ ∪ МQ

2  ∪ МQ
3∪ …∪МQ

k                                                            (4.3) 

 Выражение (4.3) всегда имеет место при k=n. 

В качестве примера использования операции транзитивного замыкания 

нечёткого отношения рассмотрим задачу анализа эффективности коммуникаций, 

известную  также как задачу распространения слухов среди хорошо знакомых 

между собой людей. С этой целью рассмотрим в качестве исходного универсума 

Х={х1, х2, …, хn} некоторую совокупность людей. Определим на этом универсуме 

бинарное нечёткое отношение Q «человек хi хорошо знаком с человеком хj». Это 

отношение рефлексивно и симметрично, но в общем случае не транзитивно, так 

как факт знакомства имеет место между парами людей. Предположим, нас 

интересует возможность передачи информации (или распространения слухов) 

между парами людей. Эта задача может быть решена применением операции 

транзитивного замыкания данного нечёткого отношения. 

 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Выясните, какими свойствами обладают следующие бинарные отношения: 

a. нечёткое отношение Q «хi дружит с xj», заданное на множестве Х×Х, где 

Х–множество людей; 

b. нечёткое отношение Q «хi учится в одной группе с xj», заданное на 

множестве Х×Х, где Х–множество студентов университета; 

c. нечёткое отношение Q «хi  симпатизирует xj», заданное на множестве Х×Х, 

где Х– множество студентов группы; 

d. нечёткое отношение Q «хi и xj расположены недалеко от 5», заданное на 

множестве Х×Х, где Х =Z (Z-множество целых чисел); 

e. нечёткое отношение Q «небольшое расстояние хi и xj», заданное на 

множестве Х×Х, где Х =R (R-множество целых чисел); 

2. Приведите примеры нечётких отношений, заданных на множестве Х×Х, 

обладающих свойствами: 

a. рефлексивности, симметричности, транзитивности; 

b. антирефлексивности, симметричности; 
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c. рефлексивности, симметричности; 

d. сильной полноты; 

e. слабой полноты. 

3. На  множестве из пяти человек Х={х1, х2, х3, х4, х5} задайте нечёткое 

отношение  Q «человек хi хорошо знаком с человеком хj» в виде матрицы МQ 

(среди элементов матрицы задайте несколько 0, т.е. не все люди знакомы 

между собой). Найдите транзитивное замыкание нечёткого отношения. 

Проанализируйте решение. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Какими особенностями обладает матрица рефлексивного отношения? 

антирефлексивного отношения? 

2. Какими особенностями обладает матрица симметричного отношения? 

антисимметричного отношения? 

3. Какими особенностями обладает матрица сильно полного отношения? слабо 

полного отношения? 

4. Каков смысл операции транзитивного замыкания? 
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ТЕМА 5. ЭЛЕМЕНТЫ НЕЧЁТКОЙ ЛОГИКИ 

Учебные вопросы: 

1. Нечёткие высказывания и логические операции над ними. 

2. Нечёткие логические формулы.  

3. Степень равносильности нечётких формул. Нечётко близкие формулы. 

4. Нечётко истинные и нечётко ложные формулы. 

5. Нечёткие предикаты. 

6. Степень общности свойств нечёткого предиката. Квантор нечёткой 

общности. 

7. Степень существования свойств нечёткого предиката. Квантор нечёткого 

существования. 

8. Нечёткая переменная. Нечёткая лингвистическая переменная. 

9. Нечёткие лингвистические высказывания. 

 

Изучив  данную тему, студент должен: 

знать: 

 определение логических операций над нечёткими высказываниями; 

 определение нечёткой логической формулы; 

 определение степени равносильности нечётких формул; 

 определение  нечётко близких формул, нечётко истинных и нечётко ложных 

формул; 

 определение нечёткого предиката; 

 определение степеней общности и существования нечётких предикатов; 

 определение нечёткой лингвистической переменной; 

 определение нечёткого лингвистического высказывания. 

уметь: 

 приводить примеры нечётких высказываний; 
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 находить результаты логических операций над нечёткими высказываниями; 

 находить степень равносильности нечётких формул на заданных значениях 

истинности нечётких высказывательных переменных; 

 выяснять, являются ли данные формулы нечётко близкими при заданных 

значениях истинности нечётких высказывательных переменных; 

 доказывать нечёткую близость формул; 

 приводить примеры нечётких предикатов; 

 находить степени общности и существования нечётких предикатов; 

 приводить примеры нечётких лингвистических переменных и высказываний. 

Методические рекомендации по изучению темы 

При освоении темы необходимо: 

 изучить содержание параграфов темы; 

 выполнить упражнения после каждого параграфа; 

 ответить на контрольные вопросы после параграфов. 

 

§5.1 НЕЧЁТКИЕ ВЫСКАЗЫВАНИЯ И ЛОГИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ  

Определение 5.1 

Нечётким высказыванием А называется любое утверждение,  о котором имеет 

смысл судить истинно оно или ложно в той или иной степени.  

Каждому нечёткому высказыванию А поставим в соответствие функцию 

истинности λ(А), принимающую любые значения на отрезке [0; 1]. Значение 

функции истинности нечёткого высказывания А будем также называть степенью 

истинности нечёткого высказывания. 0 и 1 – предельные значения функции 

истинности, совпадающие со значениями ложь и истина для чётких высказываний. 

Нечёткое высказывание, принимающее значение истинности 0,5, называется 

индифферентностью, поскольку оно истинно в той же мере, что и ложно. 

Определим нечёткие логические операции на множестве нечётких 

высказываний. 
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Пусть А и В – нечёткие высказывания, λ(А) и λ(В) – соответствующие 

значения  степени истинности. 

Определение 5.2 

Отрицанием нечёткого высказывания А называется нечёткое высказывание �̅�, 

степень истинности которого определяется выражением:  λ(�̅�) =1-λ(А). 

Определение 5.3 

Конъюнкцией нечётких высказываний А и В называется нечёткое 

высказывание А∧В, степень истинности которого совпадает со степенью 

истинности наименее истинного высказывания: λ(А∧В)=min{λ(А); λ(В)}. 

Определение 5.4 

Дизъюнкций  нечётких высказываний А и В называется нечёткое 

высказывание А∨В, степень истинности которого совпадает со степенью 

истинности наиболее истинного высказывания: λ(А∨В)=max{λ(А); λ(В)}. 

Определение 5.5 

Импликацией нечётких высказываний А и В называется нечёткое 

высказывание А→В, степень истинности которого определяется выражением: 

λ(А→В)=max{1-λ(А); λ(В)}. Степень истинности импликации не меньше чем 

степень ложности её посылки или степень истинности её следствия. 

Определение 5.6 

Эквиваленцией  нечётких высказываний А и В называется нечёткое 

высказывание А↔В, степень истинности которого определяется выражением: 

λ(А↔В)=min{max{1-λ(А); λ(В)}; max{1-λ(В); λ(А)}}. Степень истинности 

эквиваленции совпадает со степенью истинности менее истинной из импликаций 

А→В и В→A. 

Из нечётких высказываний при помощи логических операций можно строить 

составные нечёткие высказывания, степень истинности которых определяется в 

соответствии с введёнными определениями логических операций. Порядок 

выполнения операций над нечёткими высказываниями следующий: скобки, 



66 

 

отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, затем импликация и эквиваленция в порядке 

следования. 

Пример 5.1 

 Пусть λ(А)=0.4, λ(В)=0.7, λ(С)=0.5. Найдём степень истинности нечёткого 

высказывания: (А→В)∨С.  

λ((А→В)∨С)=max{max{1-λ(А); λ(В)}; λ(С)}= max{max{1-0.4; 0.7};0.5}=  

=max{ 0.7;0.5}=0.7.  

 

УПРАЖЕНИЯ 

1. Докажите, что все определения логических операций над нечёткими 

высказываниями не противоречат логическим операциям над чёткими 

высказываниями. 

2. Найдите степень истинности следующих высказываний:  

a) ((А∧ С) →В) ↔ С), где (А)=0.9, λ(В)=0.3, λ(С)=0.6; 

b) А ∧ С → В ↔ С, где (А)=0.2, λ(В)=0.6, λ(С)=0.8; 

c) (А→ С) →В)) → 𝐴, где (А)=0.7, λ(В)=0.6, λ(С)=0.5. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. В чем принципиальное отличие нечёткого высказывания от обычного 

высказывания?  

2. Как соотносятся между собой нечёткие высказывания и обычные 

высказывания? 

3. Приведите пример утверждения, которое не является высказыванием. 

4. Вспомните, какими словами в речи заменяются логические операции: 

отрицание высказывания   С; конъюнкция высказываний А∧В; дизъюнкция 

высказываний А∨В; импликация высказываний А→В; эквиваленция 

высказываний А↔В. 

§5.2 НЕЧЁТКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ И ИХ СВОЙСТВА 

Нечёткой высказывательной переменной называется любая переменная х 

вместо которой имеет смысл подставить нечёткое высказывание. 
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Определение 5.7 

Дадим индуктивное определение нечёткой логической формулы: 

1. Любая нечёткая высказывательная переменная является нечёткой 

логической формулой. 

2. если F1 и F2 – нечёткие логические формулы, то 𝐹1̅̅̅̅  ,F1∧F2, F1∨F2, 

F1→F2, F1↔F2 – нечёткие логические формулы. 

3. Других правил для образования нечётких логических формул не 

существует. 

В частности составное нечёткое высказывание является нечёткой логической 

формулой, если вместо нечётких высказываний подставить нечёткие переменные. 

Определение5.8 

 Степень равносильности формул F1(х1,х2,…,хn) и F2(х1,х2,…,хn) 

обозначается d(F1(х1,х2,…,хn); F2(х1,х2,…,хn)) и определяется выражением:  

d(F1(х1,х2,…,хn);F2(х1,х2,…,хn))=∧(F1(х1,х2,…,хn)↔F2(х1,х2,…,хn)), где 

операция ∧ берётся по всем определённым наборам степеней истинности 

высказывательных переменных. 

Определение 5.9 

Если степень равносильности нечётких логических  формул F1(х1,х2,…,хn) и 

F2(х1,х2,…,хn)  на всех определённых наборах значений переменных больше или 

равна 0.5,то такие формулы будем называть нечётко близкими на этих наборах и 

обозначать F1(х1,х2,…,хn)≈F2(х1,х2,…,хn).   

Если d(F1(х1,х2,…,хn);F2(х1,х2,…,хn))≤0.5, то формулы не являются нечётко 

близкими: F1(х1,х2,…,хn)≉F2(х1,х2,…,хn).  

Если  d(F1(х1,х2,…,хn);F2(х1,х2,…,хn))=0.5,то формулы одновременно 

являются и не являются нечётко близкими. Их называют взаимно 

индифферентными.  

Равносильность чётких логических формул является частным случаем 

нечёткой близости. 

Если нечёткие формулы F1(х1,х2,…,хn) и F2(х1,х2,…,хn) на одних и тех же 

наборах значений переменных принимают одинаковые значения истинности, то 
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значение истинности эквиваленции этих формул всегда больше или равно 0.5, 

следовательно эти формулы являются нечётко близкими. 

Пример 5.2 

 Определить степень равносильности формул F1(х1,х2)=х1̅̅ ̅ →х2, 

F2(х1,х2)=х1∧ х2̅̅ ̅, если х1∈{0.8, 0.6, 0.7} и х2∈{0.3, 0.4}.  

Решение: d(F1(х1,х2);F2(х1,х2))=∧(х1̅̅ ̅ → х2) ↔(х1∧ х2̅̅ ̅). Выбирая все возможные 

наборы значений переменных, запишем:  

d(F1;F2)=((0.8̅̅ ̅̅ → 0.3) ↔(0.8∧ 03̅̅̅̅ )) ∧((0.8̅̅ ̅̅ → 0.4) ↔(0.8∧ 04̅̅̅̅ )) ∧ 

∧ ((0.6̅̅ ̅̅ → 0.3) ↔(0.6∧ 03̅̅̅̅ )) ∧((0.6̅̅ ̅̅ → 0.4) ↔(0.6∧ 04̅̅̅̅ )) ∧ 

∧((0.7̅̅ ̅̅ → 0.3) ↔(0.7∧ 03̅̅̅̅ )) ∧((0.7̅̅ ̅̅ → 0.4) ↔(0.7∧ 04̅̅̅̅ ))=(0.8↔0.7) ∧(0.8↔0.6) 

(0.6↔0.6) ∧ (0.6↔0.6) ∧ (0.7↔0.7)∧(0.7↔0.6)=0.7∧0.6∧0.6∧0.6∧0.7∧0.6=0.6. 

Формулы F1(х1,х2)=х1̅̅ ̅ →х2 и F2(х1,х2)=х1∧ х2̅̅ ̅ нечётко близкие на заданных 

наборах значений переменных. 

Определение 5.10 

 Если при всех определённых наборах значений переменных формула 

F1(х1,х2,…,хn) принимает значение истинности больше или равное 0.5, то формула 

называется нечётко истинной на данных наборах значений переменных и 

обозначается И. Если при всех определённых наборах значений переменных 

формула F1(х1,х2,…,хn) принимает значение истинности меньше или равное 0.5, 

то формула называется нечётко ложной на данных наборах значений переменных 

и обозначается Л. 

Пример 5.3 

Приведём пример нечётко истинной и нечётко ложной формул на всех 

наборах значений переменных: И= х∨ х̅, Л= х∧ х̅.  

Докажем первое равенство:  

если λ(х)≤ 0.5, то λ(х̅)≥0.5 и λ(х∨ х̅)=max{ λ(х); λ(х̅)}= λ(х̅)≥0.5; 

если λ(х)≥ 0.5, то λ(х̅)≤0.5 и λ(х∨ х̅)=max{ λ(х); λ(х̅)}= λ(х)≥0.5, значит,  формула 

х∨ х̅ является нечётко истинной.  
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Рассмотрим основные соотношения для нечётких логических формул. Пусть 

И1, И2, Л1, Л2 некоторые нечётко истинные и нечётко ложные формулы  на одних 

и тех же наборах значений переменных, тогда  имеют место соотношения: 

1. И1∨И2≈И1≈И2≈И1∧И2; 

2. Л1∨Л2≈Л1≈Л2≈Л1∧Л2; 

3. Л1∧И1≈Л1; 

4. Л1∨И1≈И1. 

Если F1и F2 произвольные формулы, определённые на тех же наборах значений 

переменных что и  И1, И2, Л1, Л2, то. 

5. F1∨ И1≈ F2∨ И2; 

6. F1∧Л1≈ F2∧ Л2. 

Пусть F, G и H – произвольные нечёткие логические формулы, тогда: 

7. �̿� ≈ 𝐹; 

8. 𝐹 ∧ 𝐹 ≈ 𝐹; 𝐹 ∨ 𝐹 ≈ 𝐹; 

9. 𝐹 ∧ 𝐺 ≈ 𝐺 ∧ 𝐹; 𝐹 ∨ 𝐺 ≈ 𝐺 ∨ 𝐹; 

10. (𝐹 ∧ 𝐺) ∧ 𝐻 ≈ 𝐹 ∧ (𝐺 ∧ 𝐻);  (𝐹 ∨ 𝐺) ∨ 𝐻 ≈ 𝐹 ∨ (𝐺 ∨ 𝐻); 

11. 𝐻 ∨ (𝐹 ∧ 𝐺) ≈ (𝐻 ∨ 𝐹) ∧ (𝐻 ∨ 𝐺);  𝐻 ∧ (𝐹 ∨ 𝐺) ≈ (𝐻 ∧ 𝐹) ∨ (𝐻 ∧ 𝐺); 

12.  (𝐹 ∧ 𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ≈ �̅� ∨ �̅�;  (𝐹 ∨ 𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ≈ �̅� ∧ �̅�; 

13.  𝐻 ∨ (𝐹 ∧ 𝐻) ≈ 𝐻 ∧ (𝐹 ∨ 𝐻) ≈ 𝐻 

14.  F→G≈ �̅�⋁𝐺; 

15. F→G≈ �̅� → �̅�;  

16. F↔G≈ (𝐹 → 𝐺) ∧ (𝐺 → 𝐹); 

Для доказательства соотношений 1-16 необходимо показать, что формулы, 

стоящие в правой и левой части соотношения на одинаковых наборах значений 

переменных принимают значения истинности одновременно  ≥ 0.5 или 

одновременно ≤ 0.5. 
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УПРАЖНЕНИЯ 

1. Найдите степень равносильности следующих нечётких формул: 

a) F(x,у)= (х ∧ у)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ и G(x,у)= х→у, где х∈{0.1, 0.5}, у∈{0.4, 0.7, 0.8}; 

b) F(x,у)= х ↔ уи G(x,у)= х → у̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, где х∈{0.7, 0.9}, у∈{0.5, 0.8}; 

c) F(x,у)= х̅ ∧ уи G(x,у)= х ∨ у̅̅ ̅̅ ̅̅ , где х∈{0.1, 0.3, 0.9}, у∈{0.2, 0.8}. 

Какие из данных формул являются нечётко близкими на заданных наборах 

значений переменных? 

2. Выясните, какие из следующих формул являются нечётко истинными, а 

какие нечётко ложными на заданных наборах значений переменных: 

a) F(x,у)=  (х→у)∨ (х̅ ∧ у̅), где х∈{0.1, 0.2}, у∈{0.4, 0.7}; 

b) F(x,у)= х ∧ (х → у)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, где х∈{0.7, 0.9}, у∈{0.5}; 

c) G(x,у)= (х̅ ∧ у)→ (х ∨ у)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , где х∈{0.1}, у∈{0.2, 0.8}. 

3. Докажите нечёткую ложность формул: 

a) F(x1,x2) = (х1х2)Λ⌐(х1х2); 

b) F(x1,x2) = (х1↔х2)Λ⌐(х1↔х2). 

4. Докажите нечёткую истинность формулы  

a) F(x1,x2) = (х1х2)V⌐(х1х2); 

b) F(x1,x2) = (х1↔х2)V⌐(х1↔х2). 

5. Докажите нечёткую близость формул 

a) F(x, у)=(хV⌐х)V(уΛ⌐у) и  G(x)=хV⌐х; 

b) F(x, у)=(хΛ⌐х)Λ(уV⌐у) и G(x)=хΛ⌐х. 

6. Докажите соотношения 1-16. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. В чём принципиальное отличие определения нечёткой логической формулы 

от обычной логической формулы? 

2. Почему при изучении нечётких логических формул не вводится в 

рассмотрение таблицы истинности формул? 

3. Какие логические законы, имеющие место для обычных логических формул, 

не выполняются на множестве нечётких логических формул? 

4. Какие значения будет принимать степень равносильности обычных формул? 
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§ 5.3. НЕЧЁТКИЕ ПРЕДИКАТЫ И КВАНТОРЫ 

Определение 5.11 Пусть Х1, Х2,…, Хn – универсальные множества, 

Х1×Х2×…×Хn – декартово произведение множеств. n-местным нечётким 

предикатом Р(х1, х2, …, хn), заданным на множестве Х1×Х2×…×Хn, называется 

переменное высказывание, зависящее от нечётких переменных х1, х2,…,хn (x1∈Х1, 

x1∈Х1,…, xn∈Хn), которое превращается в нечёткое высказывание, если всем 

переменным придать конкретные значения из соответствующих множеств. 

Пример 5.4 

 На множестве Х={1, 2, 3, 4, 5} зададим  одноместный предикат Р(х): «х 

примерно равно 4». Если нечёткой переменной придать конкретное значение, 

например х=3, и подставить в нечёткий предикат, то получим нечёткое 

высказывание Р(3.5): «3.5 примерно равно 4». Для каждого конкретного х∈Х 

можно определить степень истинности нечёткого высказывания Р(х), например 

так: λ(Р(1))=0.1, λ(Р(2))=0.3, λ(Р(3))=0.6, λ(Р(4))=1, λ(Р(5))=0.6. 

Пример 5.5 

На множестве Х×Х, где Х - множество людей, зададим нечёткий  2-местный 

предикат Р(x1,х2): «х1 дружит с х2». 

Пример 5.6  

На множеств Х1×Х2×Х3, где  Х1-множество людей, Х2 – множество 

профессий, Х3 – множество городов зададим нечёткий предикат Р(х1, х2, х3): «х1 

имеет замечательную профессию х2 и живёт в красивом городе х3». 

Рассмотрим одноместные предикаты Р(х), заданные на конечном множестве. 

Пусть на Х={х1, х2,…,хn} задан предикат Р(х). Для каждого х𝑖 ∈ Х можно 

определить значение истинности 𝜆(Р(хi)), так как Р(хi) – нечёткое высказывание. 

Определение 5.13 

 Величина 𝜈(Р)= 𝜆(Р(х1))∧ 𝜆(Р(х2))∧. . .∧ 𝜆(Р(хn)) называется степенью 

общности свойств предиката Р(х) для элементов множества Х. 

Если 𝜈(Р) ≥ 0.5, то на предикат Р(х) может быть навешан квантор нечёткой 

общности ⩝ (символ ⩝ читается «всякий», «каждый»). Выражение ⩝ хР(х) читается 

«для всех х степень истинности Р(х) больше или равна 0.5». 
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Пример 5.6 

 Найдём степень общности свойств предиката Р(х) из примера 1:  

𝜈(Р)= 𝜆(Р(1))∧ 𝜆(Р(2))∧  𝜆(Р(3))∧  𝜆(Р(4))∧ 𝜆(Р(5))=min{0.1, 0.3, 0.6, 1, 0.6}=0.1. Так 

как 𝜈(Р) <0.5, то на нечёткий предикат Р(х) нельзя навесить квантор нечёткой 

общности. 

Определение 5.14 

Величина 𝜏(Р)= 𝜆(Р(х1))∧ 𝜆(Р(х2))∧. . .∧ 𝜆(Р(хn)) называется степенью 

существования свойств предиката Р(х) для элементов множества Х. 

Если 𝜏(Р) ≥ 0.5, то на предикат Р(х) может быть навешан квантор нечёткого  

существования ∃ (символ ∃ читается «существует», «найдётся»). Выражение 

∃хР(х) читается «найдётся  х, такой что, степень истинности Р(х) больше или 

равно 0.5» или «для некоторых х  степень истинности Р(х) больше или равна 0.5». 

Пример 5.7 

Найдём степень существования свойств предиката Р(х) из примера 1:  

𝜏(Р)= 𝜆(Р(1))⋁𝜆(Р(2))∨  𝜆(Р(3))∨ 𝜆(Р(4))∨ 𝜆(Р(5))=max{0.1, 0.3, 0.6, 1, 0.6}=1. Так 

как 𝜈(Р) ≥0.5, то на нечёткий предикат Р(х) можно навесить квантор нечёткого 

существования. Выражение  ∃хР(х) читается так: «среди элементов множества 

Х={1, 2, 3, 4, 5} найдётся элемент х, такой, что степень истинности Р(х) будет 

больше или равна 0.5». 

УПРАЖНЕНИЯ 

Приведите пример нечёткого одноместного  предиката Р(х), заданного на 

множестве Х, на который: 

1. можно навесить квантор нечёткой общности, но нельзя навесить квантор 

нечёткого существования; 

2. можно навесить квантор нечёткого существования, но нельзя навесить 

квантор нечёткой общности; 

3. можно навесить и квантор нечёткой общности, и квантор нечёткого 

существования; 

4. нельзя можно навесить квантор нечёткой общности и квантор нечёткого 

существования. 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. В чём принципиальное отличие в определении нечёткого предиката и 

обычного предиката? 

2. Можно ли ввести понятие степень общности свойств обычного предиката? 

Можно ли определить операцию навешивания квантора всеобщности на 

обычный предикат через понятие степени общности свойств предиката?  

3. Можно ли ввести понятие степень существования свойств обычного 

предиката? Можно ли определить операцию навешивания квантора 

существования на обычный предикат через понятие степени существования 

свойств предиката? 

 

§ 5.4 НЕЧЕТКАЯ И ЛИНГВИСТИЧЕСКАЯ ПЕРЕМЕННЫЕ. НЕЧЁТКИЕ 

ЛИНГВИСТИЧЕСКИЕ ВЫСКАЗЫВАНИЯ 

Понятие нечеткой и лингвистической переменных используется при описании 

объектов и явлений с помощью нечетких множеств.  

Определение 5.15 

Нечеткая переменная характеризуется тройкой <α, X, A>, где  α - 

наименование переменной,  X - универсальное множество (область определения α),  

A - нечеткое множество на X, с функцией принадлежности µ A(x), описывающей 

возможные значения, которые принимает нечёткая переменная α.  В качестве 

примера нечёткой переменой α можно привести нечёткое множество А «Средняя 

скорость автомобиля». В этом случае соответствующая нечёткая переменная может 

быть представлена следующим образом: <«Средняя скорость автомобиля», Х=[0, 

400), А>, где А – нечёткое множество с функцией принадлежности в виде ТНИ 

Ат=<40, 80, 10,10>. 

Определение 5.16 

Нечёткой лингвистической переменной называется набор <β , T, X ,G ,M>, где  

β - наименование лингвистической переменной;  

        Т - множество ее значений (терм-множество), представляющих собой 
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наименования нечетких переменных, областью определения каждой из которых 

является множество X. Множество T называется базовым терм-множеством 

лингвистической переменной;  

         Х- универсальное множество – область определения нечётких переменных, 

которые входят в определение лингвистической переменной β; 

         G - синтаксическая процедура, которая описывает процесс образования  их 

множества T новых значений  (термов) для данной лингвистической переменной, 

например при помощи логических операций «и», «или», «не», модификаторов типа 

«очень», «слегка» и т.д. 

         М - семантическая процедура, позволяющая превратить каждое новое 

значение лингвистической переменной, образуемое процедурой G, в нечеткую 

переменную, т.е. сформировать соответствующее нечеткое множество.  

Пример 5.8 

 Пусть эксперт определяет толщину выпускаемого изделия с помощью 

понятий «малая толщина», «средняя толщина» и «большая толщина», при этом 

минимальная толщина равна 10 мм, а максимальная - 80 мм.  

Формализация такого описания может быть проведена с помощью следующей 

лингвистической переменной <β, T, X, G, M>, где  

β - толщина изделия;  

T - {«малая толщина», «средняя толщина», «большая толщина»};  

X - [10, 80]; 

G - процедура образования новых термов с помощью связок «и», «или» и 

модификаторов типа «очень», «не», «слегка» и др. Например: «малая или средняя 

толщина», «очень малая толщина» и др.;  

М - процедура задания на X = [10, 80] нечетких множеств А1= «малая толщина», 

А2 = «средняя толщина», А3= «большая толщина» (рис.5.1), а также нечетких 

множеств для термов из G  в соответствии с правилами трансляции нечетких 

логических операций «и», «или», «не», и операции возведения в степень, в 

частности операции концентрации и растяжения «очень», «слегка» и др. операции 

над нечеткими множествами вида: А1∩А2, А1 ∪А2 , А2 ,  А0,5 и др.  
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Рис. 5.1 Функции принадлежности нечетких множеств: 

«малая толщина» = А1 , «средняя толщина»= А2, «большая толщина»= А3. 

 

 
Рис. 5.2 Функция принадлежности: 

нечеткое множество «малая или средняя толщина» = А1А2. 

 

Замечание. Наряду с рассмотренными выше базовыми значениями 

лингвистической переменной «толщина»  (Т={«малая толщина», «средняя 

толщина», «большая толщина»}) возможны значения, зависящие от области 

определения Х.  Например значения лингвистической переменной «толщина 

изделия» могут быть определены как «около 20 мм», «около 50 мм», «около 70 

мм», «в пределах от 55 до 60 мм» т.е. в виде нечетких чисел и  интервалов.  

Определение 5.17 

Нечётким лингвистическим высказыванием будем называть нечёткие 

высказывания следующих видов: 

1. Высказывание «β есть α», где β – наименование лингвистической 

переменной, α – её значение, которому соответствует отдельный 

лингвистический терм из базового терм-множества Т лингвистической 

переменной β. 

2. Высказывание «β есть ∇α», где ∇ - модификатор, соответствующий 

таким словам, как «очень», «более или более», «много больше» и 

другим, которые могут быть получены с использованием процедур G и 

M данной лингвистической переменной.    
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3. Составные высказывания, образованные из высказываний видов 1 и 2 и 

нечётких логических операций конъюнкция, дизъюнкция, отрицание, 

импликация. 

Пример 5.9 

Нечёткое лингвистическое высказывание первого вида - «скорость автомобиля 

высокая», где лингвистической переменной «скорость автомобиля» присваивается 

значение «высокая».  

Нечёткое лингвистическое высказывание второго вида - «скорость автомобиля 

очень высокая» означает, что лингвистической переменной «скорость автомобиля» 

присваивается значение «высокая» с модификатором «очень».  

Нечёткое лингвистическое высказывание третьего типа «скорость автомобиля 

высокая и расстояние до светофора близкое» означает, что первой 

лингвистической переменной «скорость автомобиля» присваивается значение 

«высокая», а второй лингвистической переменной «расстояние до светофора» 

присваивается значение «близкое». Эти нечёткие высказывания первого типа 

соединены логической операцией нечёткая конъюнкция. 

 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Задайте нечёткие лингвистические переменные: 

a. «Скорость автомобиля»; 

b. «Возраст человека»; 

c. «Температура воздуха»; 

d. «Размер зарплаты». 

2. Придумайте пример нечёткой лингвистической переменной. 

3. Приведите пример нечёткого лингвистического высказывания. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Как вы понимаете смысл словосочетаний «нечёткая лингвистическая 

переменная» и «нечёткое лингвистическое высказывание»?  

2. Существуют ли аналоги нечётких лингвистических переменных и 

высказываний  в классической логике? 
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ГЛОССАРИЙ 

Агрегирование условий базы правил - процедура определения степени 

истинности условий по каждому из правил системы нечёткого вывода. 

Аккумулирование заключений нечётких правил - процедура нахождения 

функции принадлежности для каждой из выходных лингвистических переменных. 

Активация подзаключений базы правил – процедура  нахождения степени 

истинности каждого из подзаключений правил нечётких продукций и определения 

функции принадлежности всех подзаключений для каждого правила в базе 

нечётких правил. 

Антирефлексивное нечёткое отношение - бинарное нечёткое отношение, 

заданное на множестве Х×Х, удовлетворяющее условию: 

 ∀ <хi, хi>∈ Х×Х функция принадлежности отношения µQ(<хi, хi>)=0. 

Антисимметричное нечёткое отношение - бинарное нечёткое отношение, 

заданное на множестве Х×Х, удовлетворяющее условию: ∀ <хi, хj>∈ Х×Х, причём 

хi≠хj, выполняется равенство: min{µQ(<хi, хj>), µQ(<хj, хi>)}=0. 

База правил системы нечёткого вывода - конечное множество правил вида 

«ЕСЛИ…, ТО…», согласованных относительно используемых в них 

лингвистических переменных. 

Бинарные нечёткие отношения – n-арное нечёткое отношение при n=2. Q – 

бинарное нечёткое отношение, если Q={<<х1, х2>, µQ<х1, х2>>│x1∈ Х1, х2∈ Х2, 

µQ∈[0,1]}. 

Ближайшее чёткое множество A  относительно нечеткого множеству А, состоит 

из тех элементов универсума, для которых значения функции принадлежности 

µA(х)>0.5, а элементы, у которых, могут µA(х)=0.5 принадлежать или могут не 

принадлежать множеству  A . 

Высота нечёткого множества А это числовая характеристика h нечёткого 

множества, которая находится по формуле:  h= )(sup xA
Xx




 .  
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Границы нечёткого множества А – это подмножество универсума Х, 

обозначаемое GA , содержащее  такие элементы универсума Х, для которых 

значения функции принадлежности  отличны от 0 и 1,  

т.е. GА={ ,Ххх  0< <1}. 

Дополнение нечёткого множества А это нечёткое множество  A , для всех 

элементов которого х Х выполняется условие: )(1)( xx AA
  .  

Иерархия  (иерархическая структура) — это графическое представление 

проблемы в виде перевернутого дерева, где каждый элемент, за исключением 

самого верхнего, зависит от одного или более элементов,  расположенных выше 

рассматриваемого эелемента. 

Композиция нечётких бинарных отношений  Q и R  - это нечёткое отношение 

Q⊗R, заданное на множестве X1Х3 , функция принадлежности которого  для ∀ 

<хi, хk> ∈  X1Х3   определяется формулой: 

µQ⊗R(<xi, хk>)=max
х𝑗∈Х2

{min{µQ(<хi, хj>), µR(<хj,хk>)}}. 

Множество α-уровня нечеткого множества A называется четкое подмножество 

универсального множества X, определяемое по формуле Аα ={ Ххх  |µA(х)≥α} , 

где  1,0 . 

Нечёткая величина  - произвольное нечёткое множество А, заданное на 

множестве действительных чисел R, т.е. нечёткое множество, для которого 

универсумом Х служит всё множество R.. 

Нечёткая лингвистическая переменная называется набор <β , T, X ,G ,M>, где, β 

- наименование лингвистической переменной; Т - множество ее значений (терм-

множество), представляющих собой наименования нечетких переменных, 

областью определения каждой из которых является множество X;   Х- 

универсальное множество – область определения нечётких переменных, которые 

входят в определение лингвистической переменной β; 

 G - синтаксическая процедура, которая описывает процесс образования  их 

множества T новых значений  (термов) для данной лингвистической переменной, 

)(xA

)(xA
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например при помощи логических операций «и», «или», «не», модификаторов типа 

«очень», «слегка» и т.д.; 

 М - семантическая процедура, позволяющая превратить каждое новое значение 

лингвистической переменной, образуемое процедурой G, в нечеткую переменную, 

т.е. сформировать соответствующее нечеткое множество.  . 

Нечёткая переменная – упорядоченная тройка элементов <α, X, A>, где  α - 

наименование переменной,  X - универсальное множество (область определения α),  

A - нечеткое множество на X, с функцией принадлежности µ A(x), описывающей 

возможные значения, которые принимает нечёткая переменная α..  

Нечёткое лингвистическое высказывание - нечёткое высказывание одного из  

следующих видов: 

1. Высказывание «β есть α», где β – наименование лингвистической 

переменной, α – её значение, которому соответствует отдельный 

лингвистический терм из базового терм-множества Т лингвистической 

переменной β. 

2. Высказывание «β есть ∇α», где ∇ - модификатор, соответствующий 

таким словам, как «очень», «более или более», «много больше» и 

другим, которые могут быть получены с использованием процедур G и 

M данной лингвистической переменной.    

3. Составные высказывания, образованные из высказываний видов 1 и 2 и 

нечётких логических операций конъюнкция, дизъюнкция, отрицание, 

импликация. 

Нечёткая логическая формула определяется индуктивно следующим 

образом:  

1. любая нечёткая высказывательная переменная является нечёткой 

логической формулой; 

2. если F1 и F2 – нечёткие логические формулы, то F1̅̅ ̅ ,F1∧F2, F1∨F2, 

F1→F2, F1↔F2 – нечёткие логические формулы. 

3. Других правил для образования нечётких логических формул не 

существует. 
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Нечёткий n-местный предикат Р(х1, х2, …, хn), заданный на множестве 

Х1×Х2×…×Хn, это переменное высказывание, зависящее от нечётких переменных 

х1, х2,…,хn (x1∈Х1, x1∈Х1,…, xn∈Хn), которое превращается в нечёткое 

высказывание, если всем переменным придать конкретные значения из 

соответствующих множеств. 

Нечётко близкие формулы – это нечёткие формулы, у которых степень 

равносильности на всех определённых наборах значений переменных больше или 

равна 0.5.   

Нечётко истинные формулы – это нечёткие формулы, которые на всех  

определённых наборах значений переменных принимают значение истинности 

больше или равное 0.5.  

Нечётко ложные формулы - это нечёткие формулы, которые на всех  

определённых наборах значений переменных принимают значение истинности 

меньше или равное 0.5 

Нечёткое высказывание -  любое утверждение,  о котором имеет смысл судить 

истинно оно или ложно в той или иной степени. 

Нечеткое множество: пусть Х – универсальное множество,  множество А – 

подмножество Х  (A Х). Нечетким множеством А называется совокупность 

упорядоченных пар вида:<x, µА(х) >, где х Х, а µА(х) - функция принадлежности, 

которая  ставит в соответствие каждому элементу х Х некоторое действительное 

число из отрезка[0,1]. При этом значение µА(х) =1 для некоторого х Х означает, 

что элемент х определённо принадлежит нечёткому множеству А, а значение µА(х) 

=0 означает, что элемент х определённо не принадлежит нечёткому множеству А. 

Остальные значения функции µА(х) из интервала (0,1) означают, что элемент х 

принадлежит множеству А в той или иной степени. 

Нечёткое отношение: нечетким  n-арным отношением называется нечёткое 

множество  Q, заданное на универсуме Х. Символически определение нечёткого 

отношения записывается в виде: 

Q={<<х1, х2,…, хn>, µQ<х1, х2,…,хn>>│x1∈ Х1, х2∈ Х2,…, хn∈ Хn, µQ∈[0,1]}. 
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Носитель нечёткого множества A это обычное подмножество As  множества Х, 

которое содержит те и только те элементы Х, для которых значения функции 

принадлежности нечёткого множества А не равны 0, т.е. As={x| x Х, µА(х)>0}. 

Объединение нечётких множеств А и В  это нечёткое множество BA , функция 

принадлежности которого имеет вид:  )(),(max)( xxx BABA  
. 

(максминное объединение). 

Относительное расстояние между нечёткими множествами находится по 

формулам: 

относительное расстояние Хемминга: 

(A, B) = 
1

𝑛
 ∑ |µ𝐴 (𝑥𝑖) − µ𝐵(𝑥𝑖)|
𝑛
𝑖=1  , (A, B)[0,1].                                

относительное Евклидово расстояние: 

(A, B)=
1

√𝑛
  √∑ (µ𝐴(𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1 − µ𝐵(𝑥𝑖))

2  , (A, B)[0,1]. 

Пересечение нечётких множеств А и В – это нечёткое множество BA , функция 

принадлежности которого имеет вид:  )(),(min)( xxx BABA  
 (максминное 

пересечение). 

Разность нечётких множеств А и В это нечёткое множество А\B, функция 

принадлежности которого имеет вид:  )(1),(min)(/ xxx BAВA   .  

Расстояние между нечёткими множествами А и В находится по формулам:  

расстояние Хемминга (или линейное расстояние): 

          ρ(A,В)=∑ |µ𝐴 (𝑥𝑖) − µ𝐵(𝑥𝑖)|
𝑛
𝑖=1 ,   (A, B)[0, n].                                

Евклидово или квадратичное расстояние: 

(A, B) =    √∑ (µ𝐴(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 − µ𝐵(𝑥𝑖))

2 , (A, B)[0, ].                       

Рефлексивное нечёткое отношение 

Симметрическая разность нечётких множеств А и В это нечёткое множество А

B, функция принадлежности которого имеет вид: 

    )(),(1min;)(1),(minmax)( xxxxx ABBAВA  
.  
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Симметричное нечёткое отношение - бинарное нечёткое отношение Q, заданное 

на множестве Х×Х, удовлетворяющее условию:∀ <хi, хj>∈Х×Х выполняется 

равенство: µQ(<хi, хj>)= µQ(<хj, хi>). 

Степень общности свойств нечёткого предиката Р(х) для элементов множества 

Х  называется величина 𝜈(Р)= 𝜆(Р(х1))∧ 𝜆(Р(х2))∧. . .∧ 𝜆(Р(хn)).  

Степень равносильности нечётких формул F1(х1,х2,…,хn) и F2(х1,х2,…,хn) 

обозначается d(F1(х1,х2,…,хn); F2(х1,х2,…,хn)) и определяется выражением: 

(F1(х1,х2,…,хn);F2(х1,х2,…,хn))=∧(F1(х1,х2,…,хn)↔F2(х1,х2,…,хn)), где операция 

∧ берётся по всем определённым наборам степеней истинности высказывательных 

переменных. 

Степень существования свойств нечёткого предиката предиката Р(х) для 

элементов множества Х называется  величина 𝜈(Р)= 𝜆(Р(х1))∧ 𝜆(Р(х2))∧. . .∧

𝜆(Р(хn)).  

Точки перехода нечёткого множества А  это множество ТА, состоящее из 

элементов x Х , для которых =0.5 называются точками перехода нечёткого 

множества A, т.е. TA={x| x Х, µА(х)=0.5}. 

Транзитивное нечёткое отношение - бинарное нечёткое отношение Q , 

удовлетворяющее условию: ∀ хi, хj, хk ∈ Х имеет место равенство: 

 µQ(<хi, хk>)≥ max хj ∈Х {min{µQ(<хi, хj>), µQ(<хj, хk>)}}=0. 

Трапециевидная функция принадлежности -  

Трапециевидный нечёткий интервал 

Треугольная функция принадлежности – это функция принадлежности 

нечёткого множества, которая задаётся алитическим выражением: 

𝑓∆(𝑥; 𝑎, 𝑏, 𝑐) =

{
 
 

 
 

0 , если х ≤ 𝑎
𝑥−𝑎 

𝑏−𝑎
 , если 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

𝑐−𝑥

𝑐−𝑏
 , если 𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐

0 , если с ≤ х 

  ,                                     

где а, b, c – некоторые числовые параметры, принимающие произвольные 

действительные значения и упорядочены отношением: 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐. 

 )(xA
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Треугольное нечёткое число (ТНЧ) это  нечёткое число А∆, функция 

принадлежности которого имеет треугольный вид  𝑓∆(𝑥; 𝑎, 𝑏, 𝑐). ТНЧ удобно 

представить в виде упорядоченного множества А∆=< d, α, β>, где d – модальное 

значение ТНЧ, α - левый коэффициент нечёткости и β – правый коэффициент 

нечёткости: d=b, α=b-a, β=c-b. 

Универсум – обычное множество, то есть множество, из элементов которого 

образованы все остальные множества. 

Фаззификация входных переменных (введение нечёткости)  - процедура 

нечёткого логического вывода, целью которой является  установление 

соответствия между конкретным (обычно численным) значением хi из универсума 

Хi каждой входной лингвистической переменной βi системы нечёткого вывода  и 

значением функций принадлежности  термов входной лингвистической 

переменной.  

Функция принадлежности нечёткого множества А – это функция, которая 

каждому элементу х универсума Х ставит в соответствие число µА(х) из отрезка 

[0,1], которое показывает, в какой степени данный элемент х обладает свойствами 

нечёткого множества. 

Ядро нечёткого множества  А  - это  обычное множество А1, элементы которого 

удовлетворяют условию:  А1 ={ Ххх  |µA(х)=1}. 

S-образная функция принадлежности  или сплайн-функция и в общем случае 

аналитически может быть задана следующим выражением: 

             𝑓𝑧(𝑥; 𝑎, 𝑏) = {

1 , если 𝑥 ≤ 𝑎
𝑏−𝑥

𝑏−𝑎
, если 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

0, 𝑏 ≤ 𝑥

,                                                                         

где a и b – некоторые числовые параметры, принимающие произвольные 

действительные значения и упорядоченные отношением a< 𝑏. 

S-образная функция принадлежности  в общем случае может быть задана 

аналитически следующим выражением: 



85 

 

             𝑓𝑠(𝑥; 𝑎, 𝑏) = {

0 , если 𝑥 ≤ 𝑎
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
, если 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

1, 𝑏 ≤ 𝑥

  ,                                               

где a и b – некоторые числовые параметры, принимающие произвольные 

действительные значения и упорядоченные отношением: a< 𝑏. 
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