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ВВЕДЕНИЕ 3

Введение.

С 1974 года в США и Великобритании издается многотомная серия
"Encyclopedia of Mathematics and its Applications". Цель и задачи серии
редакционный совет изложил в эмоционально написанной декларации
(statement). В ней, в частности, говорится: "Не так давно широко было
распространено мнение, что в сегодняшней математике можно найти
основополагающие концепции завтрашней науки. Однако в настоящее
время результаты математики, гордо охраняемые за баррикадой тер-
минологической сложности, развивающимся знаменем бескомпромис-
ной строгости, часто остаются далекими от их потенциальных потре-
бителей... Обилие результатов вместе с изысканностью современного
математического изложения привели к тому, что математик неохотно
идет смотреть на свои достижения со стороны, глазами заинтересо-
ванного прикладника. Прикладник же, испытывая благоговение перед
этим ослепительным фейерверком, в большей степени не может, чем не
хочет, воспользоваться откровениями математики. Это обстоятельство,
вместе с нашим убеждением, что всякая наука рано или поздно должна
проверить себя, став математической, является движущей силой этой
энциклопедии."

Идеи высказанные в приведенной цитате, имеют прямое отношение и
к теории приближения функций, как части математики, что и явилось
побудительным мотивом написания данной книги. Как и другие тео-
ретические направления математики, теория приближения функций,
возникла из практических задач, в частности из теории механизмов,
приведшей к известной задаче приближения функций в равномерной
метрике, к полиномам Чебышева и пр. Затем решались чисто прак-
тические задачи о качестве приближения функций алгебраическими и
тригонометрическими полиномами – теоремы Вейерштрасса, Стоуна,
Джексона, Бернштейна и др. Достигнув некоторого уровня, как и вся-
кая наука, теория приближения функций занималась совершенствова-
нием себя самой, в соответствии с внутренней логикой.

В настоящее время в значительно большей степени, чем скажем 30
или 50 лет назад наблюдается проникновение идей и методов теории ап-
проксимации в самые различные области естественных наук. Успешно
применяются достижений теории аппроксимации в прикладных зада-
чах. Большую роль в этом сыграли достижения в области вычислитель-
ной техники, дающие возможность разрабатывать и внедрять в произ-
водство мощное программное обеспечение. Этому способствует и разви-
тие наукоемких, высокоточных технологий и достигнутые в последние
годы успехи в решении экстремальных задач теории приближения.
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Являясь специалистами по теории приближения функций, авторы
несколько лет назад столкнулись с задачами, связанными с программ-
ным обеспечением станков с ЧПУ. С некоторым удивлением было за-
мечено, что многие задачи оптимизации программоносителей форма-
лизуются как классические задачи теории аппроксимации. Кроме того,
развитие высокоточных производств приводит к необходимости разра-
ботки и внедрения асимптотических методов теории аппроксимации.
Эти методы хорошо зарекомендовали себя при построении конкретных
алгоритмов.

Процесс проникновения идей теории приближения в задачи маши-
ностроения не является односторонним. Многие технические задачи со-
временного машиностроения порождают новые постановки задач и в
самой теории приближения. В данной книге предпринята попытка рас-
крыть взаимопроникновение идей и методов программного обеспечения
современного машиностроения и теории приближения, в частности, тео-
рии сплайн – функций.

На протяжении последних лет авторы уделяли много внимания раз-
личным задачам инженерной геометрии в машиностроении. При этом
авторы старались придерживаться одной и той же идеологии – найти
асимптотическое решение каждой из поставленных задач. Во многих
случаях найти асимптотически оптимальное решение гораздо проще
чем оптимальное. В реальных же условиях (особенно при разработке
программного обеспечения точного машиностроения) асимптотические
методы приводят практически к тем же результатам, что и и опти-
мальные. Авторы убеждены, что при дальнейшем совершенствовании
технологии в сторону высокоточного производства, именно асимптоти-
ческим методам будет отдаваться приоритет. Это объясняется и тем,
что асимптотические методы гораздо более конструктивны и проще в
вычислительной реализации, чем точные методы решения (если такие
вообще имеются).

Вкратце остановимся на структуре книги.

Первая глава вводная. В параграфе 1.1 приведены основные опреде-
ления характеристик кривых – кривизна кривой, степень негладкости
и другие понятия, необходимые нам в дальнейшем.

Параграфы 1.2 – 1.5 посвящены методам первичной обработки дан-
ных, прежде всего, сглаживанию. В той или иной мере все алгоритмы,
которые мы будем использовать в дальнейшем рассчитаны на то, то
поступающая информация должна быть предварительно сглажена.

Параграфы 1.6 - 1.12 посвящены сплайнам. То, что им уделено бо-
лее половины объема вводной главы, не случайно. Как правило, под
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термином "сплайн"мы понимаем полиномиальный сплайн. Напомним
определение сплайна.

Сплайном порядка r дефекта k по произвольному разбиению ∆n =
{a = t0 < t1 < . . . < tn = b} отрезка [a, b] называется (r− k) - раз непре-
рывно дифференцируемая на отрезке [a, b] функция sr,k(∆n, t), которая
на каждом промежутке (ti−1, ti) (i = 0, 1, . . . , n) является алгебраиче-
ским многочленом степени не выше r.

Наиболее популярными как в математике, так и в ее приложениях,
являются сплайны минимального дефекта, т.е. сплайны sr,k(∆n, t) при
k=1. При этом практические потребности более чем на 90% удовлетво-
ряются сплайнами второго и третьего порядков.

Сплайны – сравнительно молодой аппарат теории приближений. Их
широкое использование стало возможным при появлении и развитии
вычислительной техники. В этих условиях в полной мере проявились
их достоинства. Вскоре сфера их использования охватила, практиче-
ски, все области, где применялись вычислительные методы – теория
аппроксимации, численные методы решения дифференциальных и ин-
тегральных уравнений, теория управления, математическая статистика
и многие другие. Практически все изложенные в третьей главе алгорит-
мы будут основываться на том, что по сглаженным данным строится
сплайн, а уже этот сплайн заменяется той или иной технологической
кривой.

Глава 2 носит промежуточный характер. В первой главе много вни-
мания уделено традиционным сплайнам одной переменной, т.е. сплай-
нам приближающим явно заданные функции. Эти сплайны во второй
главе будут использоваться для построения различного вида парамет-
рических сплайнов, описывающих данный контур.

В параграфе 2.1 даются методы построения параметрических сплай-
нов по опорным точкам. Эти сплайны используются, как правило, если
известных значений о контуре мало, но они даны достаточно точно. На
практике, как правило, это происходит когда параметры детали изме-
ряются с помощью измерительной головки или заданы чертежом.

В параграфах 2.2 – 2.5 рассматриваются различные виды парамет-
рических сплайнов почти интерполяционных среднем. Это сплайны, ис-
пользующие как значения в точках, так и значения интегралов (средние
значения). Такие сплайны. как правило, используются в таких алгорит-
мах, когда данных описывающих деталь или фрагмент детали очень
много, к примеру, если они снимаются сканером, копиром и пр.

Параграфы 2.6 - 2.7 посвящены одному из видов полиномиальных
сплайнов наиболее часто используемых в инженерной геометрии – сплай-
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нам Безье.

Да последних параграфа второй главы посвящены вопросу не ап-
проксимации, а идентификации. Если ранее у нас была информация об
объекте, и мы пытались более или менее полно восстановить образ этого
объекта, то здесь несколько иная ситуация. Есть два объекта – один эта-
лон, а другой получен в результате технологического процесса. Нужно
сравнить эти два объекта по геометрическим характеристикам. Проще
говоря, наложить их друг на друга и посмотреть насколько велико меж-
ду ними расхождение. Несмотря на кажущуюся простоту такой задачи,
здесь существует много различных тонкостей, о которых и будет идти
речь в этих параграфах. В некоторой мере это вопросы введения нового
типа расстояния, что позволяет посмотреть на Хаусдорфово расстояние
с иной точки зрения.

Третья глава основная. Именно здесь собраны те результаты, из-за
которых авторы решили написать эту книгу.

Первые три параграфа 3.1 – 3.3 закладывают фундамент для дока-
зательств основных результатов. Здесь приведены решения некоторых
экстремальных задач, которые будут использоваться при конструиро-
вании алгоритмов оптимального восстановления кривых сплайновыми
методами.

В параграфах 3.5 - 3.6 описывается идейная или интуитивная сторо-
на полученных результатов. Надеемся, что содержание этих параграфов
будет не только полезно, но и интересно. Это может быть полезным при
отладке приведенных в этой книге алгоритмов и создании различного
вида модификаций их для решения подобных задач.

Дальнейшее содержание главы отражено в названиях параграфов.
Заметим, что после обоснования того или иного алгоритма всегда при-
веден его дискретный аналог. Иногда он вынесен в отдельный параграф,
иногда он содержится в том параграфе, где приведен результат, порож-
дающий данный алгоритм. Не составляло бы особого труда изложить
в систематизированном виде алгоритмы, снабдив их некоторыми пояс-
нениями и ссылками на доказательства, приведенные в оригинальных
статьях. Это не лишено смысла. Мы планируем подготовить книгу, со-
держащую только алгоритмы, программы и инструкции к их примене-
нию и адаптации к тем или иным задачам машиностроения. Это будет
справочник инженера - разработчика. В данный момент авторы не в
этом видят свою задачу. Проникновение в сущность метода решения
той или иной задачи дает гораздо больший эффект, чем знание конеч-
ного результата. Это касается не только теоретика, но и прикладника,
использующего конкретное программное обеспечение алгоритмов, кото-
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рое не укладывается в жесткие рамки известных схем. К тому же (снова
цитата из "Statement"): "Самое существенное из теории не всегда содер-
жится в формулировках теорем, оно может содержаться в аргументах
внутри доказательства, в алгоритмах, примерах и даже в рисунках."Это
замечание не в последнюю очередь относится и к материалу, изложен-
ному в данной книге. В основе многих алгоритмов лежит, как правило,
новый шаг, имеющий простое геометрическое толкование (для мини-
мизации погрешности необходимо уравнять погрешности на участках,
для минимизации погрешности необходимо сгустить звенья на участ-
ках большой кривизны или на участках с быстро изменяющейся кри-
визной). Как правило, вскоре обнаруживается, что этот факт прокла-
дывает пути к решению других, иногда на первый взгляд далеких по
постановке задач.

При разработке программного обеспечения тех или иных техноло-
гических задач в целом или в какой-то его части авторы программного
продукта стремятся выдержать следующие требования:

1. Программный продукт должен быть как можно более универсаль-
ным, то есть охватывать как можно более широкий круг задач
данного направления;

2. Допускать дополнения, уточнения, модификации и развитие, мак-
симально используя при этом уже разработанные программы и
блоки;

3. Конечный программный продукт должен иметь простую логиче-
скую структуру с максимальным использованием явных формул.

При разработке алгоритмов следует, по возможности, избегать неявных
и рекуррентных соотношений, итерационных процессов и т.п. Это вовсе
не значит, что математические методы решения задачи должны быть
простыми. Простым и легко реализуемым на ЭВМ должен быть по-
лучаемый в результате этого решения алгоритм. В некоторых случаях
практика предъявляет жесткие требования к программному обеспече-
нию. В первую очередь это происходит тогда, когда необходимо скон-
струировать прибор, механизм или ЧИП, реализующий данный алго-
ритм. В этой ситуации стараются избегать даже таких операций, как
извлечение корня, вычисления значений тригонометрических функций
и т.п. Для таких случаев особо актуальным является конструирование
алгоритмов, использующий только явные формулы.

Всюду в этой книге речь идет об оптимальных или асимптотиче-
ски оптимальных алгоритмах. Само же понятие оптимальности далеко
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не однозначно. Оптимальность алгоритма можно понимать во многих
смыслах. В технических науках чаще всего оптимальным считают алго-
ритм (технологический процесс, агрегат и пр.) наилучший из имеюще-
гося известного набора или процесс (агрегат) с оптимальным набором
параметров или узлов. С математической точки зрения оптимальным
будет тот алгоритм, который минимизирует некоторую функцию цели
(налоги, цену, расход материалов, время обработки, количество кад-
ров программоносителя (длину программоносителя) и т.п.) при нали-
чии некоторых ограничений. Как правило, эти ограничения обусловле-
ны требованиями производства. Широкий круг оптимизационных задач
вписывается в следующую общую схему:
требуется найти минимум (или максимум функции)

φ(x, u), (1)

где x и u элементы некоторого множества (это могут быть элементы
n –мерного пространства функций и т.д.), удовлетворяющие условиям

φ(x) = 0, (2)

x ∈ Ω1, (3)

u ∈ Ω2. (4)

Функционал φ называют функцией цели, u – управлением, уравнение
(2) – уравнением связи, а условия (3) и (4) – ограничениями на область
изменения переменной и условием, накладываемым на управление.

В третьей главе предложенной книги в качестве функции цели будет,
как правило, выступать то или иное расстояние от восстанавливаемого
контура (контура детали) до заданной технологической кривой (кусоч-
но – линейной или кусочно – окружностной, и т.д.). Оптимальность
будем понимать в смысле минимизации длины программоносителя при
заданной погрешности.

Одной из основных целей построения алгоритмов является умень-
шение длины программоносителя. Как уже отмечалось, алгоритм оп-
тимальный в каком – то одном смысле оказывается оптимальным и во
многих других. Так, решая задачу уменьшения длины программоноси-
теля при заданной погрешности, мы одновременно решаем задачу ми-
нимизации погрешности при заданной длине программоносителя – эти
задачи эквивалентны. Кроме того, при этом погрешность на каждом
шаге оказывается примерно одинаковой, примерно одинаковой стано-
вится и степень негладкости приближающей кривой и другое.
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Материалы книги мы старались изложить так, чтобы она была по-
лезна разным слоям научно – технических и инженерных работников.
Книга рассчитана на чтение тремя циклами – первый этап, это чисто
прикладной подход. Он состоит в том, чтобы взять предложенные в
книге алгоритмы и использовать их для своих нужд. При втором чте-
нии полезно ознакомиться с формулировками основных результатов и
согласовать эти формулировки с изложенными алгоритмами. Во мно-
гих случаях формулировки приведенных утверждений позволяют мо-
дифицировать предложенные авторами алгоритмы. Понятно, что объем
книги не позволяет привести все наработанные модификации приведен-
ных алгоритмов, поэтому авторы пытались так сформулировать утвер-
ждения, теоремы и пр., чтобы пользователь сам мог настроить предло-
женные нами алгоритмы для решения своих задач. И, наконец, третий
цикл – конструирование совершенно нового алгоритма. Для этого нуж-
но разобраться в доказательствах и построить тот алгоритм, который
нужен для реализации целей пользователя. В связи с этим, наличие до-
казательств тех или иных утверждений не должно пугать читателя не
связанного с математическими исследованиями – их совсем не обяза-
тельно читать при первом ознакомлении с материалами книги.

Одним из побудительных мотивов написания этой книги явилось от-
сутствие монографий с систематическим описанием алгоритмов опти-
мального восстановления кривых. Материалы посвященные оптималь-
ному описанию кривых технологическими линиями рассеяны по много-
численным оригинальным статьям.

Если такого рода результаты и содержатся в книгах, то изложение
чаще всего носит чисто познавательный характер – это в учебниках,
или справочниках готовых программ ([3], [4], [15], [18], [24]). В них они
уже отлажены и готовы к использованию в определенном круге задач.
Что – то исправить или дополнить в них невозможно. Их можно или
использовать, или не использовать.

Вкратце остановимся на тех материалах, на которых построена дан-
ная книга. Во – первых, здесь существенно используются материалы
некоторых монографий посвященных классической теории сплайнов.
Это монографии [56], [5], [6], [7], [10], [20], [21], [26], [27].

Во – вторых, это цикл монографий, посвященных вопросам практи-
ческого использования сплайнов и вопросам инженерной геометрии –
[3], [2], [8], [9], [11], [13], [14], [15], [17], [23], [25].

Естественно, так как основная часть монографии посвящена сплай-
нам, то используются многие фрагменты как доказательств, так и фор-
мулировок из оригинальных статей. Это большей частью статьи о нели-
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нейной аппроксимации сплайнами – об асимптотически оптимальном
выборе узлов при приближении различного рода сплайнами. Преж-
де всего это те результаты, из которых выросла данная тематика – о
приближении функций сплайнами (эрмитовыми, интерполяционными
и пр.) [28], [31], [35] – [42], [53]. И, наконец, цикл статей, содержащих
основную часть материалов содержащихся в третьей главе [43] – [52].

Таким образом, материалы первой и второй глав написаны на ос-
новании материалов монографий [56], [7], [9], [10], [19], [20], [21], [25] и
результатов авторов [34], [38], [43], [50], [51], [52].

Материалы третьей главы подготовлены на основании оригиналь-
ных статей авторов [35] – [53].

Надеемся, что представленная монография будет полезна для аспи-
рантов и научных работников как по теории станков и инструментов,
так и для специалистов по теории приближения функций.



Глава 1

Вспомогательные сведения

1.1 Кривые и их характеристики

Отыщи всему начало,
и ты многое поймешь.
Косьма Прутков.

В условиях высокоточного производства, как правило, все конту-
ры деталей (чертежи) определяются в виде кривых, составленных из
отрезков гладких лекальных линий. Почти все существующие на дан-
ный момент САПРы и построенные на их основе методы описания и
обработки этих контуров в той или иной мере опираются на тот факт,
что кривая состоит из набора стандартных кривых (в качестве которых
могут быть отрезки прямых, дуги окружностей, спиралей и пр.). Это
делает алгоритмы, построенные на такого рода САПРах, жестко привя-
занными к методу описания контура. В то же время, делаются попытки
построения алгоритмов более универсальной конструкции, о чем будем
говорить позже.

Понятие кривой в инженерных и конструкторских расчетах являет-
ся одним из основных. С кривой сталкиваются при изучении тех или
иных технологических процессов, при получении чертежа какого-либо
изделия, и во многих других задачах. Различные технологические усло-
вия могут требовать от кривой выполнения тех или иных геометриче-
ских свойств. Так, условия на плавные обводы в точках стыков мо-
гут иметь различные требования в отношении их гладкости, что может
обеспечиваться общей касательной в этой точке, если же такой глад-
кости не достаточно, то может быть достаточно общей касательной и

12
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Рис. 1.1:

одинаковыми радиусами кривизны сопрягаемых кривых, и т.д. Таким
образом, для успешной работы, инженер должен хорошо знать различ-
ные характеристики кривых, уметь их интерпретировать и использо-
вать. Как правило, кривые на плоскости определяются функциональ-
ной зависимостью

y = f(x),

где f(x) – гладкая или кусочно – гладкая функция.

Любая функция всегда предполагается однозначной, и, поэтому, та-
кой зависимостью нельзя описать, к примеру, кривую изображенную на
рис.1.1.

Тем более, с помощью явно заданной функции невозможно описать
никакую замкнутую кривую. Как правило, в таком случае поступают
следующим образом: кривую разбивают на "правильные"участки, т.е.
на куски каждый из которых описывается либо функцией от x, либо
функцией от y (см. рис.1.2). Так, линия на участке AB описывается
функцией от y, т.е. x = φ(y), а на участках BC и CD – функциями от
x, т.е. y = α(x) и y = β(x) соответственно.

В случае конкретной реализации алгоритмов, это ведет к потере уни-
версальности программного обеспечения базирующего на явном зада-
нии функций.

Эти проблемы ощущаются еще острее при разработке программных
продуктов, использующих описание пространственных кривых.

От всех этих недостатков в значительной степени избавлена пара-
метрическая форма записи кривой:

Γ(t) = (x(t), y(t)), (1.1)
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Рис. 1.2:

если кривая плоская, и

Γ(t) = (x(t), y(t), z(t)), (1.2)

если кривая пространственна.
Ясно, что если функции x(t) и y(t) непрерывны и периодичны с

одним и тем же периодом T , т.е. если для всех t

x(t+ T ) = x(t), y(t+ T ) = y(T ),

то кривая (1.1) замкнута. Если же функции x(t), y(t) и z(t) непрерывны
и имеют один и тот же период, то пространственная кривая (1.2) также
замкнута.

В круге рассматриваемых нами задач важнейшими характеристи-
ками кривой являются: гладкость (или кусочная гладкость), кривизна,
кручение, изменение кривизны, особые точки кривой, точки негладко-
сти, точки возврата, ориентация кривой и др.

Остановимся подробнее на этих характеристиках. Вначале рассмот-
рим случай плоской кривой.

Если в каждой точке t0 функции x(t) и y(t) имеют конечные произ-
водные x′(t0), и y′(t0) (см. рис.1.3), то существует касательный вектор
к кривой Γ(t) в точке Γ(t0) = (x(t0), y(t0)) с направлением

Γ′(t0) = (x′(t0), y
′(t0)) .

Кривая Γ(t) называется гладкой, если в каждой ее точке существу-
ет единственный касательный вектор.

Кривая Γ(t) называется кусочно – гладкой, если ее можно разбить
на конечное число гладких кривых.
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Γ′(t0) = (x′(t0), y
′(t0))

Γ(t0) = (x(t0), y(t0))

Γ(t) = (x(t), y(t))

❅
❅

❅
❅

❅
❅❅■

PPPq

✲

Рис. 1.3:

Точки, в которых кривая не будет гладкой, будем называть точ-
ками излома кривой Γ(t).

Во всех рассматриваемых нами задачах кривая – это контур дета-
ли. Таким образом, мы будем иметь дело с непрерывными кусочно –
гладкими кривыми.

В дальнейшем будем рассматривать лишь те кривые Γ(t), для кото-
рых производные x′(t) и y′(t) существуют всюду, за исключением, быть
может, конечного числа точек, и в этих точках t0 существуют левая и
правая касательные, т.е. предельные положения касательных при t < t0
и при t > t0.

Угол между левой и правой касательными (см. рис.1.4) характери-
зует степень негладкости кривой в точке t0. Если этот угол пренебре-
жительно мал, то кривую можно считать практически гладкой. В даль-
нейшем это понятие будет играть важную роль и поэтому остановимся
на нем более подробно.

Направляющий вектор

Γ′
−(t0) =

(

x′−(t0), y
′
−(t0)

)

левой касательной в точке t0 определим равенствами

x′−(t0) = lim
t→t0, t<t0

x′(t)

и
y′−(t0) = lim

t→t0, t<t0
y′(t),

а правой касательной

Γ′
+(t0) =

(

x′+(t0), y
′
+(t0)

)
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Γ′(t0 + 0)

Γ′(t0 − 0)
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Рис. 1.4:

– равенствами
x′+(t0) = lim

t→t0, t>t0
x′(t)

и
y′+(t0) = lim

t→t0, t>t0
y′(t).

Степенью негладкости кривой Γ(t) в некоторой фиксированной точ-
ке t будем называть модуль значения угла α(t) = α(Γ, t) (в радианах)
между векторами Γ′

−(t) и Γ′
+(t), т.е.

α(Γ, t) = arcsin
|x′+(t)y′−(t)− y′+(t)x

′
−(t)|

√

(x′+(t))
2 + (y′+(t))

2
√

(x′−(t))
2 + (y′−(t))

2
.

Очевидно, что если α(t0) = 0, то кривая в точке t0 гладкая.
На маленьком участке гладкую кривую можно уподобить дуге окруж-

ности, радиус R(t) которой – это радиус кривизны кривой в какой –
нибудь средней точке. Обратная величина к радиусу кривизны в точке
t называется кривизной кривой в точке t. В случае если x(t) и y(t) –
дважды непрерывно дифференцируемые в точке t функции, кривизна
кривой в этой точке вычисляется по формуле:

k(t) =
|x′(t)y′′(t)− y′′(t)x′(t)|
(

√

(x′(t))2 + (y′(t)2
)3 . (1.3)

Так что
R(t) = 1/|k(t)|. (1.4)
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Рис. 1.5:

Во многих траекторных задачах оказываются вредными резкие из-
менения кривизны или скачки кривизны контура. К таким задачам
можно отнести проектирование трубопроводов, корпусов транспортных
средств и пр. Одно из основных требований при этом – минимизация
турбулентных завихрений, которые существенно зависят от формы про-
филя контура и, в частности, от скачков (или резких перепадов) кривиз-
ны контура. Аналогичная ситуация возникает при разработке профилей
кулачковых механизмов (резкие изменения кривизны вызывают удары
и толчки), стыковке рельсов и подобных задачах механики и гидро –
аэродинамики. Для решения такого рода задач требуются не просто
гладкие линии, а линии с плавным изменением кривизны или каки-
ми – либо подобными свойствами. Использование линий с непрерывной
кривизной не всегда представляется возможным (в силу технологиче-
ских особенностей). Гораздо чаще используются кривые, допускающие
разбиение на конечное число кривых с непрерывной кривизной. Такие
кривые будем называть кривыми с кусочно-непрерывной кривизной.

Точки t0 , в которых кривизна не является непрерывной, будем на-
зывать точками разрыва (скачка) кривизны, а саму величину разрыва
(скачка) будем определять по формуле

β(t0) = k(t0 + 0)− k(t0 − 0), (1.5)

где
k−(t0) = lim

t→t0, t<t0
k(t)

и
k+(t0) = lim

t→t0, t>t0
k(t).
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r

r

Рис. 1.6:

В траекторных задачах машиностроения важную роль играет экви-
дистанта кривой, т.е. кривая, лежащая с одной стороны от заданной
кривой Γ(t), причем так, что каждая ее точка удалена от Γ(t) на одно
и то же расстояние r (см. рис.1.7):

Ясно, что любая плоская кривая имеет две эквидистанты, лежащие
по разные стороны от нее.

ε-коридором Kε(Γ) кривой Γ(t) назовем объединение всех кругов
радиуса ε с центрами, лежащими на кривой Γ(t) (см. рис.1.8), т.е.

Kε(Γ) =
⋃

M∈Γ

KM (ε), (1.6)

где KM (ε) есть круг радиуса ε с центром в точке M , то есть

KM (ε) = {N : |MN | ≤ ε}

или, что то же

KM (ε) = {(x, y) :
√

(x− xM )2 + (y − yM )2 ≤ ε}.

Если кривая Γ(t) не имеет самопересечений, то границы ε-коридора
удалены от кривой на расстояние ε и их естественно называть эквиди-
стантами.

Такое понятие эквидистанты абсолютно верно, но работа с эквиди-
стантой, введенной таким образом, очень сложна. В связи с этим, введем
более удобное понятие "почти"эквидистанты для гладких кривых.

Для этого понадобятся понятия нормальных векторов

n+(t) = (−y′(t), x(t)) , n−(t) = (y′(t),−x(t))
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Рис. 1.7:

и нормализованных нормальных векторов

n0
+(t) =

(

−y′(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
,

x′(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2

)

,

n0
−(t) =

(

y′(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
,

−x′(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2

)

,

т.е. таких векторов, что

n±(t)⊥Γ′(t), n0
±(t)⊥Γ′(t), |n0

±(t)| = 1.

Геометрическое место точек Γ+
r (t), лежащих вдоль вектора n+(t)

на расстоянии r от точек кривой Γ(t) назовем внутренней эквиди-
стантой к кривой Γ(t), т.е. при заданном r внутренняя эквидистанта
к кривой Γ(t) – это кривая, заданная векторным уравнением

Γ+
r (t) = Γ(t) + r · n0

+(t). (1.7)

Аналогично, геометрическое место точек Γ−
r (t), лежащих вдоль век-

тора n−(t) на расстоянии r от точек кривой Γ(t) назовем внешней
эквидистантой к кривой Γ(t). Уравнение ее будет иметь вид:

Γ−
r (t) = Γ(t) + r · n0

−(t) (1.8)
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Рис. 1.8:

(см. рис.1.9). В развернутом виде (в координатной форме) это будет
выглядеть так:

Γ+
r (t) =

(

x(t) − r
y′(t)

√

(x′(t)2 + (y′(t)2))
, y(t) + r

x′(t)
√

(x′(t)2 + (y′(t)2))

)

(1.9)

и

Γ−
r (t) =

(

x(t) + r
y′(t)

√

(x′(t)2 + (y′(t)2))
, y(t)− r

x′(t)
√

(x′(t)2 + (y′(t)2))

)

. (1.10)

Эти уравнения для гладких кривых "почти"эквивалентны тем эк-
видистантам, которые мы рассматривали ранее. При малых r эти два
понятия практически совпадают.

Большинство линий, используемых в машиностроении, не являются
гладкими. Это связано со спецификой имеющегося в настоящее время
парка станков. Так, например, рабочий инструмент металлообрабаты-
вающего станка движется, как правило, либо по кусочно – линейной,
либо кусочно – окружностной траектории. В этом случае уравнения
(1.9) – (1.10) не дают эквидистанты к кривой. Для такой ситуации (для
упрощения определений будем считать линию Γ замкнутой) внутрен-
нюю эквидистанту к кривой Γ(t) определим как множество Γ+

r (t) точек
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Рис. 1.9:
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Рис. 1.10:

M на плоскости, лежащих внутри контура Γ(t), таких, что для всех то-
чек кривой Γ(t) минимум евклидова расстояния между этими точками
в точности равен r, т.е.

∀N min
M∈Γ

|MN | = r, (1.11)

а множество Γ−
r (t) точекM , лежащих вне контура Γ(t) и удовлетворяю-

щих такому же условию, назовем внешней эквидистантой (см. рис.1.10 –
1.11).

В случае, если r = r(t), т.е., когда расстояние от эквидистанты до
кривой есть функция времени, то (в случае гладкой кривой Γ) кривые,
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Рис. 1.11:

заданные уравнениями

Γ+
r(t)(t) = Γ(t) + r(t)n0

+(t)

и
Γ−
r(t)(t) = Γ(t) + r(t)n0

−(t),

будем называть, соответственно, внутренней и внешней эквидистан-
тами с изменяющимся расстоянием. Задачи связанные с изменением
расстояния эквидистанты возникают, к примеру, в теории резания при
случае, когда учитывается износ фрезы или производится замена ин-
струмента (см. рис.1.12).

Сложность решения большинства траекторных задач зависит от то-
го насколько удачно выбрана параметризация кривой. Часто возникает
необходимость сравнить точки нескольких (как правило – двух) кри-
вых, соответствующие одному и тому же или близким значениям пара-
метра. В частности, такая задача возникает при необходимости иден-
тификации двух близких по конфигурации кривых Γ1(t) и Γ2(t). Яс-
но, что для этого нужно, чтобы значение параметра t при движении
вдоль контуров Γ1(t) и Γ2(t) изменялось равномерно. В частности, ес-
ли речь идет об обработке контура детали, то в качестве параметра
удобно брать время обработки, что обеспечивает стыковку с последу-
ющими технологическими процессами. В первом приближении время
обработки пропорционально длине обработанного контура.

В подавляющем большинстве задач наиболее удобно брать в каче-
стве параметра t длину дуги кривой от фиксированной точки отсчета.
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Рис. 1.12:

Такую параметризацию называют естественной. Таким образом, если
гладкая кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) задана в естественной па-
раметризации, то для всех t

∫ t

0

√

(x′(τ))2 + (y′(τ))2dτ = t (1.12)

и, следовательно,
(x′(t))2 + (y′(t))2 = 1, (1.13)

или, что то же,
|Γ′(t)| = 1. (1.14)

Отсюда следует, что если Γ(t) = (x(t), y(t)) есть гладкая кривая,
заданная в естественной параметризации (кривая с непрерывной кри-
визной), то, дифференцируя соотношение (1.13), получаем равенство

x′(t)x′′(t) + y′(t)y′′(t) = 0, (1.15)

а если же кривая Γ(t), заданная в естественной параметризации, такова,
что функции x(t) и y(t) – трижды непрерывно дифференцируемы, то

x′(t)x′′′(t) + y′(t)y′′′(t) = −
(

(x′′(t))2 + (y′′(t))2
)

. (1.16)

При наличии естественной параметризации кривой формулы вычис-
ления характеристик кривых (кривизна и пр.) существенно упрощают-
ся. Так, если кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) дана в естественной параметри-
зации, то ее кривизна будет вычисляться по формуле

k(t) = x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t). (1.17)
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Уравнения эквидистант к кривой Γ(t) заданной в естественной пара-
метризации примут вид:

Γ+
r (t) = (x(t) − r y′(t), y(t) + r x′(t)), (1.18)

Γ−
r (t) = (x(t) + r y′(t), y(t)− r x′(t)). (1.19)

Кроме того, если кривая Γ(t) задана в естественной параметризации,
то

Ψ(t) = k′(t) = (x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t))′ = x′(t)y′′′(t) + y′′(t)x′′(t)−

−y′(t)x′′′(t)− x′′(t)y′′(t) = x′(t)y′′′(t)− y′(t)x′′′(t).

То есть, в этом случае

Ψ(t) = x′(t)y′′′(t)− y′(t)x′′′(t). (1.20)

Величину Ψ(t) = k′(t) назовем изменением кривизны k(t) кривой Γ(t).
В дальнейшем, в задачах кусочно – окружностной аппроксимации

величина Ψ(t) будет играть ту же роль, что и величина k(t) в задачах
кусочно – линейной аппроксимации.

Те задачи, которыми мы будем заниматься позже – это траекторные
задачи – задачи инженерной геометрии, т.е. задачи, связанные с заме-
ной одних кривых (контур детали) другими кривыми (технологические
кривые).

В геометрических задачах важно определиться, что мы понимаем
под расстоянием между двумя кривыми. Для того, чтобы ввести ис-
пользуемые нами понятия расстояния, приведем несколько вспомога-
тельных определений.

Будем говорить, что кривая Γ(t) удалена от кривой Γ1(t) на рассто-
яние не более ε, если она целиком лежит в ε-коридоре кривой Γ1(t),
т.е.

Γ ∈ Kε(Γ1).

Наименьшее из ε, при котором кривая Γ(t) лежит в Kε(Γ1) назы-
вается хаусдорфовым расстоянием или просто расстоянием от кривой
Γ(t) до кривой Γ1(t) и обозначается R(Γ,Γ1). Т.е.

R(Γ,Γ1) = min{ε : Γ ∈ Kε(Γ1)}. (1.21)
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Введенное таким образом понятие расстояния соответствует есте-
ственному понятию расстояния. Когда мы говорим, что кривые Γ и Γ1

близки, то при этом будем понимать, что расстояние R(Γ,Γ1) между
ними мало.

Хотя расстояние, введенное соотношением (1.21) естественно и по-
нятно, вычислить его достаточно сложно. Даже если кривые Γ(t) и
Γ1(t) известны, то вычислить расстояние между ними непосредственно
по формуле (1.21) сложно. Трудности многократно возрастают когда
мы решаем какую-нибудь экстремальную задачу в метрике Хаусдор-
фа, т.е. задачу определения кривой, лежащей от исходной на заданном
расстоянии ε, и, удовлетворяющей некоторым экстремальным услови-
ям. Чтобы избежать этой сложности мы используем асимптотический
подход, позволяющий свободно оперировать с понятием хаусдорфового
расстояния.

С другой стороны, введенное понятие расстояния не является един-
ственно возможным. В задачах, связанных с ориентацией и идентифи-
кацией контуров, мы будем использовать другое понятие расстояния –
средне квадратическое хаусдорфово расстояние, которое определяется
следующим образом.

Сначала рассмотрим случай, когда кривые Γ(t) и Γ1(t) (t ∈ [0, T ]),
заданные в естественной параметризации являются замкнутыми (имен-
но для таких кривых введенное здесь понятие расстояния и будет ис-
пользоваться в дальнейшем). Пусть

d(Γ,Γ1) =

= min
t0

√

∫ T

0

((x(t+ t0)− x1(t))2 + (y(t+ t0)− y1(t))2) dt (1.22)

и

Γ(x0, y0, φ, t) = (x0 + x(t) cosφ+ y(t) sinφ, y0 + y(t) cosφ− x(t) sin φ)
(1.23)

есть кривая, полученная из кривой Γ(t), сдвигом еҷ на x0 и y0 вдоль
осей OX и OY соответственно, и поворотом на угол φ вокруг начала
координат.

Тогда средне – квадратичное хаусдорфово расстояние между кри-
выми Γ(t) и Γ1(t) определим по формуле:

δ(Γ,Γ1) = min
x0, y0, φ

d(Γ(x0, y0, φ),Γ1). (1.24)
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Рис. 1.13:

Если же кривые Γ(t) и Γ1(t) имеют особые точки (точки излома,
точки возврата и пр. (см. рис.1.13)), то необходимость отыскания сдви-
га аргумента t0 для согласованного начала отсчета параметра (по фор-
муле (1.22)) отпадает. В этом случае удобно взять за начало отсчета
именно особую точку, что существенно упрощает вычисление величины
δ(Γ,Γ1). Так, если t0 особая точка на кривой Γ(t), а t1 – соответствую-
щая ей особая точка на кривой Γ1(t), то

d(Γ,Γ1) =

√

∫ T

0

((x(t− t0)− x1(t− t1))2 + (y(t− t0)− y1(t− t1))2) dt.

Очевидно, что если кривые Γ(t) и Γ1(t) совместить, то характеристи-
ка δ(Γ,Γ1) указывает не на сколько удалены друг от друга эти кривые,
а на сколько они отличаются друг от друга.

Заметим, что если замкнутые кривые Γ(t) и Γ1(t) имеют разные
промежутки изменения параметра, то их легко перепараметризировать,
сведя к одному. К примеру, если

Γ(t) = (x(t), y(t)), (t ∈ [0, T ])

и
Γ1(τ) = (x1(τ), y1(τ)), (τ ∈ [0, T1]),

то Γ1(τ) можно записать в виде

Γ1(η) = (x1(η), y1(η)), (η = τT/T1, η ∈ [0, T ])



1.1. КРИВЫЕ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ 27

Γ(0)

Γ(T )

❍❍❥
Γ(t)

Рис. 1.14:

и свести все к рассмотренному ранее случаю.
Если кривые Γ(t) и Γ1(t) не являются замкнутыми, то легко постро-

ить замыкание соединив точки Γ(0) и Γ(T ) и, соответственно, точки
Γ1(0) и Γ1(T ) отрезками прямых, и за расстояние между Γ(t) и Γ1(t)
принять расстояние между соответствующими им замкнутыми кривы-
ми (см. рис.1.14). Впрочем, легко понять как определить расстояние
между двумя незамкнутыми кривыми и непосредственно.

В заключение этого параграфа немного поговорим о пространствен-
ных кривых.

Ввиду важности способа параметризации кривых, сразу оговоримся,
что все рассматриваемые нами в дальнейшем кривые

Γ(t) = (x(t), y(t), z(t)), (t ∈ [0, T ]),

даны в естественной параметризации (т.е. величина t равна длине дуги
кривой Γ(t) от начала отсчета до текущей точки). Таким образом, для
всех t ∈ [0, T ] имеет место равенство

∫ t

0

√

(x′(τ))2 + (y′(τ))2 + (z′(τ))2dτ = t (1.25)

и, следовательно,

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 = 1

или, что то же,
|Γ′(t)| = 1.
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Из этих равенств следует, что

x′(t)x′′(t) + y′(t)y′′(t) + z′(t)z′′(t) = 0, (1.26)

и

x′(t)x′′′(t)+y′(t)y′′′(t)+z′(t)z′′′(t) = ((x′′(t))2+(y′′(t))2+(z′′(t))2). (1.27)

ε-трубкой Kε(Γ) кривой Γ(t) назовем объединение всех шаров ради-
уса ε с центрами, лежащими на кривой Γ(t), т.е.

Kε(Γ) =
⋃

M∈Γ

KM (ε),

где KM (ε) - шар радиуса ε с центром в точке M :

KM (ε) = {N : |MN | ≤ ε},

или, что то же,

KM (ε) = {(x, y, z) :
√

(x− xM )2 + (y − yM )2 + (z − zM )2 ≤ ε}.

Будем говорить, что кривая Γ(t) удалена от кривой Γ1(t) на рассто-
яние не более ε, если она целиком лежит в ε-трубке кривой Γ1(t), то
есть если

Γ ∈ Kε(Γ1).

Наименьшее из ε, при котором кривая Γ(t) лежит в Kε(Γ1) назы-
вается хаусдорфовым расстоянием или просто расстоянием от кривой
Γ(t) до кривой Γ1(t) и обозначается R(Γ,Γ1). То есть

R(Γ,Γ1) = min{ε : Γ ∈ Kε(Γ1)}.

Если нам нужно определить не "меру"отдаленности двух кривых друг
от друга, а "меру"схожести, то понадобится другое понятие расстояния.
Для случая плоских кривых – это расстояние есть средне – квадратич-
ное хаусдорфово расстояние определяемое равенством (1.24). Естествен-
но, что аналогичный подход можно применить и для пространственных
кривых, но при этом соответствующие формулы существенно усложня-
ются. Поэтому изложим иной подход, позволяющий (как мы увидим
позже) свести пространственную задачу к плоской.

Основной особенностью этого подхода является то, что в начале
для каждой из кривых определяем некоторое направление, характерное
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именно для этой кривой. Это направление определяется "псевдонор-
мальным"вектором N, являющимся нормалью к плоскости, наиболее
прилегающей к кривой, т.е. N есть решение экстремальной задачи:

∫ T

0

(Γ(t) ·N)2dt→ min

при условии |N| = 1.
Если Γ∗

i (t) = (x∗i (t), y
∗
i (t), z

∗
i (t)), (i = 1, 2) – параметрические уравне-

ния линий Γi(t) в системе координат, где ось OZ совпадает с направле-
нием вектора Ni, i = 1, 2, то расстояние между кривыми Γ1(t) и Γ2(t)
определим по формуле

δ(Γ1,Γ2) = min
x0, y0, z0, φ

d(Γ∗
1(x0, y0, z0, φ),Γ

∗
2),

где

d(Γ1,Γ2) = min
t0

(

∫ T

0

(

(x1(t+ t0)− x2(t))
2 + (y1(t+ t0)− y2(t))

2+

+(z1(t+ t0)− z2(t))
2
)

dt
)1/2

и
Γ(x0, y0, z0, φ, t) =

= (x0 + x(t) cosφ+ y(t) sinφ, y0 + y(t) cosφ− x(t) sin φ, z(t) + z0) .

Приведем еще несколько характеристик пространственных кривых,
которые потребуются нам в дальнейшем.

Из общего курса дифференциальной геометрии известно, что кри-
визна пространственной кривой Γ(t) в точке t вычисляется по формуле:

k(t) = |Γ′(t)× Γ′′(t)|,

где |a× b| – длина векторного произведения векторов a и b, а Γν(t) =
(xν(t), yν(t), zν(t)).

В координатной форме векторное произведение примет вид

Γ′(t)× Γ′′(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

x′(t) y′(t) z′(t)
x′′(t) y′′(t) z′′(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= i

∣

∣

∣

∣

y′(t) z′(t)
y′′(t) z′′(t)

∣

∣

∣

∣

− j

∣

∣

∣

∣

x′(t) z′(t)
x′′(t) z′′(t)

∣

∣

∣

∣

+ k

∣

∣

∣

∣

x′(t) y′(t)
x′′(t) y′′(t)

∣

∣

∣

∣

,
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где i, j,k – орты, т.е. векторы единичной длины, направленные вдоль
координатных осей.

Таким образом, в декартовых координатах кривизна пространствен-
ной кривой выражается равенством

k(t) =
(

(x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t))2+

+(z′(t)y′′(t)− z′′(t)y′(t))2 + (z′(t)x′′(t)− z′′(t)x′(t))2
)1/2

.

Для пространственных кривых имеет место еще одна важная характе-
ристика – кручение, которая вычисляется по формуле

τ(t) =
1

̺(t)
=

(Γ′(t) · Γ′′(t) · Γ′′′(t))

|Γ′(t)× Γ′′(t)|2 ,

где a · b · c – смешанное произведение векторов , b и c.
Величина ̺(t) называется радиусом кручения кривой Γ(t) в точке t,

что связано с тем, что на маленьком участке пространственная кривая
похожа на винтовую линию радиуса ̺ с правой нарезкой, если τ(t) > 0,
и с левой, если τ(t) < 0.

Для того, чтобы получить формулу кручения кривой в декартовых
координатах, нужно учесть, что смешанное произведение трех векторов
вычисляется как определитель, составленный из координат векторов:

(Γ′(t) · Γ′′(t) · Γ′′′(t)) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x′(t) y′(t) z′(t)
x′′(t) y′′(t) z′′(t)
x′′′(t) y′′′(t) z′′′(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Раскрывая этот определитель, и, учитывая выведенный ранее вид фор-
мулы кривизны, получаем формулу для вычисления кручения простран-
ственной кривой

τ =
x′y′′z′′′ + y′z′′x′′′ + z′x′′y′′′ − x′z′′y′′′ − y′x′′z′′′ − z′y′′x′′′

(x′y′′ − x′′y′)2 + (x′z′′ − z′x′′)2 + (z′y′′ − y′z′′)2
.

Отметим еще, что величина

Ω(t) =
√

τ2(t) + k2(t)

называется полной кривизной кривой Γ(t) в точке t.
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1.2 Разности и их свойства

Devide et impera.
Ю.Цезарь

В дальнейшем мы будем часто использовать центральные разности
и их свойства.

Пусть задан набор чисел x0, x1, . . . , xn. Их первые разности опреде-
ляются следующим образом

∆x1/2 = x1 − x0, ∆x3/2 = x2 − x1, . . . , ∆xn−1/2 = xn − xn−1.

Вторые центральные разности определяются как разности от разно-
стей, т.е.

∆2x1 = ∆x3/2 −∆x1/2, ∆2x2 = ∆x5/2 −∆x3/2, . . . ,

∆2xn−1 = ∆xn−1/2 −∆xn−3/2.

Аналогично определяются разности третьего порядка

∆3x3/2 = ∆2x2 −∆2x1, ∆3x5/2 = ∆2x3 −∆2x2, . . . ,

∆3xn−3/2 = ∆2xn−1 −∆2xn−2,

и т.д.

Ясно, что

∆2xi = xi+1 − 2xi + xi−1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

∆3xi−1/2 = xi+1 − 3xi + 3xi−1 − xi−2, i = 2, 3, . . . , n− 1,

∆4xi = xi+2 − 4xi+1 + 6xi − 4xi−1 + xi−2, i = 2, 3, . . . , n− 2,

и т.д.

Коэффициенты в этих представлениях есть биномиальные коэффи-
циенты с чередующимися знаками.

При вычислении разностей удобно пользоваться таблицей.

Приведем пример такой таблицы.
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xi ∆xi+1/2 ∆2xi ∆3xi+1/2 ∆4xi ∆5xi+1/2 ∆6xi
714

6
720 2

8 -8
728 -6 27

2 19 -80
730 13 -53 235

15 -34 155
745 -21 102

-6 68
739 47

41
740

Центральные разности от табличных данных являются (с точностью
до множителя) дискретными аналогами производных функции в точке.
Действительно, если x(t) есть некоторая достаточное число раз диффе-
ренцируемая на [a, b] функция, и

xi = x(a+ ih), h = (b− a)/n, i = 0, 1, 2, . . . , n,

то при h→ 0
∆1xi−1/2 = hx′i−1/2 +O(h3), (1.28)

∆2xi = h2x′′i +O(h4), (1.29)

∆3xi−1/2 = h3x′′′i−1/2 +O(h5), (1.30)

и т.д. Здесь и далее

x
(ν)
i−1/2 = x(ν)(a+ (2i− 1)h/2), x

(ν)
i = x(ν)(a+ ih).

Кроме того, мы пишем φ(h) = O(hα) ( при h→ 0), если найдется число
c такое, что при достаточно малых h выполняется неравенство |φ(h)| ≤
c hα.

Набор данных x0, x1, x2, . . . , xn будем называть периодическим ес-
ли xn = x0. При этом мы считаем, что для всех целых i выполняется
равенство xn+i = xi.

В этом случае для всех i

∆1xi+1/2 = xi+1 − xi,
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∆2xi = xi+1 − 2xi + xi−1 = ∆1xi+1/2 −∆1xi−1/2,

∆3xi+1/2 = xi+2 − 3xi+1 + 3xi − xi−1 = ∆2xi+1 −∆2xi,

и т. д.
Пример вычисления разностей от периодических данных приведен

в следующей таблице

i xi ∆xi+1/2 ∆2xi ∆3xi+1/2 ∆4xi
26

-3
23 0 8

-3 7
0 20 7 -14

4 -7
1 24 0 5

4 -2
2 28 -2 -2

2 -4
3 30 -6 11

-4 7
4 26 1 -8

-3 -1
5 23 0 8

-3 7
6 20 7 -14

4 -7
24 0 5

4 -2
28

1.3 Сглаживание данных.

Перочинный ножичек в руках искусно-
го хирурга далеко лучше иного преост-
рого ланцета.
Косьма Прутков.

Решение любой технической задачи, связанной с обработкой цифро-
вых данных (сигнала), независимо от их природы, начинается с выделе-
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ния полезной информации (информативных признаков). Как правило
исходная информация предоставляется нам с некоторой погрешностью.
Случайные погрешности (шумы) при этом необходимо погасить тем или
иным фильтром. Далее, при решении конкретных задач информация,
очищенная от помех, используется в виде исходной. Если природа по-
мех известна, то строятся цифровые фильтры, реагирующие именно на
такие помехи. Если же природа помех не известна, т.е. когда на инфор-
мативный сигнал наложен "белый шум то используют различные аппа-
раты сглаживания, убирающие резкие изменения входящей информа-
ции. В рассматриваемых нами задачах помехи, как правило, случайны,
в частности, имеют характер "белого шума". Одним из наиболее рас-
пространенных видов снятия информации в машиностроении, является
обмер детали копиром. При этом снимаемая информация зашумлена
случайными выбросами, что связано с механикой самого копира. Ко-
нечно, искажение информации может быть связано и с регулярными
изменениями данных, вызванными разбалансировкой механизмов или
сбитой градуировкой измерительного инструмента. В этом случае по-
ложение может исправить лишь изменение технологической оснастки.

В этом параграфе мы рассмотрим некоторые простейшие алгорит-
мы сглаживания, которые наиболее эффективны в задачах, когда число
единиц информации велико (т.е. когда данные снимаются копиром, ска-
нером и пр.).

Пусть дан набор из n+ 1 точки

M0(x0, y0), M1(x1, y1), . . . ,Mn(xn, yn)

на плоскости, полученных в результате эксперимента или измерения.
Один из самых простых алгоритмов сглаживания данных основан

на замене трех последовательных точек центром тяжести треугольника
с вершинами в этих точках.

Этот алгоритм изображен на рисунке 1.15, где исходные данные –
это точки M0, M1, . . . ,Mn, а сглаженные точки – M∗

1 , . . . ,M
∗
n−1.

То есть точкиM∗
1 , . . . ,M

∗
n−1 это точки пересечения медиан треуголь-

ников с вершинами в точкахM0,M1 иM2; M1,M2 иM3, . . . Mn−2, Mn−1

и Mn. Ясно, что

M∗
i =

1

3
(Mi−1 +Mi +Mi+1) (i = 1, 2, . . . , n− 1),

т.е.

x∗i =
1

3
(xi−1 + xi + xi+1) (i = 1, 2, . . . , n− 1), (1.31)

y∗i =
1

3
(yi−1 + yi + yi+1) (i = 1, 2, . . . , n− 1). (1.32)
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Рис. 1.15:
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Рис. 1.16:

Равенства (1.31) и (1.32) можно переписать в эквивалентном виде

x∗i = xi +
1

3
∆2xi (i = 1, 2, . . . , n− 1), (1.33)

y∗i = yi +
1

3
∆2yi (i = 1, 2, . . . , n− 1). (1.34)

В процессе сглаживания количество данных (точек) уменьшилось на
две. Как правило, процесс сглаживания повторяют несколько раз. В ре-
зультате мы теряем часть информации, что приводит к потере точности
при описании контура у концов. Чтобы этого не произошло, необходимо
пополнить разумным способом исходные данные и пополненные данные
сгладить.

Если данные M0,M1, . . . ,Mn описывают замкнутую кривую (в этом
случае M0 = Mn), то достаточно положить M−1 = Mn−1 и Mn+1 = M1
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(периодизировать данные). В этом случае будет

∆2x0 = x1 − 2x0 + x−1 = x1 − 2x0 + xn−1,

∆2xn = xn+1 − 2xn + xn−1 = x1 − 2xn + xn−1

и
∆2y0 = y1 − 2y0 + y−1 = y1 − 2y0 + yn−1,

∆2yn = yn+1 − 2yn + yn−1 = y1 − 2yn + yn−1

сглаженные данные определяются с помощью равенств (1.33) и (1.34)
для всех i = 0, 1, . . . , n.

Приведем два способа доопределения данных в случае, когда данные
описывают незамкнутую кривую. Первый способ состоит следующем –
точки M−1 и Mn+1 определяем из условия

M−1M0 =M0M1, MnMn−1 =Mn+1Mn,

т.е.
x−1 = 2x0 − x1, xn+1 = 2xn − xn−1, (1.35)

y−1 = 2y0 − y1, yn+1 = 2yn − yn−1. (1.36)

Второй способ изображен на рисунке 1.16.



1.3. СГЛАЖИВАНИЕ ДАННЫХ 37

r rrrrrr
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr r r r r r r r r r r r r r rr
rrr

rrrr
r r❝ ❝ ❝❝❝❝❝❝❝❝ ❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝ ❝❝❝❝❝ ❝ ❝❝❝

❝❝❝ ❝ ❝
❝❝ ❝❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝❝ ❝ ❝❝ ❝❝❝ ❝

Рис. 1.17: Сглаживание периодических данных при 4 итерациях и α =
1/3.

rrrrrrr
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr r r r r r r r r r r r r r rr
rrr
rrrr

rr❝ ❝ ❝❝❝❝❝❝❝❝ ❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝ ❝❝❝❝❝ ❝ ❝❝❝
❝❝❝ ❝ ❝

❝❝ ❝❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝ ❝❝ ❝ ❝❝ ❝❝❝ ❝

Рис. 1.18: Сглаживание периодических данных при 7 итерациях и α =
1/3.
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Рис. 1.19: Сглаживание периодических данных при 40 итерациях и α =
1/3.
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В этом случае точки M−1 и Mn+1 мы выбираем из условий

M2M−1 =M2M
∗
1 +M2M0, Mn−2Mn+1 =Mn−2M

∗
n−1 +Mn−2Mn,

или, что то же,

x2 − x−1 = x2 −
1

3
(x0 + x1 + x2) + x2 − x0,

xn+1 − xn−2 = xn−2 −
1

3
(xn−2 + xn−1 + xn) + xn − xn−2

и

y2 − y−1 = y2 −
1

3
(y0 + y1 + y2) + y2 − y0,

yn+1 − yn−2 = yn−2 −
1

3
(yn−2 + yn−1 + yn) + yn − yn−2.

Находя из этих равенств x−1, xn+1, y−1 и yn+1, получаем формулы
пополнения

x−1 =
1

3
(4x0 + x1 − 2x2), xn+1 =

1

3
(4xn + xn−1 − 2xn−2), (1.37)

y−1 =
1

3
(4y0 + y1 − 2y2), yn+1 =

1

3
(4yn + yn−1 − 2yn−2). (1.38)

Таким образом, мы пришли к следующему алгоритму сглаживания
данных, описывающему незамкнутую кривую.

Вычисляем значения x−1, y−1, xn+1, yn+1 в соответствии с равенства-
ми (1.37), (1.38) или (1.35), (1.36) и вычисляем сглаженные данные x∗i , y

∗
i

для всех i = 0, 1, . . . , n по формулам

x∗i = xi +
1

3
∆2xi, (1.39)

y∗i = yi +
1

3
∆2yi. (1.40)



1.3. СГЛАЖИВАНИЕ ДАННЫХ 39

rrrrrrrr r r r rrrrrrrrrrrrrrrr r r r r r r r r r r r rrrr
rrrrr

rrrr r
r r r r r

rrrrr
❝❝❝❝❝❝❝❝ ❝❝ ❝❝❝ ❝❝❝ ❝❝❝❝❝❝❝❝❝❝ ❝❝ ❝ ❝❝ ❝ ❝❝❝ ❝❝❝ ❝

❝❝❝ ❝❝ ❝❝❝
❝❝❝❝ ❝

❝❝ ❝ ❝❝ ❝❝❝ ❝

Рис. 1.20: Сглаживание незамкнутой кривой при 5 итерациях и α = 1/3.
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Рис. 1.21: Сглаживание незамкнутой кривой при 10 итерациях и α =
1/3.
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Рис. 1.22: Сглаживание незамкнутой кривой при 40 итерациях и α =
1/3.
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Рис. 1.23: Сглаживание периодических данных при 4 итерациях и α =
1/6
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Рис. 1.24: Сглаживание периодических данных при 10 итерациях и α =
1/6
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Рис. 1.25: Сглаживание периодических данных при 40 итерациях и α =
1/6



1.3. СГЛАЖИВАНИЕ ДАННЫХ 41

Формулы (1.39), (1.40) дают хорошие результаты сглаживания в тех
ситуациях, когда ошибки измерения велики. В тех случаях когда ошиб-
ки очень большие, то используют эти алгоритмы несколько раз. При
малых ошибках алгоритм, приведенный выше, может (даже при одно-
кратном применении) "перегладить"данные, исказив достоверную ин-
формацию. В таких случаях обычно применяют (лучше несколько раз)
более "мягкие"алгоритмы сглаживания, которые отличаются от (1.39),
(1.40) меньшим коэффициентом при вторых разностях.

Точная формулировка такого алгоритма выглядит так:

x−1 =
1

3
(4x0 + x1 − 2x2), xn+1 =

1

3
(4xn + xn−1 − 2xn−2), (1.41)

y−1 =
1

3
(4y0 + y1 − 2y2), yn+1 =

1

3
(4yn + yn−1 − 2yn−2), (1.42)

x∗i = xi + α∆2xi (i = 0, 1, . . . , n), (1.43)

y∗i = yi + α∆2yi (i = 0, 1, . . . , n). (1.44)

Ясно, что если α = 0, то x∗i = xi и y∗i = yi, а если α = 1/3, то полу-
чим приведенный ранее алгоритм сглаживания (по центрам тяжести).
Если же 0 < α < 1/3, мы получаем "мостик"между наиболее "мяг-
ким"алгоритмом (α = 0) и наиболее "жестким"(α = 1/3).

Можно показать, что при α = 1/8 алгоритм (1.41) – (1.44) тесно
связан со сглаживанием данных с помощью параболических сплайнов,
а при α = 1/6 с помощью кубических сплайнов. Эти связи мы не бу-
дем изучать подробно (их можно найти почти во всех монографиях по
сплайнам) и укажем лишь на то, что их можно вывести из результатов
последующих параграфов.

На практике обычно поступают так: выбирают параметр сглажива-
ния α (для задач, связанных со сглаживанием данных снятых с пока-
заний копира, достаточно, как правило, полагать α = 1/10), сглажива-
ют данные с помощью алгоритма (1.41) – (1.44) и полученные данные
принимают за исходные. Затем сглаживают их тем-же алгоритмом по-
вторно, и т.д.

Hа рисунках 1.17 – 1.19 приведены примеры сглаживания периоди-
ческих данных (данных описывающих замкнутую кривую) при α = 1/3.

Мы сознательно выбрали довольно большой уровень ошибок (в ре-
альных задачах он, как правило, гораздо ниже), чтобы результаты сгла-
живания были визуально различимы.
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Рис. 1.26: Сглаживание кривой при 5 итерациях и α = 1/6.
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Рис. 1.27: Сглаживание кривой при 10 итерациях и α = 1/6.
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Рис. 1.28: Сглаживание кривой при 40 итерациях и α = 1/6.
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В приведенных примерах хорошо видно, что лучшие результаты по-
лучатся в случаях, когда алгоритм сглаживания применяется 4 – 8 раз.
Это типичная ситуация в тех случаях, когда уровень ошибок велик.

Аналогичная картина будет и в случае сглаживания непериодиче-
ских данных, то есть данных, описывающих незамкнутую кривую. Вна-
чале небольшое отличие от предыдущего имеется лишь у концов кри-
вой. При многократном применении алгоритма сглаживания, в первом
случае кривая вырождается в точку, а во втором – в прямую. Примеры
таких расчетов приведены на рисунках 1.20 – 1.22.

1.4 Условие окончания сглаживания данных

Продолжать смеяться легче, чем окон-
чить смех.
Косьма Прутков.

Естественно возникает вопрос: "Какое количество итераций будет
достаточно для завершения процесса сглаживания?"То есть, до каких
пор проводить процесс сглаживания?

Приведенные результаты наглядно демонстрируют, что многократ-
ное применение алгоритма сглаживания может существенно исказить
исходную информацию вплоть до потери формы исходного контура.

Ясно, что это зависит от точности задания исходных данных или,
что то же, от уровня ошибок (шумов). Чем больше уровень ошибок, тем
больше необходимо операций сглаживания. С другой стороны, если чис-
ло итераций слишком велико данные "разгладятся"в отрезок прямой
(если данные описывают незамкнутую кривую) или стянутся в точку
(в случае замкнутой кривой).

Алгоритм остановки сглаживания основан на следующем факте: ес-
ли данные сглажены не достаточно, то длины ломаных, последователь-
но соединяющих точки до и после сглаживания, существенно различны
(после сглаживания длина ломаной уменьшается), а если данные сгла-
жены достаточно – длины этих ломаных почти совпадают.

Формулировка этого факта такова:

ПустьM0,M1, . . . ,Mn – исходные данные, а M∗
0 ,M

∗
1 , . . . ,M

∗
n – сгла-

женные и

Θn =

n
∑

i=1

|MiMi−1|,
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Θ∗
n =

n
∑

i=1

|M∗
i M

∗
i−1|.

Тогда математическое ожидание величины |Θn −Θ∗
n| пропорционально

величине α · n · ε ·Θn, где ε – уровень ошибки.
Если же

xi = x(a+ ih), yi = y(a+ ih) (i = 0, 1, . . . , n; h = (b− a)/n),

и, функции x(t) и y(t) четырежды непрерывно дифференцируемы на
отрезке [a, b] (т.е. если данные снимаются равномерно с гладкой кривой),
то

∆ln = |Θn −Θ∗
n| ≤ Aαh2 +O(h3), (1.45)

где

A =

∫ b

a

|θ(t)|dt

и

θ(t) =
1

2

x′(t)x′′′(t) + y′(t)y′′′(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
, (1.46)

т.е. величина |Θn −Θ∗
n| стремится к нулю пропорционально 1/n2.

На рисунках 1.29 –1.30 приведен пример поведения длин ломаных в
процессе сглаживания. Сглаживание данных в этом случае достаточно
провести 6 – 7 раз.

Можно указать и критерий остановки процесса сглаживания. Для
этого достаточно записать дискретный аналог неравенства (1.45) (с кон-
стантой 2A вместо A , чтобы пренебречь погрешностью дискретизации,
и величиной O(h3)). Пусть

Mi,k(xi,k, yi,k) (i = 0, 1, . . . , n)

– набор точек, полученных в результате k-го сглаживания,

Θn,k =

n
∑

i=1

|Mi,kMi−1,k|

– длина ломаной, соединяющей точки, полученные в результате k-го
сглаживания, т.е.

Θn,k =

n
∑

i=1

√

(

∆xi−1/2,k

)2
+
(

∆yi−1/2,k

)2
.
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Рис. 1.29: α = 1/3

✲

✻
∆ln

Рис. 1.30: α = 1/6
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Если неравенство

∆ln = |Θn,k −Θn.k−1| ≤ 2αΘ2
n,k (1.47)

не выполняется, то сглаживание продолжаем, если выполняется – пре-
кращаем.

Приведем доказательство основного в этом параграфе неравенства
(1.45). Для упрощения выкладок ограничимся случаем, когда данные
описывают замкнутую кривую. Для незамкнутой кривой добавляют-
ся лишь технические трудности, связанные с доопределением точек у
концов.

Итак, пусть x(t) и y(t) четырежды дифференцируемые на периоде
[0, T ] функции, h = T/n и

xi = x(ih), yi = y(ih) (i ∈ Z),

x∗i = xi + α∆2xi, y∗i = yi + α∆2yi.

Кроме того, пусть

θn,i−1/2 =
√

(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2,

θ∗n,i−1/2 =
√

(x∗i − x∗i−1)
2 + (y∗i − y∗i−1)

2

и

Θn =

n
∑

i=1

θn,i−1/2, Θ∗
n =

n
∑

i=1

θ∗n,i−1/2.

Тогда

(θ∗n,i−1/2)
2 = (xi − xi−1 + α(∆2xi −∆2xi−1))

2 + (yi − yi−1+

+α(∆2yi −∆2yi−1))
2 = (∆1xi−1/2 + α∆3xi−1/2)

2 + (∆1yi−1/2+

+α∆3yi−1/2)
2 = (∆1xi−1/2)

2 + (∆1yi−1/2)
2 + α2

(

(∆3xi−1/2)
2+

+(∆3yi−1/2)
2
)

+ α
(

∆1xi−1/2∆
3xi−1/2 +∆1yi−1/2∆

3yi−1/2

)

.
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Отсюда и из равенств (1.28) – (1.30) следует, что при h → 0 равно-
мерно по i выполняется соотношение

(θ∗n,i−1/2)
2 = (∆1xi−1/2)

2 + (∆1yi−1/2)
2+

+α
(

x′i−1/2x
′′′
i−1/2 + y′i−1/2y

′′′
i−1/2

)

h4 +O(h6),

т.е.
(θ∗n,i−1/2)

2 = (θn,i−1/2)
2 + αφi−1/2h

4 +O(h6), (1.48)

где
φ(t) = x′(t)x′′′(t) + y′(t)y′′′(t)

и
φi−1/2 = φ((2i − 1)h/2).

Кроме того, из (1.28) получаем

(θn,i−1/2)
2 = ((x′i−1/2)

2 + (y′i−1/2)
2)h2 +O(h4).

Отсюда и из (1.48) имеем

(θ∗n,i−1/2)
2 = (θn,i−1/2)

2
(

1 + α φi−1/2h
2/(θn,i−1/2)

2 +O(h4)
)

=

= (θn,i−1/2)
2
(

1 + α ψi−1/2h
2 +O(h4)

)

,

где функция ψ(t) определена равенством

ψ(t) =
φ(t)

(x′(t))2 + (y′(t))2
.

Таким образом

θ∗n,i−1/2 = θn,i−1/2

√

1 + α ψi−1/2h2 +O(h4).

Кроме того, при β → 0

√

1 + β = 1+
β

2
+O(β2).

Поэтому

√

1 + α ψi−1/2h2 +O(h4) = 1 +
1

2
α ψi−1/2h

2 +O(h4).
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Из этого и полученных ранее соотношений следует, что при h → 0
равномерно по i выполняется асимптотическое равенство

θ∗n,i−1/2 = θn,i−1/2

(

1 +
1

2
α ψi−1/2h

2 +O(h4)

)

=

= θn,i−1/2 + α θn,i−1/2ψn,i−1/2h
2 +O(h4).

Используя теперь равенство (1.46), получим

θ∗n,i−1/2 − θn,i−1/2 = α θn,i−1/2h
3 +O(h4)

и, следовательно,

Θ∗
n −Θn = α h2

(

h

n
∑

i=1

θn,i−1/2

)

+O(h3).

Остается учесть, что

h

n
∑

i=1

θn,i−1/2 =

∫ b

a

θ(t)dt+O(h2).

В заключение параграфа приведем формальный алгоритм сглажи-
вания.

Даны массивы:

x0, x1, . . . , xn, y0, y1, . . . , yn.

Выбираем α ∈ [0, 1/3], и вычисляем величины

x−1 =
1

3
(4x0 + x1 − 2x2), xn+1 =

1

3
(4xn + xn−1 − 2xn−2),

y−1 =
1

3
(4y0 + y1 − 2y2), yn+1 =

1

3
(4yn + yn−1 − 2yn−2),

∆2xi = xi+1 − 2xi + xi−1 (i = 0, 1, . . . , n),

∆2yi = yi+1 − 2yi + yi−1 (i = 0, 1, . . . , n).

Найдем сглаженные данные

x∗i = xi + α ∆2xi (i = 0, 1, . . . , n),
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y∗i = yi + α ∆2yi (i = 0, 1, . . . , n),

и вычислим величины

li =
√

(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2 (i = 1, 2, . . . , n),

l∗i =
√

(x∗i − x∗i−1)
2 + (y∗i − y∗i−1)

2 (i = 1, 2, . . . , n)

и

L =

n
∑

i=1

li, L∗ =

n
∑

i=1

l∗i .

Для того, чтобы определить достаточно ли сглажены данные, вы-
числим

qxi = xi − xi−1 (i = 1, 2, . . . , n)

и

pxi = qxi+1 − 2qxi + qxi−1 (i = 1, 2, . . . , n)

и аналогичные величины для qyi и pyi. Тогда дискретным аналогом
функции θ(t) является набор чисел

Ti = (qxi · pxi + qyi · pyi)/(2l∗i ),

а дискретным аналогом A – число

A =

n
∑

i=1

l∗i Ti.

Если будет выполняться условие

|L− L∗| ≤ Aα

(

L∗

n

)2

,

то процесс сглаживания можно считать законченным. В противном слу-
чае все нужно повторить, взяв в качестве исходной информации масси-
вы

x∗0, x
∗
1, . . . , x

∗
n, y∗0 , y

∗
1 , . . . , y

∗
n.
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1.5 Алгоритмы сглаживания повышенной точ-

ности

Ваш старый прибор – это очень хоро-
ший прибор, но вы наверное замети-
ли, что вместе с пылью он всасывает и
часть вашего ковра.
И.Ильф "Записные книжки.

Приведенный в предыдущем параграфе алгоритм сглаживания яв-
ляется весьма эффективным в случаях, когда данных много, напри-
мер, когда они снимаются с показаний копира или сканера. Однако, при
неумелом использовании его, в случае, когда число данных невелико,
мы можем перегладить данные в отрезок прямой, когда кривая неза-
мкнутая и стянуть в точку, если кривая замкнута. В этом параграфе
мы приведем более точный (но и более сложный) алгоритм сглажива-
ния. В основе его лежит формула

M∗
i =Mi − β∆4Mi. (1.49)

Для того, чтобы алгоритм работал, необходимо выполнение следующий
требований:

1. обосновать равенство (1.49) и выбор β;

2. доопределить точки M−2, M−1, Mn+1 и Mn+2 (чтобы было воз-
можно найти величины ∆4M0, ∆4M1, ∆

4Mn−1, ∆4Mn) и повто-
рять сглаживание;

3. найти критерий остановки алгоритма сглаживания.

Для того, чтобы ответить на первый вопрос, приведем сначала другой
подход к обоснованию алгоритма, описанного в предыдущем параграфе.

Пусть дан набор из n+ 1 точки Mi(xi, yi) (i = 0, 1, 2, . . . , n) на плос-
кости. Этому набору поставим в соответствие два набора точек

(0, x0), (1, x1), . . . , (n, xn)

и
(0, y0), (1, y1), . . . , (n, yn).

Для каждой тройки чисел (i − 1, xi−1), (i, xi) и (i + 1, xi+1) определим
коэффициенты a и b прямой at+ b так, чтобы сумма квадратов ошибок

Φ(a, b) = (xi−1 − (a(i− 1)+ b))2 +(xi − (ai+ b))2 +(xi+1 − (a(i+1)+ b))2
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была минимальной.
Пусть a∗ и b∗ решение этой задачи на минимум. Тогда мы полагаем

x∗i = a∗i+ b∗.

Необходимое и достаточное условие минимума в нашей задаче тако-
во







∂Φ/∂a = 0,

∂Φ/∂b = 0,

или, что то же,



















a((i − 1)2 + i2 + (i + 1)2) + b(i− 1 + i+ i+ 1) =

= xi−1(i − 1) + xii+ xi+1(i + 1),

a(i− 1 + i+ i+ 1) + 3b = xi−1 + xi + xi+1.

Отсюда следует, что

a∗ =
xi+1 − xi−1

2
, b∗ =

xi+1 + xi + xi−1

3
− xi+1 − xi−1

2
i

и, следовательно,

x∗i =
xi+1 + xi + xi−1

3
.

Применив ту же процедуру к данным (i, yi) (i = 0, 1, . . . , n), мы при-
дем к алгоритму сглаживания по "центрам тяжести треугольников".

Перейдем к построению алгоритма повышенной точности. Для каж-
дой пятерки чисел

(i − 2, xi−2), (i− 1, xi−1), (i, xi), (i + 1, xi+1), (i+ 2, xi+2)

определим коэффициенты a, b и c параболы at2 + bt + c из условия
минимума суммы квадратов ошибок

i+2
∑

k=i−2

(xk − (ak2 + bk + c))2 (i = 2, 3, . . . , n− 2).

Если a∗, b∗ и c∗ – решение этой задачи на минимум, то полагаем

x∗i = a∗i2 + b∗i+ c∗. (1.50)

Проведя необходимые в этом случае вычисления (находим и при-
равниваем к нулю частные производные по a, b, c и решая полученную
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при этом систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными), на-
ходим значения a∗, b∗ и c∗. Затем, подставляя эти значения в (1.50),
получаем

x∗i = xi −
3

35
∆4xi (i = 2, 3, . . . , n− 2). (1.51)

Аналогично получаем

y∗i = yi −
3

35
∆4yi (i = 2, 3, . . . , n− 2). (1.52)

Итак, алгоритм сглаживания повышенной точности состоит в том,
что новые значения x∗i и y∗i для всех i = 0, 1, 2, . . . , n вычисляются по
формулам







x∗i = xi − β∆4xi,

y∗i = yi − β∆4yi,
,

где 0 < β < 3/35.
Для того, чтобы алгоритм работал, необходимо доопределить точки

M−2(x−2, y−2), M−1(x−1, y−1), Mn+1(xn+1, yn+1), Mn+2(xn+2, yn+2).

К задаче доопределения недостающих точек мы подойдем с тех же
позиций.

Определим коэффициенты a, b и c из условия минимума суммы
квадратов ошибок

Φ(a, b, c) =

4
∑

i=0

(xi − p(i))2,

где

p(t) = at2 + bt+ c (1.53)

и положим

x−1 = p(−1), x−2 = p(−2). (1.54)

Необходимые и достаточные условия экстремума имеют вид



















∂Φ/∂a = 0;

∂Φ/∂b = 0;

∂Φ/∂c = 0
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или
4
∑

i=0

p(i)i2 =

4
∑

i=0

xii
2,

4
∑

i=0

p(i)i =

4
∑

i=0

xii,

4
∑

i=0

p(i) =

4
∑

i=0

xi.

Решая эту систему, и, подставляя найденные значения a, b, c в (1.54),
получим

x−1 =
1

70
(126x0 − 56x2 − 42x3 + 42x4), (1.55)

x−2 =
1

35
(105x0 − 14x1 − 63x2 − 42x3 + 49x4). (1.56)

Аналогично находим

xn+1 =
1

70
(126xn − 56xn−2 − 42xn−3 + 42xn−4), (1.57)

xn+2 =
1

35
(105xn − 14xn−1 − 63xn−2 − 42xn−3 + 49xn−4). (1.58)

Точно также доопределяем и значения y−1, y−2, yn+1, yn+2.
Таким образом мы пришли к следующему алгоритму сглаживания

повышенной точности:

1. доопределяем точки (xi, yi) для i = −2,−1, n+ 1, n+ 2, исходя из
равенств (1.55) – (1.58) и аналогичных равенств для yi;

2. выбираем 0 < β < 3/35.

3. После этого вычисляем новые точки (x∗i , y
∗
i ) в соответствии с ра-

венствами (1.51) – (1.52).

Остался невыясненным вопрос сколько раз можно повторить процесс
сглаживания без ущерба для качества информации. Ответить на этот
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✲

✻
∆ln

Рис. 1.31: α = −3/35

вопрос нам поможет следующее утверждение, доказательство которо-
го аналогично доказательству приведенному в предыдущем параграфе.
Иллюстрацией этого утверждения является рисунок 1.31.

Пусть ln – длина ломаной соединяющей точки (xi, yi) (i = 0, 1, . . . , n),
а l∗n – длина ломаной соединяющей точки (x∗i , y

∗
i ) (i = 0, 1, . . . , n). Тогда

математическое ожидание разности |ln− l∗n| пропорционально величине
n β σ ln. Если же xi = x(α + ih), yi = y(α + ih) (i = 0, 1, . . . , n), где
функции x(t) и y(t) имеют пять непрерывных производных на отрезке
[a, b], то

∆ln = |ln − l∗n| ≤ Bβh4 +O(h6),

где

B =

∫ b

a

|Ψ(t)|dt

и

Ψ(t) =
1

2

x′(t)x(5)(t) + y′(t)y(5)(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
.

Если исходные данные совсем редки (к примеру, если они снимают-
ся с опорных точек с помощью измерительной головки), то применять
рассмотренные выше алгоритмы не целесообразно.

В этих случаях применяют другие методы сглаживания исходных
данных, например, методы сплайн – сглаживания или способы сглажи-
вания данных базирующиеся на различных модификациях метода наи-
меньших квадратов. Эти методы подробно исследовались, например, в
монографиях [4] и [5].
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Возможна и другая крайность, когда при снятии информации по-
грешность превышает длину звена ломаной между двумя соседними
точками на снимаемой кривой. В этом случае может получиться так,
что большое значение параметра сглаживания α или β нельзя брать из -
за вносимых при этом искажений, а малое значение параметра не подхо-
дит ввиду необходимости в этом случае многократного использования
алгоритма сглаживания. В таком случае используются либо алгоритмы,
основанные на методах спектрального анализа (методы анализа Фурье),
либо алгоритмы, построенные на основе интерполяционных или почти
интерполяционных в среднем сплайнов (последнему вопросу мы уделим
внимание ниже).

В тех случаях, когда на исходную информацию налагаются регуляр-
ные знакопеременные частоты (наведенные колебания), как правило
применяют методы анализа Фурье и различные демпферные устрой-
ства. Подробно эти методы исследованы в монографиях [4] и [24]. В
частности, в [4] описаны методы сглаживания информации, которые
избирательно гасят определенные (заранее заданные) частоты сигнала.

Мы не касались в этой монографии и такого известного метода обра-
ботки информации как статистический анализ. Это целое направление
математики. Для его изложения необходимы совершенно другие под-
ходы, базирующиеся на методах теории вероятностей. Некоторое пред-
ставление о них можно получить из материала монографии [22].

1.6 Базисные сплайны и их свойства

Материю песни, ее вещество
Не высосет автор из пальца.
Сам Бог не сумел бы создать ничего,
Не будь у него материальца.
Г.Гейне

Широкое использование в последние два десятилетия сплайновых
методов в инженерных расчетах само по себе говорит о преимуществах
сплайнов перед классическими методами. В настоящее время практи-
чески в каждой монографии, посвященной инженерной геометрии, ма-
шинной графике, САПР и другими смежным направлениям, уделяется
внимание методам сплайн –функций. При этом отсутствует литература
с систематическим анализом того, почему тот или иной вид сплайна ис-
пользуется при решении конкретной инженерной задачи. Далее в этой
главе мы попытаемся в какой – то мере заполнить этот пробел.
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В этом параграфе мы рассмотрим тот вид сплайнов, на основе ко-
торых, как из кубиков, будут строиться разные виды сплайнов необхо-
димые для решения различных задач.

Введению этих сплайнов предпошлем понятие оператора Стеклова
от данной функции f(t).

Пусть дано число h > 0 и разбиение δn действительной оси R =
(−∞,∞) точками ih (i = 0,±1,±2, . . .).

Для любой интегрируемой на всей оси функции f(t) рассмотрим
функцию

Φh(f, x) =
1

h

∫ x+h/2

x−h/2

f(t)dt,

и назовем ее функцией Стеклова с шагом h для интегрируемой функ-
ции f(t) .

Функция Стеклова хорошо исследована в математической литера-
туре. Она широко применяется как в фундаментальной, так и в при-
кладной математике. Ее свойства подробно исследовались в различных
статьях и монографиях по теории функций действительного перемен-
ного. На рисунках (1.32) – (1.33)приведены функция f(t) и ее функция
Стеклова.

✲✲✛
h

Рисунок 1.32: График функции f(x)

✲✲✛
h

Рисунок 1.33: График функции Φh(f, x)
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Отметим несколько важных свойств функции Стеклова с шагом h:

1. функция Стеклова не изменяет интеграл исходной функции

∫ ∞

−∞

Φh(f, x)dx =

∫ ∞

−∞

f(t)dt;

2. функция Стеклова не увеличивает норму исходной функции, т.е.

‖Φh(f)‖p ≤ ‖f‖p,

где










‖Φ‖p =
(

∫∞

−∞
|Φ(t)|pdt

)1/p

1 ≤ p <∞,

‖Φ‖∞ = vraisup{|f(t)| | t ∈ (−∞,∞)} p = ∞,

3. функция Стеклова не увеличивает вариацию исходной функции:

∞
∨

−∞

Φh(f, x) ≤
∞
∨

−∞

f(t);

4. применение функции Стеклова не увеличивает количество пере-
мен знака и не увеличивает длину дуги исходной функции.

Заметим, что функция Стеклова тесно связана с разделенными разно-
стями от функции f(t). Это следует из простого свойства

Φ′
h(f, t) =

1

h
(f(t+ h/2)− f(t− h/2)) ,

которое легко выводится непосредственно из определения. Из этого свой-
ства, в частности, следует, что

Φ
(ν)
h (f, t) = Φh(f

(ν), t).

На функцию Стеклова можно смотреть как на результат сглажива-
ния функции f(t). Действительно, если f(t) есть кусочно –постоянная
функция равная ai для t ∈ ((i − 1/2)h, (i+ 1/2)h), то Φ3h(f, t) есть ло-
маная с узлами (изломами) в точках ih, принимающая значения

ai +
1

3
∆2ai
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(сравните с алгоритмом, приведенным в параграфе 1.3) в узлах. Это
свойство функций Стеклова служит базой для построения многих ал-
горитмов сглаживания данных и конструирования на их основе различ-
ных демпферных устройств. Все они, как правило, основаны на исполь-
зовании операторов вида

m
∑

i=1

ciΦih(f, t).

Обозначим

B0,h(t) =







1 (|t| < h/2),

0 (|t| ≥ h/2).
(1.59)

Функцию Br,h(t) введем с помощью рекуррентных соотношений

Br,h(t) = Φh(Br−1,h, t) =
1

h

∫ x+h/2

x−h/2

Br−1,h(x)dx (r = 1, 2, . . .). (1.60)

Эту функцию назовем нормализованным B – сплайном по равномер-
ному разбиению или просто В – сплайном.

Отметим некоторые свойства В – сплайнов необходимые нам в даль-
нейшем.

Прежде всего отметим, что В – сплайн порядка r имеет в качестве
носителя (замыкание множества, где он отличен от нуля) промежуток

dr =

[

−r + 1

2
h,
r + 1

2
h

]

,

т.е. Br,h(t) 6= 0 внутри отрезка dr.

Из вида B0,h и свойств функции Стеклова следует, что

∫ ∞

−∞

Br,h(t)dt =

∫

dr

Br,h(t)dt = h. (1.61)

В круге исследуемых нами задач будут использоваться сплайны по-
рядка 2 и 3, т.е. кубические и параболические сплайны, поэтому уделим
внимание В – сплайнам именно такого порядка.

Прежде всего отметим (это легко получить непосредственно из опре-
деления В – сплайнов), что
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B2,h(t) =







































0.125 (3− 2t/h)
2

(t ∈ [h/2, 3h/2]) ,

0.75− 0.25 (2t/h)2 (t ∈ [−h/2, h/2]) ,

0.125 (3 + 2t/h)
2

(t ∈ [−3h/2,−h/2]) ,

0 (|t| ≥ 3h/2) ,

и график функции B2,h(t) имеет вид

0 h/2 h 3h/2−h/2−h−3h/2

3/4

1/2

1/8 t✲

Рисунок 1.34:

Отсюда следует, что

B′
2,h(t) =

1

2h



































− (3− 2t/h) (t ∈ [h/2, 3h/2]) ,

−2t/h (t ∈ [−h/2, h/2]) ,

(3 + 2t/h) (t ∈ [−3h/2,−h/2]) ,

0 (|t| ≥ 3h/2) ,

и графически это выглядит так:
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1/h

0

h/2 h 3h/2

−h/2−h−3h/2

t
✲

Рисунок 1.35:

Кроме того

B′′
2,h =

1

h2



































1 (t ∈ [h/2, 3h/2]),

−2 (t ∈ [−h/2, h/2]),

1 (t ∈ [−3h/2,−h/2]),

0 (|t| ≥ 3h/2),

что графически выглядит так

r 0

1/h2

2/h2

h−h r
✲ t

3h/2−3h/2

Рисунок 1.36:
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Отметим теперь некоторые соотношения, следующие из определения
В-сплайнов (их легко получить и из выписанных явных формул для В –
сплайна второго порядка) необходимые нам в дальнейшем.

B2,h(0) =
3

4
, (1.62)

B2,h

(

±h
2

)

=
1

2
, (1.63)

B2,h (±h) =
1

8
, (1.64)

B2,h

(

±kh
2

)

= 0 (|k| > 2), (1.65)

1

h

∫ h/2

−h/2

B2,h(t)dt =
2

3
, (1.66)

1

h

∫ −h/2

−3h/2

B2,h(t)dt =
1

6
, (1.67)

1

h

∫ 3h/2

h/2

B2,h(t)dt =
1

6
, (1.68)

1

h

∫ (k+1/2)h

(k−1/2)h

B2,h(t)dt = 0 (|k| > 1). (1.69)

Пусть теперь r = 3. Тогда

B3,h(t) =
1

48























































(4− 2t/h)
3

(t ∈ [h, 2h]),

3 (2t/h)3 − 12 (2t/h)2 + 32 (t ∈ [0, h]),

−3 (2t/h)
3 − 12 (2t/h)

2
+ 32 (t ∈ [−h, 0]),

(4 + 2t/h)
3

(t ∈ [−2h,−h]),

0 (|t| ≥ 2h),

и график B3,h(t) имеет вид
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0 h 2h

✲ t

−h−2h

2/3

Рисунок 1.37:

Отсюда следует, что

B′
3,h(t) =

1

48h























































−6 (4− 2t/h)2 (t ∈ [h, 2h]),

18 (2t/h)
2 − 48 (2t/h) (t ∈ [0, h]),

−18 (2t/h)
2 − 48 (2t/h) (t ∈ [−h, 0]),

6 (4 + 2t/h)
2

(t ∈ [−2h,−h]),

0 (|t| ≥ 2h),

На графике это будет выглядеть следующим образом:

0 h 2h
✲ t

−h−2h

Рисунок 1.38:
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Кроме того,

B′′
3,h(t) =

1

48h2



















































24 (4− 2t/h) (t ∈ [h, 2h]),

144t/h− 96 (t ∈ [0, h]),

−144t/h− 96 (t ∈ [−h, 0]),

24 (4 + 2t/h) (t ∈ [−2h,−h]),

0 (|t| ≥ 2h),
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что выглядит так:

0 h 2h
✲ t

−h−2h

Рисунок 1.39:

Кроме того

B′′′
3,h(t) =

1

48h3



















































−48 (t ∈ [h, 2h]),

144 (t ∈ [0, h]),

−144 (t ∈ [−h, 0]),

48 (t ∈ [−2h,−h]),

0 (|t| ≥ 2h).

и графически:

0 h 2h

48/h3

144/h3

✲ t
−h−2h

Рисунок 1.40:
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В дальнейшем нам понадобятся следующие соотношения для куби-
ческого В – сплайна

B3,h(0) =
2

3
, (1.70)

B3,h

(

±h
2

)

=
23

48
, (1.71)

B3,h(±h) =
1

6
, (1.72)

B3,h

(

±3h

2

)

=
1

48
, (1.73)

B3,h

(

±kh
2

)

= 0 (|k| > 3) , (1.74)

1

h

∫ h/2

−h/2

B3,h(t)dt =
230

384
, (1.75)

1

h

∫ (±1+1/2)h

(±1−1/2)h

B3,h(t)dt =
76

384
, (1.76)

1

h

∫ (±2+1/2)h

(±2−1/2)h

B3,h(t)dt =
1

384
, (1.77)

1

h

∫ (k+1/2)h

(k−1/2)h

B3,h(t)dt = 0 (|k| > 2). (1.78)
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1.7 Сплайны минимального дефекта

Мы разорвали список и молча перегля-
нулись. Джордж сказал:"Мы на совер-
шенно ложном пути. Нам следует ду-
мать не о тех вещах, которыми мы как –
нибудь обойдемся, но о тех, без которых
нам никак не обойтись".
Дж.К.Джером "Трое в лодке не счи-
тая собаки

Сплайнами называют кусочно – многочленные функции с однород-
ной структурой. Термин этот произошел от английского слова spline –
чертежный инструмент, рейка, используемая для проведения гладкой
линии через фиксированные точки.

Наиболее распространенный и исторически наиболее ранний пример
сплайна – ломаная.

Сплайны обладают рядом замечательных свойств, которые обеспе-
чили им успех в различных приложениях.

Так, в сравнении с классическими аппаратами приближения функ-
ций, сплайны обладают лучшими аппроксимативными свойствами. К
примеру, в отличие от интерполяционных многочленов, последователь-
ность интерполяционных сплайнов по равномерной сетке всегда схо-
дится к интерполируемой непрерывной функции. С другой стороны,
простота реализации сплайновых методов на ЭВМ, их высокая эффек-
тивность, делают использование сплайнов в инженерных расчетах во
многих случаях просто незаменимыми. Кроме того, наличие у сплайнов
экстремальных свойств, в частности, то, что интерполяционный сплайн
принимает форму материальной кривой с минимальной потенциальной
энергией, делают естественным использование сплайнов во многих за-
дачах динамики механических систем.

Перейдем к точному определению сплайнов.
Сплайном минимального дефекта порядка r по заданному разбие-

нию ∆h = {ih}∞i=−∞ называется r − 1 раз непрерывно – дифферен-
цируемая функция sr(t), которая на каждом интервале (ih, (i + 1)h)
(i = 0,±1,±2, . . .) является многочленом степени не выше r.

Отметим, что на множестве сплайнов порядка r (r ≥ 0) существу-
ет сплайн тождественно равный нулю и сплайн тождественно равный
единице.

Отсюда и из того, что произведение многочлена степени r на число
α есть многочлен той же степени, если α 6= 0 и тождественный ноль
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при α = 0, а также из того, что сумма многочленов степени n ≤ r и
m ≤ r есть многочлен степени не выше r, получаем, что множество
всех сплайнов степени r по разбиению ∆h есть линейное пространство.

Таким образом, если Sr(∆h) множество всех сплайнов минималь-
ного дефекта по разбиению ∆h, и

σr,i ∈ Sr(∆h) (i = 1, 2, . . . , n),

то линейная комбинация функций σr,i также будет лежать в множестве
Sr(∆h), т.е.

n
∑

i=1

ciσr,i ∈ Sr(∆h). (1.79)

Приведем несколько примеров сплайнов.
Сплайн нулевого порядка есть кусочно – постоянная функция (см.

рис.(1.41))

✲

q
q

q q
Рисунок 1.41:Сплайн нулевого порядка

s0(t) = αi t ∈ (ih, (i+ 1)h), i = 0,±1,±2, . . .

Для определенности будем считать, что в точках разрыва функция
принимает среднее значение, т.е. в этих точках значения будут равны

B0(t) =
1

2
(B0(t+ 0) +B0(t− 0)).

Типичными представителями сплайнов нулевого порядка определен-
ных на всей оси является следующий сплайн, его сдвиги и их линейные
комбинации:

s0,h(t) =
∞
∑

i=−∞

ciB0,h(t− (2i+ 1)h/2). (1.80)

Очевидно также, что сплайн первого порядка есть ломаная с узлами
в точках ih (см. рис.(1.42)).
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✲

Рисунок 1.42:Сплайн первого порядка

Ясно, что множество всех сплайнов первого порядка это множество
всех интегралов (первообразных) от всех сплайнов нулевого порядка.

Типичным представителем сплайнов 1-го порядка является В-сплайн
1-го порядка, его сдвиги и их линейные комбинации:

s1,h(t) =
∞
∑

i=−∞

ciB1,h(t− ih). (1.81)

Аналогично, множество всех сплайнов второго порядка – это мно-
жество всех интегралов от сплайнов первого порядка (см. рис. (1.43)).

✲

Рисунок 1.43:Сплайн второго порядка (параболический сплайн)

Типичным представителем сплайнов 2-го порядка будет параболи-
ческий В-сплайн (функция "шляпка"), его сдвиги и их линейные ком-
бинации:



1.7.СПЛАЙНЫ МИНИМАЛЬНОГО ДЕФЕКТА 69

s2,h(t) =
∞
∑

i=−∞

ciB2,h(t− (2i+ 1)h/2). (1.82)

И, соответственно, множество кубических сплайнов – это множество
всех интегралов от параболических сплайнов, которые можно записать
в виде:

s3,h(t) =

∞
∑

i=−∞

ciB3,h(t− ih). (1.83)

Ясно, что для любых чисел ci сужение сплайнов (1.81) – (1.83) на
отрезок [0, T ] (где T = nh) есть сплайн. Кроме того, при любом кон-
кретном t ∈ (ih, (i+1)h) в представлении (1.80) используется лишь одно
слагаемое, в (1.81) – лишь два слагаемых, в (1.82) – три, а в (1.83) – че-
тыре слагаемые. Это позволяет для t ∈ [0, T ] записать сплайны (1.81) –
(1.83) в виде:

s2,h(t) =
n
∑

i=−1

ciB2,h(t− (2i+ 1)h/2), (1.84)

s3,h(t) =

n+1
∑

i=−1

ciB3,h(t− ih). (1.85)

Записи такого рода будем называть представлениями сплайнов посред-
ством В –сплайнов.

Для t ∈ [ih, (i+ 1)h]

s2(t) = s2,h(t) = ci−1B2,h(t− (2i− 1)h/2)+ (1.86)

+ciB2,h(t− (2i+ 1)h/2) + ci+1B2,h(t− (2i+ 3)h/2)

и

s3(t) = s3,h(t) = ci−1B3,h(t− (i− 1)h) + ciB3,h(t− ih)+ (1.87)

+ci+1B3,h(t− (i+ 1)h) + ci+2B3,h(t− (i+ 2)h).
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Формы записи (1.86) – (1.87) не всегда удобны для практики. Пока-
жем, что при t ∈ [ih, (i+ 1)h] можно использовать иную форму записи:

s2(t) =
1

8
(ci+1 + 6ci + ci−1) +

1

2h
(ci+1 − ci−1)(t− ih)+ (1.88)

+
1

2h2
(ci+1 − 2ci + ci−1)(t− ih)2

и

s3(t) =
1

6
(ci+1 + 4ci + ci−1) +

1

2h
(ci+1 − ci−1)(t− ih)+

+
1

2h2
(ci+1 − 2ci + ci−1)(t− ih)2 +

∆2(ci+1 − ci)

6h3
(t− ih)3. (1.89)

Действительно, из соотношения (1.86) и свойств параболических В-
сплайнов (1.62) – (1.64) получаем

s2(ih) =
1

8
(ci+1 + 6ci + ci−1), (1.90)

s′2(ih) =
1

2h
(ci−1 − ci+1), (1.91)

s′′2 (ih) =
1

h2
(ci+1 − 2ci + ci−1). (1.92)

Отсюда и из формулы Тейлора получаем, что параболический мно-
гочлен, удовлетворяющий таким условиям, существует, единствен и при
t ∈ [ih, (i+ 1)h] имеет вид

s2(t) = s2(ih) + s′2(ih)(t− ih) +
1

2!
s′′2(ih)(t− ih)2,

т.е.

s2(t) =
ci+1 + 6ci + ci−1

6
+
ci+1 − ci−1

2h
(t− ih)+

ci+1 − 2ci + ci−1

2h2
(t− ih)2.

Таким образом, мы показали, что для t ∈ [ih, (i + 1)h] сплайн s2(t)
имеет вид (1.88).

Аналогично, из (1.87) и свойств кубических В-сплайнов (1.70) – (1.73),
получаем значения сплайна и его производных в узлах:

s3(ih) =
ci+1 + 4ci + ci−1

6
, (1.93)

s′3(ih) =
ci+1 − ci−1

2h
, (1.94)
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s′′3(ih) =
ci+1 − 2ci + ci−1

h2
, (1.95)

s
(3)
3 (ih) =

ci+2 − 3ci+1 + 3ci − ci−1

h3
=

∆2(ci+1 − ci)

h3
. (1.96)

Отсюда и из формулы Тейлора в точке ih следует, что кубический
многочлен, удовлетворяющий таким условиям, существует, единствен и
для t ∈ [ih, (i+ 1)h] имеет вид:

s3(t) = s3(ih) + s′3(ih)(t− ih) +
1

2!
s′′3(ih)(t− ih)2+ (1.97)

+
1

3!
s′′′3 (ih)(t− ih)3 =

ci+1 + 4ci + ci−1

6
+
ci+1 − ci−1

2h
(t− ih)+

+
ci+1 − 2ci + ci−1

2!h2
(t− ih)2 +

∆2(ci+1 − ci)

3!h3
(t− ih)3.

В некоторых случаях более удобным является использование пред-
ставления сплайна s3(t) на промежутке [ih, (i + 1)h] через значения в
точках (i+ 1/2)h:

s3(t) =
ci+1 + ci

48
+

23

24

(

ci+1 + ci
2

)

+ (1.98)

+

[

(ci+1 − ci) +
1

8
∆2(ci+1 − ci)

](

t

h
− i− 1

2

)

+

+
1

2

[

ci+2 − ci+1

2
− ci − ci−1

2

](

t

h
− i− 1

2

)2

+
1

6
∆2(ci+1−ci)

(

t

h
− i− 1

2

)3

.

1.8 Кубические почти интерполяционные сплай-

ны

Если тебе известно нечто лучшее, пред-
ложи, если-ж нет – воспользуйся этим.
Гораций "Послания

На практике для описания кривых, как правило, используют интер-
поляционные сплайны и близкие к ним. То есть сплайны, совпадающие
с данной функцией x(t) в заданной системе точек.
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Для простоты изложения мы будем считать в этом параграфе, что
функция x(t) и все сплайны, описывающие ее, имеют период T . Это
избавит нас от необходимости рассматривать различные виды задания
краевых условий для сплайнов, чему мы уделим внимание позже.

Как было отмечено нами в предыдущем параграфе, любой сплайн
s3(t) третьего порядка с узлами в точках ih, i = 0, 1, . . . , n (h = T/n)
для t ∈ [0, T ] однозначно представим в виде:

s3(t) =

n+1
∑

i=−1

ciB3,h(t− ih). (1.99)

Если c−1 = cn−1, c0 = cn и c1 = cn+1, то функция s3(t) есть перио-
дический (с периодом T = nh) сплайн. Задавая различными способами
коэффициенты ci = ci(x), мы получим различные виды сплайнов, опи-
сывающих функцию x(t). Остановимся на некоторых способах задания
ci.

Пусть, как обычно, xi = x(ih), i = 0,±1,±2, . . . и

ci = ci(x) =

∞
∑

ν=0

(

−1

6

)ν

∆2νxi. (1.100)

Здесь и далее мы считаем, что для всех i выполняются соотношения
xi+n = xi и ci+n = ci. Из равенства (1.89) следует, что

s3(ih) =
ci+1 + 4ci + ci−1

6
= ci +

1

6
∆2ci. (1.101)

Отсюда и из (1.100) получаем

s3(ih) =

∞
∑

ν=0

(

−1

6

)ν

∆2νxi +
1

6
∆2

(

∞
∑

ν=0

(

−1

6

)ν

∆2νxi

)

=

=

∞
∑

ν=0

(

−1

6

)ν

∆2νxi −
∞
∑

ν=0

(

−1

6

)ν+1

∆2ν+2xi =

=

∞
∑

ν=0

(

−1

6

)ν

∆2νxi −
∞
∑

ν=1

(

−1

6

)ν

∆2νxi = ∆0xi = xi.

Таким образом, если коэффициенты сплайна ci определены равен-
ствами (1.100), то для всех i выполняются равенства

s3(ih) = xi,
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т.е. при задании коэффициентов равенствами (1.100) сплайн s3(t) интер-
полирует функцию x(t) в равноотстоящих точках ih (i = 0,±1,±2, . . .).

Из неравенства

|∆2νxi| ≤ 4ν−3max
k

|∆6xk|

следует, что для ν ≥ 3 имеет место следующая цепочка соотношений

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

ν=3

(

−1

6

)ν

∆2νxi

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∞
∑

ν=3

∣

∣

∣

∣

(

−1

6

)ν

∆2νxi

∣

∣

∣

∣

≤

≤ max
k

|∆6xk|
∞
∑

ν=3

4ν−3

6ν
= max

k
|∆6xk|

1

64

(2/3)3

1− 2/3
,

т.е.
∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

ν=3

(

−1

6

)ν

∆2νxi

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

72
max

k
|∆6xk|. (1.102)

Кроме того, если функция x(t) имеет шесть непрерывных производ-
ных на периоде, то (см. параграф 1.2)

max
k

|∆6xk| = O(h6).

Отсюда и из (1.100) следует, что для гладких функций

ci = xi −
1

6
∆2xi +

1

36
∆4xi +O(h6).

Это говорит о том, что в большинстве случаев при задании коэф-
фициентов ci с помощью равенств (1.100) нет нужды выписывать ряды
полностью, а достаточно брать лишь несколько слагаемых. Подробнее
этот вопрос мы обсудим позже.

Коэффициенты ci интерполяционных сплайнов можно найти и из
других соображений.

Действительно, из равенства (1.93) следует, что если сплайн s3(t)
интерполирует функцию x(t) в точках ih, то

s3(ih) =
ci+1 + 4ci + ci−1

6
= xi (i = 1, 2, . . . , n).
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С учетом того, что c−1 = cn−1 , c0 = cn и c1 = cn+1 имеем



































































4c0 + c1 + cn−1 = 6x0,

c0 + 4c1 + c2 = 6x1,

c1 + 4c2 + c3 = 6x2,

..........................................

cn−3 + 4cn−2 + cn−1 = 6xn−2,

c0 + cn−2 + 4cn−1 = 6xn−1

. (1.103)

Матрица этой системы имеет диагональное преобладание и, следо-
вательно, система имеет одно и только одно решение (см., например, [7]
c.333). Это решение легко найти с помощью одной из разновидностей
алгоритма прогонки.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что решение систе-
мы (1.103) можно записать в виде (1.100).

Описанный подход к построению интерполяционных периодических
сплайнов легко видоизменить так, чтобы он был применим и к постро-
ению непериодических интерполяционных сплайнов. Это мы обсудим
в параграфе 2.1 при построении интерполяционных сплайнов с нерав-
ноотстоящими узлами при описании кривых, заданных малым числом
опорных точек.

Вернемся к методам задания интерполяционных сплайнов с помо-
щью равенств (1.99) – (1.100).

Как уже отмечалось, на практике используют не весь ряд (1.100), а
несколько его слагаемых. Остановимся на этом подробнее.

Пусть
ci,1 = xi (i = 0,±1, . . .),

ci,2 = xi −
1

6
∆2xi (i = 0,±1, . . .),

ci,3 = xi −
1

6
∆2xi +

1

36
∆4xi (i = 0,±1, . . .)

и

s3,k(t) =
n+1
∑

i=−1

ci,kB3,h(t− ih) (k = 1, 2, 3).
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Или, что то же,

s3,1(t) =

n+1
∑

i=−1

xiB3,h(t− ih), (1.104)

s3,2(t) =

n+1
∑

i=−1

(

xi −
1

6
∆2xi

)

B3,h(t− ih), (1.105)

s3,3(t) =
n+1
∑

i=−1

(

xi −
1

6
∆2xi +

1

36
∆4xi

)

B3,h(t− ih). (1.106)

Каждый из этих сплайнов задается явно и, следовательно, легко
программируется на ЭВМ. Кроме того, каждый из них локальный, т.е.
при изменении значения функции x(t) в одной точке t, каждый из них
меняется лишь на нескольких соседних промежутках. Далее, из равен-
ства (1.101) следует, что

s3,1(x, ih)− xi =
1

6
∆2xi, (1.107)

s3,2(x, ih)− xi = − 1

36
∆4xi, (1.108)

s3,3(x, ih)− xi =
1

216
∆6xi. (1.109)

Отсюда и из результатов параграфа 1.2 вытекает, что для гладких
функций x(t) сплайны s3,2(x, t) интерполируют функцию x(t) с точ-
ностью до O(h4), а сплайны s3,3(x, t) – с точностью до O(h6). Это об-
стоятельство и обусловило их название.

Сплайны s3,2(x, t) называют локальными сплайнами, совпадающими
с интерполяционными по порядку, а сплайны s3,3(x, t) – локальными
сплайнами асимптотически совпадающими с интерполяционными или
почти интерполяционными сплайнами.

Рассмотрим вопрос о качестве приближения функций с помощью
интерполяционных и почти интерполяционных сплайнов. Вначале от-
метим одно, ставшее уже классическим, точное неравенство В.М. Ти-
хомирова (см., например, [21]).
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Теорема 1.8.1 Пусть x(t) – периодическая четырежды непрерывно –
дифференцируемая на периоде функция и s3(x, t) – кубический сплайн
интерполирующий функцию x(t) в точках ih (h = T/n). Тогда для всех
t выполняется неравенство

|x(t) − s3(x, t)| ≤
5h4

384
max

t
|x(4)(t)|. (1.110)

При этом, неравенство улучшить нельзя, т.е. для любого ε > 0 мож-
но указать функцию xε(t) для которой в некоторой точке t0 выполня-
ется неравенство

|xε(t0)− s3(xε, t0)| ≥
(

5h4

384
− ε

)

max
t

|x(4)ε (t)|.

Из определения сплайнов s3,2(x, t) следует, что

|x(t)− s3,2(x, t)| ≤ |x(t)− s3(x, t)|+

+

∣

∣

∣

∣

∣

n+1
∑

i=−1

∞
∑

ν=3

(

−1

6

)ν

∆2νxiB3,h(t− ih)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ |x(t)− s3(x, t)|+
n+1
∑

i=−1

∞
∑

ν=3

(

1

6

)ν

|∆2νxi|B3,h(t− ih).

Отсюда, из неравенства (1.110) и очевидного равенства

n
∑

i=−1

B3,h(t− ih) ≡ 1 (t ∈ [0, T ])

следует, что

|x(t)− s3,2(x, t)| ≤ |x(t) − s3(x, t)| ≤
5h4

384
max

t
|x(4)(t)|+ 1

72
max

i
|∆6xi|.

Кроме того,

max
i

|∆6xi| ≤ 4max
i

|∆4xi| ≤ 4h4max
t
x(4)(t)
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и, следовательно,

|x(t)− s3,2(x, t)| ≤
79h4

1152
max

t
|x(4)(t)|. (1.111)

Таким образом, сплайны s3,2(x, t) так же, как и рассмотренные ранее
интерполяционные сплайны s3(x, t), восстанавливают гладкие функции
с точностью до O(h4). Этот факт верен и для сплайнов s3,3(x, t).

Оценки вида (1.110) и (1.111) в вычислительной математике называ-
ют гарантированными оценками погрешностей. Они, как правило, явля-
ются завышенными, поэтому дальнейшее внимание мы уделим асимп-
тотическим оценкам погрешностей восстановления функций с помощью
сплайнов. Для удобства ссылок приведем эти оценки в виде теоремы.

Теорема 1.8.2 Пусть периодическая функция x(t) имеет пять непре-
рывных производных на периоде, тогда для t ∈ [ih, (i + 1)h] при h → 0
равномерно по t и по i выполняются соотношения

x(t) − s3,1(x, t) = −h
2

6
x′′(t) +O(h4), (1.112)

x′(t)− s′3,1(x, t) = −h
2

6
x′′′(t) +O(h3), (1.113)

x′′(t)− s′′3,1(x, t) =
h2

12
(6τ2 − 1)x(4)(t) +O(h3), (1.114)

x(t)− s3,2(x, t) =
h4

48
(1 + 2τ(1 − τ2))x(4)(t) +O(h5), (1.115)

x′(t)− s′3,2(x, t) =
h3

12
τ(1 − τ)(2τ − 1)x(4)(t) +O(h4), (1.116)

x′′(t)− s′′3,2(x, t) =
h2

12
(1 − 6τ + 6τ2)x(4)(t) +O(h3), (1.117)

x(t) − s3,3(x, t) =
h4

24
(τ(1 − τ))2x(4)(t) +O(h5), (1.118)

x′(t)− s′3,3(x, t) =
h3

12
τ(1 − τ)(2τ − 1)x(4)(t) +O(h4), (1.119)
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x′′(t)− s′′3,3(x, t) =
h2

12
(1 − 6τ + 6τ2)x(4)(t) +O(h3), (1.120)

x(t) − s3(x, t) =
h4

24
((1− τ)τ)2x(4)(t) +O(h5), (1.121)

x′(t)− s′3(x, t) =
h3

12
τ(1 − τ)(2τ − 1)x(4)(t) +O(h4), (1.122)

x′′(t)− s′′3(x, t) =
h2

12
(1− 6τ + 6τ2)x(4)(t) +O(h3). (1.123)

Всюду здесь
τ = (t− ih)/h. (1.124)

.

Как видно из этой теоремы, с асимптотической точки зрения каче-
ство восстановления гладкой функции с помощью кубических сплай-
нов s3,3(x, t) то же, что и с помощью интерполяционных кубических
сплайнов и почти не отличается от качества восстановления с помощью
сплайнов s3,2(x, t). Качество же восстановления первых и вторых про-
изводных с помощью сплайнов s3,2(x, t), s3,3(x, t) и s3(x, t) одинаково (с
асимптотической точки зрения). Из этой же теоремы следует, что хо-
тя сплайны s3,1(x, t) с недостаточной точностью восстанавливают саму
функцию x(t), они вполне прилично восстанавливают ее первую произ-
водную и хорошо вторую.

Напомним, что для любого линейного оператора A (а сплайн – опе-
ратор является линейным оператором) величина

‖A‖ = sup
‖x‖∞≤1

‖A(x)‖∞

называется нормой оператора A. Она характеризует рост погрешности
при восстановлении функции с помощью оператора A.

Дополняет теорему 1.8.2 следующее утверждение.

Теорема 1.8.3 Пусть

‖s3,k‖ = sup
x

‖s3,k(x)‖∞
‖x‖∞
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– норма сплайн - оператора s3,k(x). Тогда

‖s3,1‖ = 1,

‖s3,2‖ =
41

32
и

‖s3,3‖ =
2297

1536
.

Значение нормы оператора s3,k – это величина, характеризующая
во сколько раз может вырасти ошибка при восстановлении функции
с помощью сплайна, если значения xi заданы с погрешностью. Таким
образом норма сплайн – оператора характеризует устойчивость восста-
новления функции x(t) с помощью этого оператора. В связи с этим, с
точки зрения устойчивости вычислений, сплайны s3,1(x, t) предпочти-
тельнее сплайнов s3,2(x, t) и s3,3(x, t). Кроме того, из равенств (1.107)
следует, что сплайны s3,1 интерполируют сглаженные данные по алго-
ритму, описанному в параграфе 1.3 при α = 1/6, а из (1.108) следует,
что сплайны s3,2(x, t) интерполируют сглаженные данные по алгоритму,
описанному в параграфе 1.5 при β = 1/36.

Таким образом сплайны s3,1(x, t) на практике целесообразно приме-
нять в случаях, когда уровень ошибок при вычислении (или задании)
исходных данных достаточно высок, сплайны s3,2(x, t) – при низком
уровне ошибок, а сплайны s3,3(x, t) – в тех случаях, когда значения xi
даны точно или почти точно и кривая x(t) достаточно гладкая.

В заключение параграфа приведем доказательство одного из соот-
ношений теоремы 1.8.2. Это доказательство достаточно типично и дает
представление об общих методах доказательства асимптотических ра-
венств.

Прежде всего заметим, что

‖s3,1‖ = sup
x

∥

∥

∥

∑n+1
i=−1B3,h(· − ih)

∥

∥

∥

∞

‖x‖∞
= max

t

∣

∣

∣

∣

∣

n+1
∑

i=−1

B3,h(t− ih)

∣

∣

∣

∣

∣

,

а, так как,
n+1
∑

i=−1

B3,h(t− ih) = 1,

то
‖s3,1‖ = 1.
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Докажем теперь соотношение (1.112). Из формулы Тейлора следует,
что если функция x(t) имеет пять непрерывных производных, то для t ∈
[ih, (i+1)h] при h→ 0 равномерно по i и по t выполняется соотношение

x(t) = xi +

4
∑

ν=1

x
(ν)
i (t− ih)ν +O(h5) =

= xi + x′ihτ +
1

2
x′′i h

2τ2 +
1

6
x′′′i h

3τ3 +
1

24
x
(4)
i h4τ4 +O(h5),

где τ (τ ∈ (0, 1)) задано равенствами (1.124).

Учитывая вид сплайна (1.97) и тот факт, что в нашем случае ci,1 =
xi, получаем

s3,1(x, t) = xi +
1

6
x′′i h

2 +
1

72
x
(4)
i h4 +

(

x′i +
1

6
x′′′i h

3

)

hτ+

+
1

2

(

x′′i +
1

12
x
(4)
i h2

)

h2τ2 +
1

6
x′′′i h

3τ3 +O(h5).

Отсюда и из предыдущего равенства вытекает следующая цепочка асимп-
тотических равенств

s3,1(x, t) − x(t) =
1

6
x′′i h

2 +
1

6
x′′′i h

3 +
1

72
x
(4)
i h4(1 + 3τ2 − 3τ4) +O(h5) =

=
1

6
h2
(

x′′i + x′′′i hτ +
1

2
x
(4)
i h2τ2

)

+
1

72
x
(4)
i h4(1− 3τ2 − 3τ4) +O(h5).

Кроме того,

x′′(t) = x′′i + x′′′i hτ +
1

2
x
(4)
i h2τ2 +O(h3),

что вместе с предыдущим позволяет записать

x(t) − s3,1(x, t) = −h
2

6
x′′(t) +O(h4).

Аналогичным путем устанавливаются остальные равенства.
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1.9 Параболические почти интерполяцион-

ные сплайны

Лучшим каждому кажется то, к чему
он имеет охоту.
Косьма Прутков

В этом параграфе мы приведем несколько результатов для парабо-
лических сплайнов аналогичных результатам параграфа 1.8.

Пусть, как и ранее, функция x(t) и все сплайны, восстанавливающие
ее, имеют период T .

Обозначим

xi+0.5 = x((i + 0.5)h) (i = 0,±1,±2, . . . , h = T/n).

Тогда для всех i
xi+n+0.5 = xi+0.5.

Пусть

bi = bi(x) =

∞
∑

ν=0

(

−1

8

)ν

∆2νxi+0.5 =

= xi+0.5 −
1

8
∆2xi+0.5 + . . . . (1.125)

Как уже отмечалось выше, любой T – периодический параболический
сплайн с узлами в точках ih (i = 0, 1, . . . , n) для t ∈ [0, T ] однозначно
представим в виде

s2(t) =

n
∑

i=−1

θiB2,h(t− (i + 0.5)h).

Рассмотрим сплайн

s2(x, t) =
n
∑

i=−1

biB2,h(t− (i+ 0.5)h), (1.126)

где коэффициенты bi определены равенствами (1.125).
Тогда

s2(x, (i + 0.5)h) =

n
∑

j=−1

bjB2,h((i + 0.5)h− (j + 0.5)h) =
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= (bi−1 + bi+1)B2,h(h) + biB2,h(0) =

=
1

8
(bi−1 + 6bi + bi+1) = bi +

1

8
∆2bi.

Таким образом,

s2(x, (i + 0.5)h) = bi +
1

8
∆2bi. (1.127)

Подставляя в (1.127) значения, определенные равенствами (1.125),
получаем для всех i

s2(x, (i + 0.5)h) = xi+0.5.

Следовательно, сплайны s2(x, t) интерполируют функцию x(t) в точ-
ках (i+ 0.5)h.

Рассмотрим теперь сплайны близкие к интерполяционным

s2,1(x, t) =

n
∑

i=−1

xi+0.5B2,h(t− (i+ 0.5)h)

и

s2,2(x, t) =

n
∑

i=−1

(

xi+0.5 −
1

8
∆2xi+0.5

)

B2,h(t− (i + 0.5)h).

Из равенств (1.127) следует, что

s2,1(x, (i + 0.5)h) = xi+0.5 +
1

8
∆2xi+0.5

и

s2,2(x, (i + 0.5)h) = xi+0.5 −
1

64
∆4xi+0.5.

Следовательно, сплайны s2,1(x, t) интерполируют сглаженные дан-
ные по алгоритму, описанному в параграфе 1.3 при α = 1/8 , а сплайны
s2,2(x, t) интерполируют сглаженные данные по алгоритму, описанному
в параграфе 1.5 при β = 1/64.

Кроме того, так как

max
i

|∆4xi+0.5| ≤ h4 max
t

|x(4)(t)| = O(h4)

и (см. теорему 1.9.1) сплайны s2(x, t) приближают гладкую функцию
x(t) с порядком O(h3), то с точностью до O(h4) сплайны s2,2(x, t) совпа-
дают с интерполяционными сплайнами s2(x, t). Этим и обусловлено их
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название – асимптотически интерполяционные параболические сплай-
ны.

Следующее утверждение дает оценку качества восстановления функ-
ций с помощью параболических сплайнов.

Теорема 1.9.1 Пусть x(t) – периодическая трижды непрерывно диф-
ференцируемая на периоде функция. Тогда для всех t выполняются
неравенства

|x(t)− s2(x, t)| ≤
h3

24
max

t
|x′′′(t)| = h3

24
‖x′′′‖∞, (1.128)

|x′(t)− s′2(x, t)| ≤
h2

6
‖x′′′‖∞ (1.129)

и

|x(t) − s2,2(x, t)| ≤
7h3

96
‖x′′′‖∞. (1.130)

Если x(t) на всем периоде имеет непрерывную четвертую производ-
ную, то при h→ 0 равномерно по t и по i выполняются соотношения

x(t) − s2,1(x, t) = −h
2

8
x′′(t) +O(h3), (1.131)

x′(t)− s′2,1(x, t) = −h
2

8
x′′′(t) +O(h3). (1.132)

А также

x(t)− s2,2(x, t) =
h3

24
ξ(1− ξ2)x′′′(t) +O(h4), (1.133)

x′(t)− s′2,2(x, t) =
h2

24
(1− 3ξ2)x′′′(t) +O(h3) (1.134)

и

x(t)− s2(x, t) =
h3

24
ξ(1 − ξ2)x′′′(t) +O(h4), (1.135)

x′(t)− s′2(x, t) =
h2

24
(1− 3ξ2)x′′′(t) +O(h3), (1.136)

где
ξ = 2t/h− 2i− 1. (1.137)

Кроме того,
‖s2,1‖ = 1

и

‖s2,2‖ =
4

3
.
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Из соотношений (1.133), (1.134) и очевидных равенств

max
|ξ|≤1

|ξ(1 − ξ2)| = 2

3
√
3

и
max
|ξ|≤1

|1− 3ξ2| = 2

следует, что при h→ 0

‖x− s2,2(x)‖∞ ≤ h3

36
√
3
‖x′′′‖∞ +O(h4),

‖x′ − s′2,2(x)‖∞ ≤ h2

12
‖x′′′‖∞ +O(h3).

Аналогичные оценки верны и для интерполяционных сплайнов s2(x, t).
Доказательство теоремы 1.9.1 аналогично доказательствам резуль-

татов, приведенным в предыдущем параграфе.

1.10 Кубические почти интерполяционные в

среднем сплайны

Свет ночей, ночные тени,
Тени без конца,
Ряд волшебных изменений
Милого лица.
А.Фет

Интерполяционные и близкие к ним сплайны используются, как пра-
вило, в том случае, когда опорных точек (заданных нам точек достаточ-
но полно описывающих кривую) сравнительно мало и все они заданы
с высокой точностью. Однако, в задачах, связанных с созданием про-
граммного обеспечения для станков с ЧПУ, достаточно часто данные
снимаются с помощью копира, сканера или с дисплея и пр. В этих слу-
чаях, как правило, число данных очень велико, порядка 10 тысяч, и,
они предоставляются со случайной (нерегулярной) погрешностью. Для
того, что бы устранить эти погрешности, используются самые различ-
ные фильтры, т.е. различные методы сглаживания исходных данных,
например, методы описанные в параграфах 1.3 и 1.5. Но при этом ко-
личество данных не изменяется. Это вызывает определенные трудности
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при работе с ними, так как эта работа связана с обработкой больших
массивов информации.

С другой стороны, наличие большого количества данных позволя-
ет строить новые интегральные характеристики кривой. Из практики
хорошо известно, что интегральные характеристики на несколько по-
рядков уменьшают случайные помехи. Количество же интегральных
единиц информации можно выбирать существенно меньшим чем коли-
чество исходных данных почти без потери информации о контуре.

Задачей этого параграфа является построение сплайнового аппарата
восстановления периодической функции, базирующегося на интеграль-
ных характеристиках функции, и, описывающих его с той же точностью
(асимптотически или по порядку), что и сплайны наилучшего прибли-
жения. При этом будет четко прослеживаться связь с результатами из-
ложенными в параграфе 1.8.

Как и в предыдущих параграфах, будем рассматривать периодиче-
ские (с периодом ) функции x(t) и периодические (с тем же периодом)
сплайны.

Пусть, как обычно, h = T/n.
В этом параграфе считаем, что информация о функции x(t) задана

интегралами

x∗i =
1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

x(t)dt (i = 0,±1, ...). (1.138)

Так как функция x(t) -периодическая, то для всех i выполняются
равенства

x∗i+n = x∗i .

По аналогии с почти интерполяционными кубическими сплайнами
(см. параграф 1.8) рассмотрим сплайны

s∗3,1(x, t) =

n+1
∑

i=−1

x∗iB3,h(t− ih). (1.139)

Впервые, по – видимому, эти сплайны появились в работе [64] и на-
зываются сплайнами Шенберга. Как и сплайны s3,1(x, t), они сглажива-
ют (в значительной степени) данные и восстанавливают функцию x(t) с
точностьюO(h2). С этой же точностью их первая и вторая производные
восстанавливают первую и вторую производные функции x(t). Точную
формулировку этих и других свойств сплайнов s∗3,1(x, t) мы приведем
ниже.
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Ясно, что для любого i и любого сплайна s3(t) вида

s3(t) =

n+1
∑

ν=−1

cνB3,h(t− νh) (1.140)

будет выполняться соотношение

s∗i =
1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s3(t)dt =
1

h

n+1
∑

ν=−1

cν

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

B3,h(t− νh)dt.

Кроме того,

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

B3,h(t− νh)dt =

∫ h/2

−h/2

B3,h(t− (ν − i)h)dt. (1.141)

Если |ν − i| > 2, то интеграл, стоящий в правой части равенства
(1.141), равен нулю. Кроме того,

∫ h/2

−h/2

B3,h(t± 2h)dt =

∫ 2h

3h/2

B3,h(t)dt

и
∫ h/2

−h/2

B3,h(t± h)dt =

∫ 3h/2

h/2

B3,h(t)dt.

Таким образом,

si =
1

h

(

ci

∫ h/2

−h/2

B3,h(t)dt + (ci+1 + ci−1)

∫ 3h/2

h/2

B3,h(t)dt+

+(ci+2 + ci−2)

∫ 2h

3h/2

B3,h(t)dt
)

.

Отсюда и из равенств (1.74) – (1.78) следует, что

s∗i =
ci−2 + 76ci−1 + 230ci + 76ci+1 + ci+2

384
.

Кроме того,

ci−2 + 76ci−1 + 230ci + 76ci+1 + ci+2 = ci +
5

24
∆2ci +

1

384
∆4ci.
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Таким образом, для всех i и любого сплайна s3(t) вида (1.140) выпол-
няется равенство

1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s3(t)dt = ci +
5

24
∆2ci +

1

384
∆4ci (1.142)

и, следовательно,

1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s∗3,1(x, t)dt = x∗i +
5

24
∆2x∗i +

1

384
∆4x∗i . (1.143)

Равенство (1.143) вместе с результатами параграфа 1.3, указывает на
то, что сплайны s∗3,1(x, t) интерполируют в среднем сглаженные значе-
ния x∗i с коэффициентом сглаживания α близким (за счет слагаемого
∆4x∗i /384) к числу 5/24.

Рассмотрим теперь сплайны

s∗3,2(x, t) =

n+1
∑

i=−1

(

x∗i −
5

24
∆2x∗i

)

B3,h(t− ih). (1.144)

Из равенств (1.143) следует, что для всех i выполняются соотноше-
ния

1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s∗3,2(x, t)dt =

= x∗i −
5

24
∆2x∗i +

5

24
∆2

(

x∗i −
5

24
∆2x∗i

)

+
1

384
∆4

(

x∗i −
5

24
∆2x∗i

)

=

= x∗i −
5

24
∆2x∗i +

5

24
∆2x∗i −

(

5

24

)2

∆4x∗i +
1

384
∆4x∗i −

5

24 · 384∆
6x∗i =

= x∗i −
47

1152
∆4x∗i −

5

9216
∆6x∗i .

Отсюда следует, что для всех i верно равенство

1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s∗3,2(x, t)dt = x∗i −
47

1152
∆4x∗i −

5

9216
∆6x∗i . (1.145)

Если функция x(t) имеет четыре непрерывные производные на пе-
риоде, то равномерно по i выполняются порядковые соотношения

∆4x∗i = O(h4) ∆6x∗i = O(h4),



88 ГЛАВА 1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

т.е. равномерно по i

1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s∗3,2(x, t)dt =
1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

x(t)dt+O(h4).

Таким образом, с точностью до O(h4) сплайны s∗3,2(x, t) интерпо-
лируют в среднем функцию x(t). Этим и объясняется их название –
почти интерполяционные в среднем сплайны. Эти сплайны в дальней-
шем будут играть решающую роль в задачах, связанных с построением
асимптотически оптимальных траекторий движения инструмента. Они
будут выступать в качестве промежуточного аппарата восстановления,
а при построении алгоритмов будут играть роль теоретической функ-
ции, описывающей контур. В связи с этим, полезно подробнее изучить
их свойства.

Прежде всего отметим, что если s∗3(x, t) интерполяционные в сред-
нем (для x(t)) кубические сплайны, т.е. такие кубические сплайны, что
для всех i имеет место равенство

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s∗3(x, t)dt =

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

x(t)dt, (1.146)

то для любой четырежды непрерывно дифференцируемой функции
x(t) выполняется точное неравенство

‖s∗3(x) − x‖∞ ≤ h4

384
‖x(4)‖∞, (1.147)

где, как и ранее,

‖y‖∞ = max
t

|y(t)|.

Этот классический результат установлен Н.П.Корнейчуком (см.[10]
стр. 213) и при его доказательстве требуется привлечение дополнитель-
ных и довольно трудных рассуждений. Они связаны с использованием
теорем сравнения равноизмеримых перестановок Харди от функций,
что выходит за рамки нашей книги.

Неравенство (1.147) утверждает, что интерполяционные в среднем
сплайны восстанавливают гладкие периодические функции с точностью
до O(h4). Для того, чтобы показать, что это утверждение верно и для
сплайнов s∗3,2(x, t) (а это основная цель нашего параграфа), рассмотрим
сплайн

s∗∗3 (x, t) = s∗3,2(x, t) − s∗3(x, t).
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Пусть

δi =
1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s∗∗3 (x, t)dt.

Из равенств (1.145), (1.146) и очевидного неравенства

|∆6x∗i | ≤ 4max
i

|∆4x∗i |

следует, что

|δi| ≤
47

1152
|∆4x∗i |+

5

9216
|∆6x∗i | ≤ (1.148)

≤ 99

2304
max

i
|∆4x∗i | <

1

23
max

i
|∆4x∗i |.

Кроме того, легко видеть, что

∆4x∗i =
1

h

∫ 5h/2

−5h/2

K(t)x(t − ih)dt, (1.149)

где

K(t) =



















1, t ∈ (−5h/2;−3h/2)
⋃

(3h/2; 5h/2),

−4, t ∈ (−3h/2;−h/2)⋃(h/2; 3h/2),

6 , t ∈ (−h/2;h/2).
Из определения В –сплайнов следует, что

B
(4)
4,h(t) = h4K(t).

Поэтому равенство (1.149) можно переписать в виде

∆4x∗i = h3
∫ 5h/2

−5h/2

B
(4)
4,h(t)x(t− ih)dt.

Используя здесь интегрирование по частям, приходим к равенству

∆4x∗i = h3
∫ 5h/2

−5h/2

B4,h(t)x
(4)(t− ih)dt,

которое позволяет получить следующую цепочку соотношений

|∆4x∗i | ≤ h4‖x(4)‖∞
1

h

∫ 5h/2

−5h/2

B4,h(t)dt = h4‖x(4)‖∞,
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что вместе с (1.148) позволяет записать неравенство

δi ≤
h4

23
‖x(4)‖∞. (1.150)

Из равенств (1.145) и (1.146) следует, что

∫ T

0

s∗∗3 (x, t)dt =

∫ T

0

(s∗3,2(x, t) − s∗3(x, t))dt = 0,

поэтому существует периодический интеграл со средним значением ноль
на периоде от функции s∗∗3 (x, t). Обозначим его через s4(t).

Тогда
s∗∗3 (x, t) = s′4(t) (1.151)

и неравенства (1.150) примут вид

|s4((2i+ 1)h/2)− s4((2i− 1)h/2)| = (1.152)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

s∗∗3 (x, t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

= h|δi| ≤
h5

23
‖x(4)‖∞.

В работе [10] доказано, что для любого сплайна четвертого порядка
s4(t) с узлами в точках (2i+ 1)h/2, выполняется неравенство

‖s′4‖∞ ≤ 8

5h
max

i
|s4((2i+ 1)h/2)− s4((2i − 1)h/2)|.

Отсюда, из (1.151) и (1.152) немедленно получаем

‖s∗∗3 (x)‖∞ ≤ h5

23

8

5h
‖x(4)‖∞ =

8h4

115
‖x(4)‖∞. (1.153)

И, наконец, из равенств (1.147) и (1.153) получаем

‖x− s∗3,2(x)‖∞ = ‖x− s∗3(x) + s∗3(x) − s∗3,2(x)‖∞ ≤

≤ ‖x− s∗3(x)‖∞ + ‖s∗3(x)− s∗3,2(x)‖∞ = ‖x− s∗3(x)‖∞ + ‖s∗∗3 (x)‖∞ ≤

≤
(

5h4

384
+

8h4

115

)

‖x(4)‖∞ <
h4

12
‖x(4)‖∞.

Таким образом, для любой четырежды непрерывно дифференцируемой
T – периодической функции x(t) выполняется неравенство (гарантиро-
ванная оценка погрешности)

‖x− s∗3,2(x)‖∞ ≤ h4

12
‖x(4)‖∞. (1.154)
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Приведем результаты, характеризующие асимптотическое поведе-
ние качества восстановления гладких функций с помощью сплайнов
s∗3,1(x, t) и s∗3,2(x, t). Для удобства ссылок, сформулируем их в виде тео-
ремы.

Теорема 1.10.1 Пусть периодическая функция x(t) имеет пять непре-
рывных производных на периоде. Тогда на каждом промежутке [ih, (i+
1)h] при h→ 0 равномерно по t и по i выполняются соотношения

x(t)− s∗3,1(x, t) = − 5

24
x′′(t)h2 +O(h4), (1.155)

x′(t)− (s∗3,1(x, t))
′ = − 5

24
x′′′(t)h2 + O(h3), (1.156)

x′′(t)− (s∗3,1(x, t))
′′ = − 5

24
x(4)(t)h2 +O(h3) (1.157)

и

x(t) − s∗3,2(x, t) =
1

384
x(4)(t)h4

(

(τ2 − 1)2 − 8

15

)

+O(h5), (1.158)

x′(t)− (s∗3,2(x, t))
′ =

1

48
x(4)(t)h3τ(τ2 − 1) +O(h4), (1.159)

x′′(t)− (s∗3,2(x, t))
′′ =

1

48
x(4)(t)h2(3τ2 − 1) +O(h3), (1.160)

где τ = 2t/h− 2i.

Так как |τ | ≤ 1 и

max
|τ |≤1

∣

∣

∣

∣

(τ2 − 1)2 − 8

15

∣

∣

∣

∣

=
8

15
,

max
|τ |≤1

|τ(τ2 − 1)| = 2

3
√
3

и

max
|τ |≤1

|(3τ2 − 1)| = 2,

то из теоремы 1.10.1 немедленно вытекает следующее утверждение:
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Следствие 1.10.2 Пусть периодическая функция x(t) имеет пять непре-
рывных производных на периоде. Тогда при h → 0 выполняются соот-
ношения

‖x− s∗3,1(x)‖∞ ≤ 5

24
‖x′′‖∞h2 +O(h4); (1.161)

‖x′ − (s∗3,1(x))
′‖∞ ≤ 5

24
‖x′′′‖∞h2 +O(h3), (1.162)

‖x′′ − (s∗3,1(x))
′′‖∞ ≤ 5

24
‖x(4)‖∞h2 +O(h3) (1.163)

и

‖x− s∗3,2(x)‖∞ ≤ 1

720
‖x(4)‖∞h4 +O(h5), (1.164)

‖x′ − (s∗3,2(x))
′‖∞ ≤ 1

144
√
3
‖x(4)‖∞h3 +O(h4), (1.165)

‖x′′ − (s∗3,2(x))
′′‖∞ ≤ 1

24
‖x(4)‖∞h2 + O(h3). (1.166)

Полезно сравнить оценки (1.164) и (1.154). Асимптотическая оценка
намного точнее (если пренебречь слагаемым O(h5)!).

Однако и оценка (1.154) имеет определенный интерес. Во – первых,
потому, что она имеет гарантированный характер, а во – вторых, она
верна для функций, имеющих 4 (а не 5, как в (1.164), непрерывные
производные.

Соотношения (1.164) – (1.166) показывают, что сплайны s∗3,2(x, t)
хорошо восстанавливают гладкую функцию x(t) и ее первые две про-
изводные. Можно показать, что с помощью сплайнов s∗3,2(x, t) можно
вполне прилично вычислять третью и четвертую производные функции
x(t) (вычисление четвертой производной производится по формально-
му правилу – в качестве четвертой производной на промежутке [(2i −
1)h/2, (2i+ 1)h/2), берем значение (s∗3,2(x, ih+ 0)− s∗3,2(x, ih− 0))/h).

Значения норм сплайн – операторов s∗3,1 и s∗3,2 дает следующее утвер-
ждение, содержащееся в работе [32].

Теорема 1.10.3 Имеют место равенства

‖s∗3,1‖ = 1

и

‖s∗3,2‖ =
41

32
.
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Таким образом, при восстановлении функции x(t) с помощью сплай-
нов s∗3,2(x) ошибка (если данные x∗i заданы с ошибкой) может увели-
читься не более чем в 41/32 раза.

Доказательство соотношений теорем 1.10.1 и 1.10.3 проводятся по
аналогии с соответствующими теоремами предыдущих параграфов.

1.11 Параболические почти интерполяцион-

ные в среднем сплайны

Не будь цветов, все ходили бы в одина-
ковых одеждах.
Косьма Прутков

В этом параграфе мы приведем результаты, связанные с восстанов-
лением -периодических функций с помощью параболических сплайнов.
Эти результаты аналогичны результатам предыдущего параграфа.

Пусть, как и ранее, h = /n, а информация о функции x(t) задана
интегралами

x∗i+1/2 =
1

h

∫ (i+1)h

ih

x(t)dt (i = 0,±1, ...).

Так как функция x(t) -периодическая, то для всех i выполняется
равенство

x∗i+n = x∗i .

Рассмотрим вначале параболический сплайн Шенберга

s∗2,1(x, t) =
n
∑

i=−1

x∗i+1/2B2,h(t− (i+ 0.5)h). (1.167)

Для любого i и любого сплайна s2(t) вида

s2(t) =

n
∑

i=−1

ciB2,h(t− (i + 0.5)h)

аналогично тому, как это было сделано в параграфе 1.10, получаем

∫ (i+1)h

ih

s2(t)dt = ci

∫ h/2

−h/2

B2,h(t)dt+ (ci + ci−1)

∫ 3h/2

h/2

B2,h(t)dt. (1.168)
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Отсюда и из равенств (1.66)-(1.69) получаем

1

h

∫ (i+1)h

ih

s2(t)dt =
ci−1 + 4ci + ci+1

6
= ci +

1

6
∆2ci. (1.169)

Поэтому

1

h

∫ (i+1)h

ih

s∗2,1(x, t)dt = x∗i+1/2 +
1

6
∆2x∗i+1/2. (1.170)

Так что сплайны s∗2,1(x, t) интерполируют в среднем сглаженные зна-
чения x(t) с коэффициентом сглаживания α = 1/6. И, следовательно, их
целесообразно применять в тех случаях, когда интегралы x∗i+1/2 заданы
со сравнительно большими ошибками.

Вопрос о качестве восстановления функций сплайнами s∗2,1(x, t) мы
рассмотрим позже.

Рассмотрим теперь сплайны

s∗2,2(x, t) =

n
∑

i=−1

(

x∗i+1/2 −
1

6
∆2x∗i+1/2

)

B2,h(t− (i+ 0.5)h). (1.171)

Из равенств (1.169) следует, что для всех i выполняются равенства

1

h

∫ (i+1)h

ih

s∗2,2(x, t)dt = x∗i+1/2 −
1

6
∆2x∗i+1/2+

+
1

6
∆2

(

x∗i+1/2 −
1

6
∆2x∗i+1/2

)

= x∗i+1/2 −
1

36
∆4x∗i+1/2.

То есть для любого i

1

h

∫ (i+1)h

ih

s∗2,2(x, t)dt = x∗i+1/2 −
1

36
∆4x∗i+1/2.

Таким образом, с точностью до (h4) сплайны s∗2,2(x, t) интерполиру-
ют в среднем функцию x(t). Более точно, они интерполируют в среднем
сглаженную (по алгоритму, описанному в параграфе 1.5 при β = 1/36)
функцию.

Рассмотрим, наконец, функцию

s∗2(x, t) =
n
∑

i=−1

(

x∗i+1/2 −
1

6
∆2x∗i+1/2+
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+
1

36
∆4x∗i+1/2 + ...

)

B2,h(t− (i+ 0.5)h). (1.172)

Из равенств (1.169) следует, что для любого i

1

h

∫ (i+1)h

ih

s∗2(x, t)dt = x∗i+1/2 −
1

6
∆2x∗i+1/2 +

1

36
∆4x∗i+1/2 + ....

+
1

6
∆2x

(

x∗i+1/2 −
1

6
∆2x∗i+1/2 +

1

36
∆4x∗i+1/2 + ....

)

= x∗i+1/2,

т.е. для любого i
1

h

∫ (i+1)h

ih

s∗2(x, t)dt = x∗i+1/2.

Таким образом, s∗2(x, t) есть интерполяционный в среднем для функции
x(t) сплайн.

Ясно, что
s∗∗2 (x, t) = s∗2(x, t) − s∗2,2(x, t) =

=

n
∑

i=−1

(

∞
∑

ν=2

(

−1

6

)ν

∆2νx∗i+1/2

)

B2,h(t− (i+ 0.5)h).

Поэтому

‖s∗∗2 (x)‖∞ ≤ max
i

∞
∑

ν=2

(

1

6

)ν

|∆2νx∗i+1/2|
∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=−1

B2,h(t− (i+ 0.5)h)

∥

∥

∥

∥

∥

∞

.

Кроме того,

∞
∑

ν=4

(

1

6

)ν

|∆2νx∗i+1/2| ≤
∞
∑

ν=4

22ν−4

6ν
max

i
|∆4x∗i+1/2| =

=
1

27
max

i
|∆4x∗i+1/2| ≤

2

27
max

i
|∆3x∗i |.

Учитывая теперь, что

max
i

|∆3x∗i | ≤ h3‖x′′′‖∞

и
n
∑

i=−1

B2,h(t− (i+ 0.5)h) ≡ 1 (t ∈ [0, T ]),
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получаем

‖s∗∗2 (x)‖∞ ≤ 2h3

27
‖x′′′‖∞. (1.173)

Далее, (см.,например, [10] стр.220) для любой трижды непрерывно
дифференцируемой на всей оси функции x(t) выполняется неравенство

‖x− s∗2(x)‖∞ ≤ h3

24
‖x′′′‖∞. (1.174)

Отсюда и из оценки (1.173) получаем

‖x−s∗2,2(x)‖∞ ≤ ‖x−s∗2(x)‖∞+‖s∗2,2(x)−s∗2(x)‖∞ ≤
(

h3

24
+

2h3

27

)

‖x′′′‖∞,

и приходим к следующей гарантированной оценке качества восстанов-
ления

‖x− s∗2,2(x)‖∞ ≤ 25h3

216
‖x′′′‖∞. (1.175)

Асимптотическое поведение качества восстановления гладких функ-
ций с помощью сплайнов s∗3,1(x, t) и s∗3,2(x, t) характеризует следующее
утверждение.

Теорема 1.11.1 Пусть функция x(t) имеет три непрерывных произ-
водных на периоде. Тогда для t ∈ [ih, (i+ 1)h] при h→ 0 равномерно по
t и по i выполняются соотношения

(x(t) − s∗2,1(x, t))
(ν) = −h

2

6
x(2+ν)(t) +O(h3) (ν = 0, 1, 2),

x(t) − s∗2,2(x, t) =
h3

6
x′′′(t)τ(τ2 − 1/4) +O(h4),

x′(t)− (s∗2,2(x, t))
′ =

h2

2
x′′′(t)(τ2 − 1/12) +O(h3),

где τ = t/h− i− 1/2.

Из этой теоремы, в частности, вытекает следующее утверждение

Следствие 1.11.2 Пусть периодическая функция x(t) имеет три непре-
рывные производные на периоде. Тогда при h → 0 выполняются соот-
ношения

‖x− s∗2,2(x)‖∞ ≤ h3

12
√
3
‖x′′′‖∞ +O(h4),
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‖x′ − (s∗2,2(x))
′‖∞ ≤ h2

12
‖x′′′‖∞ +O(h3).

Кроме того, имеют место равенства

‖s∗2,1‖ = 1

и

‖s∗2,2‖ =
4

3
.

1.12 Непериодические почти интерполяцион-

ные в среднем сплайны

Всякая вещь есть форма проявления
беспредельного разнообразия.
Косьма Прутков

В параграфах 1.10 и 1.11 мы описали способы построения интерпо-
ляционных и почти интерполяционных в среднем сплайнов, восстанав-
ливающих гладкие периодические функции. Во второй главе мы опи-
шем способы восстановления гладких замкнутых контуров с помощью
этих сплайнов. На практике, как правило, мы сталкиваемся с необхо-
димостью описания кусочно – гладких контуров (см. рис.1.1). В этом
случае естественно выделить гладкие участки контура и каждый из
них восстановить с помощью сплайнов. Это приводит к необходимости
исследования задачи восстановления функции, заданной на отрезке, с
помощью сплайнов. Мы подробно опишем способ восстановления с по-
мощью кубических сплайнов, так как мы убедились, что они точнее
(чем параболические) восстанавливают функцию.

Пусть на отрезке [0, T ] с равномерным разбиением {ih}ni=0, где h =
T/n, задана функция x(t) и средние значения функции x(t) на интер-
валах [(i− 0.5)h, (i+ 0.5)h]

x∗i =
1

h

∫ (i+0.5)h

(i−0.5)h

x(t)dt (i = 1, 2, ..., n− 1).

Результаты параграфа 1.10 показывают, что сплайн

s∗3,2(x, t) =
n+1
∑

i=−1

(

x∗i −
5

24
∆2x∗i

)

3,h(t− ih) (1.176)
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хорошо восстанавливает функцию x(t).

Для i = −1, 0, n и n+1 не определены значения x∗i . Кроме того, для
i = −1, 0, 1 и n − 1, n, n + 1 не определены значения ∆2x∗i (например,
для определения ∆2x∗n−1= x∗n−2 − 2x∗n−1 + x∗n необходимо, чтобы было
определено x∗n). Следовательно, сплайн (1.176) определен на интервале
[(3 + 0.5)h, − (3 + 0.5)h] и для того, чтобы он был определен на всем
интервале [0, T ], необходимо разумным образом доопределить значения
x∗−2, x

∗
−1 и x∗0, а также значения x∗n, x∗n+1 и x∗n+2.

Для того, чтобы это сделать, нам необходимо иметь больше инфор-
мации о функции x(t) вблизи концов интервала [0, T ].

Будем считать, что нам заданы средние значения функции x(t) на
промежутках [0, 0.5h], [0.5h, h], [h, 1.5h], [1.5h, 2h], [2h, 2.5h] (т.е. на про-
межутках [0.5hk, 0.5 h (k + 1)] (k= 0, 1, 2, 3, 4), и на интервалах [ −
0.5(k + 1)h, − 0.5 k h] (k= 0, 1, 2, 3, 4), а также средние значения x(t)
на интервалах [(i− 0.5)h, (i+ 0.5)h] (i = 3, 4, ..., n− 3).

Таким образом, мы считаем, что заданы значения интегралов

x∗i,+ =
2

h

∫ (i+0.5)h

ih

x(t)dt (i = 0, 1, 2; i = n− 2, n− 1), (1.177)

x∗i,− =
2

h

∫ ih

(i−0.5)h

x(t)dt (i = 1, 2; i = n− 2, n− 1, n), (1.178)

x∗i =
1

h

∫ (i+0.5)h

(i−0.5)h

x(t)dt (i = 3, 4, . . . , n− 3). (1.179)

Значения x∗1, x
∗
2 и x∗n−2, x

∗
n−1 однозначно определяются равенствами

x∗1 =
1

2
(x∗1,+ + x∗1,−), x∗2 =

1

2
(x∗2,+ + x∗2,−) (1.180)

и

x∗n−2 =
1

2
(x∗n−2,+ + x∗n−2,−), x∗n−1 =

1

2
(x∗n−1,+ + x∗n−1,−). (1.181)

Для того, чтобы доопределить значения x∗i для i = −2,−1, 0 и i =
n, n+ 1, n+ 2, поступим следующим образом. Выберем коэффициенты
кубического многочлена

p(t) = at3 + bt2 + t+ d
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так, чтобы его средние значения на промежутках [0, 0.5h], [0.5h, h],
[h, 1.5h], [1.5h, 2h] совпадали с соответствующими средними значени-
ями функции x(t), т.е.чтобы выполнялись равенства

2

h

∫ 0.5h

0

p(t)dt = x∗0,+ ,

2

h

∫ h

0.5h

p(t)dt = x∗1,− ,

2

h

∫ 1.5h

h

p(t)dt = x∗1,+ ,

2

h

∫ 2h

1.5h

p(t)dt = x∗2,− .

Вычислив интегралы, стоящие в левых частях этих равенств, мы
придем к системе четырех линейных уравнений (относительно a, b, c, d)
с четырьмя неизвестными.

Решение этой системы таково

a =
4

3h3
(x∗2,− − 3x∗1,+ + 3x∗1,− − x∗0,+), (1.182)

b =
1

h2
(−3x∗2,− + 11x∗1,+ − 13x∗1,− + 5x∗0,+), (1.183)

=
1

6h
(11x∗2,− − 45x∗1,+ + 69x∗1,− − 35x∗0,+), (1.184)

d =
1

12
(−3x∗2,− + 13x∗1,+ − 23x∗1,− + 25x∗0,+). (1.185)

Пусть, теперь, p0(t) – кубический многочлен, коэффициенты кото-
рого вычисляются по формулам (1.182) – (1.185). Положим

x∗−1 =
1

h

∫ −0.5h

−2.5h

p0(t)dt, (1.186)

x∗−2 =
1

h

∫ −2.5h

−3.5h

p0(t)dt, (1.187)

x∗0,− =
2

h

∫ 0

−0.5h

p0(t)dt (1.188)
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и

x∗0 =
1

2
(x∗0,+ + x∗0,−).

Вычислив интегралы в правых частях равенств (1.186) – (1.188), а
затем, подставив в них значения a, b, c и d, определенные равенствами
(1.182) – (1.185), окончательно получим

x∗0 = 2.5x∗0,+ − 3x∗1,− + 2x∗1,+ − 0.5x∗2,− , (1.189)

x∗−1 = 15x∗0,+ − 32.5x∗1,− + 25.5x∗1,+ − 7x∗2,− , (1.190)

x∗−2 = 45.5x∗0,+ − 112x∗1,− + 95x∗1,+ − 27.5x∗2,− . (1.191)

Аналогичным путем получаем равенства

x∗n = 2.5x∗n,− − 3x∗n−1,+ + 2x∗n−1,− − 0.5x∗n−2,+ , (1.192)

x∗n+1 = 15x∗n,− − 32.5x∗n−1,+ + 25.5x∗n−1,− − 7x∗n−2,+ , (1.193)

x∗n+2 = 45.5x∗n,− − 112x∗n−1,+ + 95x∗n−1,− − 27.5x∗n−2,+ . (1.194)

Теперь мы готовы дать полный алгоритм восстановления функций,
заданных на отрезке с помощью сплайнов.

Нам заданы средние значения

x∗i,+ (i = 0, 1, 2; i = n− 2, n− 1), x∗i,− (i = 1, 2; i = n− 2, n− 1, n)

и x∗i (i = 3, 4, ..., n− 3)
Вычисляем значения x∗1, x

∗
2, x

∗
n−1, x

∗
n−2 по формулам (1.180) и (1.181),

а значения x∗−2, x
∗
−1, x

∗
0 и x∗n, x∗n+1, x

∗
n+2 по формулам (1.189) – (1.194),

и строим сплайн

s∗3,2(x, t) =

n+1
∑

i=−1

(

x∗i −
5

24
∆2x∗i

)

3,h(t− ih). (1.195)

Аналогичным путем можно построить и параболический почти ин-
терполяционный сплайн для функций, заданных на отрезке.
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В этом случае мы считаем, что нам заданы средние значения функ-
ции x(t) на интервалах

[0, 0.5h], [0.5h, h], [h, 1.5h], [1.5h, 2h],

[hk, (k + 1)h], (k = 2, 3, . . . , n− 3),

[− 2h, − 1.5h], [− 1.5h, − h], [− h, − 0.5h], [− 0.5h, ].

То есть заданы значения

x∗i,+ =
2

h

∫ (i+0.5)h

ih

x(t)dt (i = 0, 1; i = n− 2, n− 1),

x∗i,− =
2

h

∫ ih

(i−0.5)h

x(t)dt (i = 1, 2; i = n− 2, n− 1),

x∗i+0.5 =
1

h

∫ (i+1)h

ih

x(t)dt (i = 2, 3, ..., n− 3).

Вычисляем

x∗0.5 =
1

2
(x∗0,+ + x∗1,−), x∗1.5 =

1

2
(x∗1,+ + x∗2,−)

и

x∗n−0.5 =
1

2
(x∗n−1,+ + x∗n,−), x∗n−1.5 =

1

2
(x∗n−2,+ + x∗n−1,−).

Значения x∗−0.5, x
∗
−1.5, x

∗
n+0.5, x

∗
n+1.5 находим из следующих сообра-

жений. Пусть p0(t) – кубический многочлен с коэффициентами (1.182) –
(1.185). Полагаем

x∗−0.5 =
1

h

∫ 0

−h

p0(t)dt

и

x∗−1.5 =
1

h

∫ −h

−2h

p0(t)dt.

Вычислив интегралы, стоящие в правых частях этих равенств, и,
подставив значения a, b, c и d, определенные равенствами (1.182) – (1.185),
мы приходим к равенствам

x∗−0.5 = 7x∗0,+ − 13x∗1,− + 9.5x∗1,+ − 2.5x∗2,− ,

x∗−1.5 = 27.5x∗0,+ − 64.5x∗1,− + 53x∗1,+ − 15x∗2,− .

Аналогичным путем получаем равенства

x∗n+0.5 = 7x∗n,− − 13x∗n−1,+ + 9.5x∗n−1,− − 2.5x∗n−2,+ ,

x∗n+1.5 = 27.5x∗n,− − 64.5x∗n−1,+ + 53x∗n−1,− − 15x∗n−2,+ .
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Глава 2

Описание кривых

сплайнами

Все методы и алгоритмы построения технологических траекторий в той
или иной мере требуют предварительного описания (аналитического за-
дания) контура детали, или, что то же, теоретической кривой, восста-
навливающей заданный контур. Ранее, как правило, для этих целей ис-
пользовались методы, основанные на построении интерполяционных (и
подобных им) алгебраических многочленов. Эти методы, как правило,
громоздки, неустойчивы в вычислениях (как по отношению к ошибкам
данных, так и по отношению к ошибкам округления) и плохо приспособ-
лены для описания замкнутых контуров и контуров с особыми точками
(точками излома и возврата, точками перепада кривизны и пр.) и пет-
лями.

В последнее время, для описания сложных контуров все чаще стали
использовать различные виды сплайн – функций. В первой главе мы
подробно обсудили вопросы восстановления явно заданных функций с
помощью сплайнов. В данной главе мы рассмотрим приложения этих
результатов для описания плоских и пространственных кривых различ-
ными видами параметрических сплайнов.

В первом параграфе рассматривается задача восстановления конту-
ра (кривой) с помощью параметрических сплайнов в случае, когда ин-
формация о контуре задана с помощью опорных точек. Во третьем па-
раграфе исследуется задача восстановления контура с помощью поляр-
ных сплайнов. В последующих параграфах этой главы рассматривается
задача описания контура с помощью различных видов почти интерпо-
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ляционных и почти интерполяционных в среднем сплайнов, сплайнов,
базирующихся на функциях Безье и т.п.

Конец главы посвящен вопросам идентификации контуров (сравне-
ние детали и эталона).

Все результаты этой главы в той или иной мере базируются на свой-
ствах классических сплайнов, приведенных в первой главе.

2.1 Описание кривых сплайнами по опорным

точкам

Дайте мне точку опоры и я переверну
Землю.
Архимед

Через

∆n = {0 = t0 < t1 < ... < tn = }

обозначим разбиение отрезка [0, T ].

Напомним, что функция sr(∆n, t) называется сплайн – функцией
порядка r минимального дефекта, если она имеет (r−1)-ю непрерывную
производную на отрезке [0, ], и на каждом из интервалов (ti−1, ti) (i =
1, 2, . . . , n) она является алгебраическим многочленом степени не выше
чем r.

Множество всех сплайнов порядка r по разбиению ∆n обозначим
через Sr(∆n).

Сплайн s ∈ Sr(∆n) будем называть периодическим, если выполнены
следующие краевые условия

s(0) = s(T ), s′(0) = s′(T ), ..., s(r−1)(0) = s(r−1)(T ).

Сначала опишем способ задания параметрических сплайнов, восста-
навливающих замкнутый контур.

Пусть информация о контуре задана координатами опорных точек

i(xi, yi) (i = 1, 2, . . . , n+ 1) замкнутой кривой Γ, достаточно точно опи-
сывающих контур.

Для сокращения записей в дальнейшем в этом параграфе мы будем
писать x и y вместо {xi}ni=1 и {yi}ni=1 соответственно.

Так как опорные точки описывают замкнутую кривую, то Mn+1 =
M1.
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❞

❞ ❞ ❞ ❞
❞

❞❞
❞❞

❞

❞
M1 =Mn+1Mn

M2

M3

Mi

❞

❞ ❞
Рис. 2.1:

Через

σi+1/2 =
√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 (i = 0, 1, . . . , n− 1) (2.1)

обозначим длину отрезка прямой, соединяющей точки Mi и Mi+1.
Положим

t0 = 0, t1 = σ1/2, t2 = σ1/2 + σ3/2, t3 = σ1/2 + σ3/2 + σ5/2, . . . , (2.2)

tn = σ1/2 + ...+ σn−1/2.

Интерполяционным параметрическим замкнутым кубическим сплай-
ном по разбиению ∆n будем называть функцию

s3(Γ,∆n, t) = (s3(x,∆n, t), s3(y,∆n, t)), (2.3)

где s3(x,∆n) и s3(y,∆n) – периодические сплайны, удовлетворяющие
интерполяционным условиям (см. рис.2.1):

s3(x,∆n, ti) = xi (i = 0, 1, 2, . . . , n), (2.4)

s3(y,∆n, ti) = yi (i = 0, 1, 2, . . . , n). (2.5)

Известно, что кубический многочлен p(θ), интерполирующий функ-
цию f(θ) и ее производную f ′(θ) в точках 0 и h (многочлен Эрмита)
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❜
❜ ❜

❜

M1 =Mn+1

Mn

M2

M3

❜
❜

❜
❜

σ1

σ2

σ3

Рис. 2.2:

существует единствен и имеет вид (это легко проверить непосредствен-
ной проверкой)

p(θ) =
1

h3
f(0)(h− θ)2(h+ 2θ) +

1

h3
f(h)θ2(3h− 2θ)+

1

h2
f ′(0)θ(h− θ)2 − 1

h2
f ′(h)θ2(h− θ). (2.6)

Отсюда получаем, что интерполяционный параметрический сплайн су-
ществует единствен и для t ∈ (ti, ti+1] записывается в виде























s3(x,∆n, t) = xi(1− τ)2(1 + 2τ) + xi+1τ
2(3 − 2τ)+

+σi+1/2τ(1 − τ)(mi(1− τ)−mi+1τ),

s3(y,∆n, t) = xi(1− τ)2(1 + 2τ) + yi+1τ
2(3− 2τ)+

+σi+1/2τ(1 − τ)(mi(1− τ)−mi+1τ),

(2.7)

где
τ = (t− ti)/σi+1/2,

а числа
mi = s′3(x,∆n, ti), ki = s′3(y,∆n, ti)

однозначно определяются условиями непрерывности вторых производ-
ных сплайнов s′′3 (x,∆n, t), s

′′
3(y,∆n, t) в узлах ti (i = 1, 2, . . . , n), т.е. усло-

виями

s′′3(x,∆n, ti − 0) = s′′3 (x,∆n, ti + 0) (i = 1, 2, . . . , n),



2.1. ОПИСАНИЕ КРИВЫХ ПО ОПОРНЫМ ТОЧКАМ 107

s′′r (y,∆n, ti − 0) = s′′r (y,∆n, ti + 0) (i = 1, 2, . . . , n).

Отсюда, из представлений (2.7) и из условия замкнутости кривой
получаем следующую систему линейных уравнений для определения
коэффициентов mi и ki

{m0 = mn,
µimi−1 + 2mi + λimi+1 = gi (i = 1, 2, . . . , n),
mn+1 = m1,

(2.8)

где

µi =
σi−1/2

σi−1/2 + σi+1/2
, λi = 1− µi (i = 1, 2, . . . , n),

gi =
6

σi−1/2 + σi+1/2

(

xi+1 − xi
σi+1/2

− xi − xi−1

σi−1/2

)

(i = 1, 2, . . . , n)

и
{ k0 = kn,
µiki−1 + 2ki + λiki+1 = di (i = 1, 2, . . . , n),
kn+1 = k1,

(2.9)

где

di =
6

σi−1/2 + σi+1/2

(

yi+1 − yi
σi+1/2

− yi − yi−1

σi−1/2

)

(i = 1, 2, . . . , n). (2.10)

Матрица систем (2.8) и (2.9) имеет вид

















1 0 0 0 0 · · · −1 0
µ1 2 λ1 0 0 · · · 0 0
0 µ2 2 λ2 0 · · · 0 0
0 0 µ3 2 λ3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 −1 0 0 0 · · · 0 1

















.

Проведем некоторые преобразования, позволяющие упростить решение
систем (2.8) и (2.9). Для этого первое уравнение умножим на µ1 и
вычтем из второго, а последнее уравнение умножим на λn и вычтем
из предпоследнего. В результате мы получим следующие системы для
определения ki и mi

{ 2m1 + λ1m2 + µ1mn = g1,
µimi−1 + 2mi + λimi+1 = gi (i = 2, 3, . . . , n− 1),
λnm1 + µnmn−1 + 2mn = gn,

(2.11)
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и
{ 2k1 + λ1k2 + µ1kn = d1,
µiki−1 + 2ki + λiki+1 = di (i = 2, 3, . . . , n− 1),
λnk1 + µnkn−1 + 2kn = dn.

(2.12)

Матрица систем (2.11) и (2.12) имеет вид

















2 λ1 0 0 0 · · · 0 µ1

µ1 2 λ1 0 0 · · · 0 0
0 µ2 2 λ2 0 · · · 0 0
0 0 µ3 2 λ3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
λn 0 0 0 0 · · · µn 2

















. (2.13)

Матрица имеет ленточную трех диагональную структуру, причем по
главной диагонали идут элементы равные 2, а сумма остальных элемен-
тов каждой строки равна

λi + µi = 1.

Таким образом, в каждой строке матрицы элемент, стоящий на глав-
ной диагонали, превосходит сумму остальных элементов. В таком слу-
чае говорят, что матрица имеет диагональное преобладание.

Хорошо известно (см., например, [7], стр.333), что всякая система n
линейных уравнений с n неизвестными, матрица которой имеет диаго-
нальное преобладание, имеет одно и только одно решение.

Отсюда следует, что задача построения параметрического интерпо-
ляционного сплайна разрешима для любого набора данных, описываю-
щих замкнутый контур.

Решив системы (2.11) и (2.12), мы найдем числа mi и ki, а подставив
их в (2.7), получим явный вид сплайна (2.3)

s3(Γ,∆n, t) = (s3(x,∆n, t), s3(y,∆n, t)).

Для решения систем (2.11) и (2.12), как правило, используют алгоритмы
прогонки.

Таким образом, алгоритм построения параметрического кубического
замкнутого сплайна выглядит следующим образом.

Известны точки

Mi(xi, yi) (i = 1, 2, . . . , n+ 1; Mn+i =Mi).

Вычисляем

σi+1/2 =
√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 (i = 1, 2, . . . , n)
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и
t0 = 0, ti = σi+1/2 + ti−1 (i = 1, 2, . . . , n).

Далее, находим

µi =
σi−1/2

σi−1/2 + σi+1/2
, λi = 1− µi (i = 1, 2, . . . , n),

gi =
6

σi−1/2 + σi+1/2

(

xi+1 − xi
σi+1/2

− xi − xi−1

σi−1/2

)

(i = 1, 2, . . . , n),

di =
6

σi−1/2 + σi+1/2

(

yi+1 − yi
σi+1/2

− yi − yi−1

σi−1/2

)

(i = 1, 2, . . . , n),

Решение системы (2.11) будем искать в виде

mi = αimi+1 + βimn + ωi (i = 1, 2, . . . , n− 1), (2.14)

где коэффициенты αi, βi и ωi определяются следующим образом:

α0 = ω0 = 0, β0 = 1, (2.15)

αi = − bi
ai + Ci αi−1

, ωi =
gi + Ciωi−1

ai + Ci αi−1
(i = 1, 2, . . . , n) (2.16)

и

βi = − Ci βi
ai + Ci αi−1

(i = 1, 2, . . . , n− 1), (2.17)

а

mn =
gn − bnϑ1 − cnϑn−1

an + bns1 + cnsn−1
, (2.18)

где si, ϑi определяются из рекуррентных соотношений

sn = 1, ϑn = 0, (2.19)

si = αisi+1 + βi, ϑi = αiϑi+1 + ωi (i = n− 1, . . . , 1) (2.20)

и, кроме того,

ai = 2, bi = λi, Ci = µi (i = 1, 2, . . . , n). (2.21)

Аналогично вычисляются значения ki (i = 1, 2, . . . , n).
Тогда для t ∈ [ti, ti+1] сплайн

s3(Γ,∆n, t) = (s3(x,∆n, t), s3(y,∆n, t))
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❜
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M1

Mn
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M3

Рис. 2.3:

имеет вид (2.7).
Если же опорные точки описывают незамкнутый контур, то зада-

ча определения коэффициентов mi, ki несколько сложнее. Эта задача
часто возникает тогда, когда контур кусочно – гладкий, т.е. имеются
особые точки (изломы) и требуется точное описание этого контура на
гладких кусках (см. рис. 2.3).

Итак, пусть задан набор опорных точек

Mi(xi, yi) (i = 1, 2, . . . , n),

достаточно точно описывающих гладкую часть контура.
Как и ранее,вычислим

σi+1/2 =
√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 (i = 1, 2, . . . , n− 1).

Обозначим
ϑ1 = σ1/2 + σ3/2,

ϑi = σi+1/2 (i = 2, 3, . . . , n− 4),

ϑn−3 = σn−3/2 + σn−1/2.

и
t0 = 0, ti = ti−1 + ϑi (i = 1, 2, . . . , n− 3), tn−3 = T.

Пусть, кроме того,

t∗ = σ1/2 t∗∗ = T − σn−1/2.

Таким образом определено разбиение

∆n−3 = {0 = t0 < t1 < ... < tn−3 = }.
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Для произвольного плоского контура Γ(t) = (x(t), y(t)) интерпо-
ляционным параметрическим сплайном порядка 3 (кубическим сплай-
ном) будем называть функцию

s3(Γ,∆n−3, t) = (s3(x,∆n−3, t), s3(y,∆n−3, t)),

где s3(x,∆n−3) и s3(y,∆n−3) ∈ S3(∆n−3), удовлетворяющие следующим
интерполяционным условиям

s3(Γ,∆n−3, ti) =Mi+1 (i = 2, 3, . . . , n− 3),

s3(Γ,∆n−3, 0) =M1, s3(Γ,∆n−3, T ) =Mn,

s3(Γ,∆n−3, t
∗) =M2, s3(Γ,∆n−3, t

∗∗) =Mn−1.

Из двух последних условий следует, что

x1(1−τ∗)(1+2τ∗)+x3(τ
∗)(3−2τ∗)+σ1τ

∗(1−τ∗)(m1(1−τ∗)−m2τ
∗) = x2,

y1(1− τ∗)(1+2τ∗)+ y3(τ
∗)(3− 2τ∗)+σ1τ

∗(1− τ∗)(k1(1− τ∗)−k2τ∗) = y2

и
xn−2(1− τ∗∗)(1 + 2τ∗∗) + xn(τ

∗∗)(3− 2τ∗∗)+

+σn−3τ
∗∗(1− τ∗∗)(mn−4(1 − τ∗∗)−mn−3τ

∗∗) = xn−1

yn−2(1− τ∗∗)(1 + 2τ∗∗) + yn(τ
∗∗)(3− 2τ∗∗)+

+σn−3τ
∗∗(1− τ∗∗)(kn−4(1 − τ∗∗)− kn−3τ

∗∗) = yn−1,

где
τ∗ = (t∗ − t0)/σ0 τ∗∗ = (t∗∗ − tn−2)/σn−3.

Тогда коэффициенты сплайна определяются из системы






(1− τ∗)m1 − τ∗m2 = g∗,
µimi−1 + 2mi + λimi+1 = gi (i = 2, 3, . . . , n− 4),
(1− τ∗∗)mn−4 − τ∗∗mn−3 = g∗∗

(2.22)

и







(1− τ∗)k1 − τ∗k2 = d∗,
µiki−1 + 2ki + λiki+1 = di (i = 2, 3, . . . , n− 4),
(1− τ∗∗)kn−4 − τ∗∗kn−3 = d∗∗,

(2.23)

где

g∗ =
1

σ1τ∗(1− τ∗)
(x2 − x1(1− τ∗)2(1 + 2τ∗)− x3(τ

∗)2(3− 2τ∗))
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и

g∗∗ =
1

σn−3τ∗∗(1 − τ∗∗)
(xn−1 − xn−2(1− τ∗∗)2(1 + 2τ∗∗)−

−xn(τ∗∗)2(3− 2τ∗∗)).

Кроме того

d∗ =
1

σ1τ∗(1− τ∗)
(y2 − y1(1− τ∗)2(1 + 2τ∗)− y3(τ

∗)2(3− 2τ∗))

и

d∗∗ =
1

σn−3τ∗∗(1 − τ∗∗)
(yn−1 − yn−2(1 − τ∗∗)2(1 + 2τ∗∗)−

−yn(τ∗∗)2(3− 2τ∗∗)).

Коэффициенты сплайна, однозначно определенные с помощью си-
стем (2.22) и (2.23), определяются с помощью метода прогонки (2.14) –
(2.21)), где

a1 = 1− τ∗, ai = 2 (i = 2, 3, . . . , n− 4), an−3 = −τ∗,

b1 = −τ∗, bi = λi (i = 2, 3, . . . , n− 4), bn−3 = 0,

C1 = 0, Ci = µi (i = 2, 3, . . . , n− 4), Cn−3 = 1− τ∗

и, кроме того,

d1 = d∗, dn−3 = d∗∗, g1 = g∗, gn−3 = g∗∗.

Определяя таким образом коэффициенты mi и ki, и, подставляя их,
получаем, что для t ∈ [0, t1], сплайн s3(Γ,∆n−3, t) имеет вид



















s3(x,∆n−3, t) = x1(1− τ)(1 + 2τ) + x3(τ)(3 − 2τ)+
+σ1τ(1 − τ)(m1(1 − τ)−m2τ),

s3(y,∆n−3, t) = y1(1− τ)(1 + 2τ) + y3(τ)(3 − 2τ)+
+σ1τ(1 − τ)(k1(1− τ) − k2τ),

для t ∈ [ti, ti+1] (i = 1, 2, . . . , n− 5) – вид



















s3(x,∆n−3, t) = xi+2(1− τ)(1 + 2τ) + xi+3(τ)(3 − 2τ)+
+σi+1τ(1 − τ)(mi(1− τ)−mi+1τ),

s3(y,∆n−3, t) = yi+2(1− τ)(1 + 2τ) + yi+3(τ)(3 − 2τ)+
+σi+1τ(1 − τ)(ki(1− τ) − ki+1τ),
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и, наконец, для t ∈ [tn−4, tn−3] – вид


















s3(x,∆n−3, t) = xn−2(1− τ)(1 + 2τ) + xn(τ)(3 − 2τ)+
+σn−3τ(1 − τ)(mn−4(1− τ)−mn−3τ),

s3(y,∆n−3, t) = yn−2(1− τ)(1 + 2τ) + yn(τ)(3 − 2τ)+
+σn−3τ(1 − τ)(kn−4(1 − τ)− kn−3τ),

где τ = (t− ti)/σi.
Заметим, что этот алгоритм достаточно универсальный. Его можно

использовать не только для определения сплайнов заданных на отрезке,
но и для периодических сплайнов (т.е. описывающих замкнутый кон-
тур). Так, если точки Mi (i = 1, 2, . . . , n) лежат на замкнутом контуре,
то

Mn+i =Mi (i = 0,±1,±2, . . .).

Введем новую индексацию этих точек

M∗
i =Mi−4 (i = 1, 2, . . . , n+ 8).

Используя для этих точек алгоритм, изложенный выше, получаем
периодический параметрический сплайн (замкнутую сплайн – кривую).

Теперь, когда мы рассмотрели методы построения интерполяцион-
ных параметрических сплайнов, изучим насколько хорошо описывают
эти сплайны интерполируемый контур, т.е. исследуем вопрос о качестве
аппроксимации гладких кривых такими сплайнами.

Теорема 2.1.1 Пусть параметрическая замкнутая кривая Γ(t) = (x(t),
y(t)) (t ∈ [0, T ]) такова, что функции x(t) и y(t) имеют на промежут-
ке изменения параметра [0, T ] четыре непрерывные производные.

Тогда, если
∆n = {0 = t0 < t1 < ... < tn = }

произвольное разбиение отрезка [0, ] и hi+1/2 = ti+1−ti (i = 1, 2, . . . , n) –
шаг разбиения ∆n с максимальным значением hn = max{hi+1/2 | i =
1, 2, . . . , n}, то

R(Γ, s3(Γ,∆n)) ≤
5

384
h4‖F‖C (1 + o(1)), (2.24)

где

F (t) =
|x′(t)y(4)(t)− y′(t)x(4)(t)|
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
, (2.25)

а R(Γ,Γ1) – хаусдорфово расстояние между кривыми Γ(t) и Γ1(t) (см.
параграф 1.1), т.е. наименьшее из ε, при котором кривая Γ(t) лежит
в ε- коридоре кривой Γ1(t).
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Доказательство. Для t ∈ [ti, ti+1] имеем

x(t)− s3(x,∆n, t) = x(t) − xi(1− τ)2(1 + 2τ)−

−xi+1τ
2(3− 2τ)− hi+1/2τ(1 − τ)(mi(1 − τ)−mi+1τ) =

= x(t)− xi(1− τ)2(1 + 2τ)− xi+1τ
2(3 − 2τ)− x′ihi+1/2τ(1 − τ)2+

+x′i+1hi+1/2τ
2(1−τ)+(x′i−mi)hi+1/2τ(1−τ)2−(x′i+1−mi+1)hi+1/2(1−τ)τ2.

Используя формулу Тейлора и тот факт, что (см.[7] стр.110)

|x′i −mi| ≤
1

24
h3nx

(4)
i + (h4n),

получаем

|x(t)− s3(x,∆n, t)| ≤
1

24
h4i+1/2|x

(4)
i (1− τ)2τ2|+

+
1

24
hi+1/2h

3
n|x

(4)
i (1− τ)2τ |+ 1

24
h3nhi+1/2|x(4)i (1− τ)τ2 + (h5n)| ≤

≤ 1

24
h4n|x

(4)
i |(1− τ)τ(τ(1 − τ) + 1) + (h5n).

Таким образом,

|Γ(t)− s3(Γ,∆n, t)| ≤
1

24
h4n|x

(4)
i |(1− τ)τ(τ(1 − τ) + 1) + (h5n).

Тогда, если ξ = (ζ − ti)/hi+1/2, то из

Γ(ζ) − s3(Γ,∆n, t) = Γ(t) − s3(Γ,∆n, t) + Γ(ζ) − Γ(t)

и того, что

Γ(ζ) − Γ(t) = Γ′
ihi+1/2(τ − ξ) + (h2i+1/2(τ − ξ)) (2.26)

получаем

Γ(ζ) − s3(Γ,∆n, t) ≤
1

24
h4nx

(4)
i (1− τ)τ(τ(1 − τ) + 1)+ (2.27)

+Γ′
ihi+1/2(τ − ξ) + (h2i+1/2(τ − ξ)) + (h5n).

С другой стороны, из неравенства (1.106)

|x− s3(x,∆n)| ≤
5

384
h4n‖x(4)‖C
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имеем
R(Γ, s3(Γ,∆n)) ≤

≤
√

‖x− s3(x,∆n)‖2C + ‖y − s3(y,∆n)‖2C ≤ 5

384
h4n

√

‖x(4)‖2C + ‖y(4)‖2C .

Отсюда и из (2.27) получаем

(τ − ξ) = (h3n)

и, следовательно,

Γ(ζ)− s3(Γ,∆n, t) ≤
1

24
h4nΓ

(4)
i τ(1− τ)(τ(1− τ) + 1) +Γ′

ihn(τ − ξ) + (h5n).

Таким образом, если при n → ∞ будет hn → 0, то при достаточно
больших n для t ∈ [ti, ti+1] будет выполняться соотношение

min
ζ

|Γ(ζ) − s3(Γ,∆n, t)|2 ≤ (2.28)

≤ min
ξ

∣

∣

∣

∣

1

24
h4nΓ

(4)
i τ(1 − τ)(τ(1 − τ) + 1) + Γ′

ihn(τ − ξ)

∣

∣

∣

∣

2

(1 + (hn)).

Чтобы решить задачу нахождения минимума вначале приведем вспо-
могательное утверждение.

Лемма 2.1.2 Если (a · b) – скалярное произведение векторов a и b и
a× b – векторное произведение их, то

min
τ∈[0,1]

(a− τb)2 =
|a|2|b|2 − (a · b)

|b|2 =
|a× b|2
|b|2 .

Доказательство. Функция ψ(τ) = (a−τb)2 – гладкая и выпукла вниз.
У нее единственный экстремум – минимум. Причем необходимое усло-
вие экстремума совпадает с достаточным и имеет вид

ψ′(τ) = ((a− τb)2)′ = (|a|2 − 2τ(a · b) + τ2|b|2)′ = 2τ |b|2 − 2(a · b) = 0.

Таким образом, экстремальное значение аргумента τ будет вычисляться
по формуле

τ0 = (a · b)/|b|2.
Отсюда следует, что

min
τ∈[0,1]

(a− τb)2 = ψ(τ0) =

∣

∣

∣

∣

a− (a · b)
|b|2 b

∣

∣

∣

∣

2

=
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= |a|2 − 2
(a · b)2
|b|2 +

(a · b)2
|b|4 |b|2 =

|a|2|b|2 − (a · b)
|b|2 .

Теперь, из определений векторного и скалярного произведений имеем

|a|2|b|2 − (a · b)
|b|2 =

|a|2|b|2 − |a|2|b|2 cos2 ϕ
|b|2 =

=
|a|2|b|2 sin2 ϕ

|b|2 =
|a× b|2
|b|2 ,

где ϕ = (a∧b).
Из этой леммы вытекает, что выражение, стоящее в правой части

равенства (2.28) достигает своего минимума по ξ при

τ − ξ =
1

24
h4nτ(1 − τ)

(

τ(1 − τ) + 1
) (Γ′

i · Γ
(4)
i )

|Γ′
i|2

т.е. при

ξ = τ − 1

24
h4nτ(1 − τ)

(

τ(1 − τ) + 1
)(Γ′

i · Γ
(4)
i )

|Γ′
i|2

.

Подставляя полученное значение в (2.28) и используя лемму 2.1.2, а
также то, что

|Γ(4)(t)|2|Γ′(t)|2 − (Γ(4)(t) · Γ′(t))2 =
(

(x(4)(t))2 + (y(4)(t))2
)(

(x′(t)+

y′(t)
)

−
(

x′(t)x(4)(t) + y′(t)y(4)(t)
)2
= (x′(t))2(x(4)(t))2 + (y′(t))2(x(4)(t))2+

+(x′(t))2(y(4)(t))2 + (y′(t))2(y(4)(t))2 − (x′(t))2(x(4)(t))2−
−2x′(t)y′(t)x(4)(t)y(4)(t)− (y′(t)2(y(4)(t))2 =

= (y′(t))2(x(4)(t))2 − 2x′(t)y′(t)x(4)(t)y(4)(t) + (x′(t))2(y(4)(t))2 =

=
(

x′(t)y(4)(t)− y′(t)x(4)(t)
)2
,

получаем

min
t∈[ti,ti+1]

|Γ(ζ) − s3(Γ,∆n, t)| ≤
1

24
h4nτ(1 − τ)

(

τ(1 − τ) + 1
)

Fi (1 + (hn)).

Легко видеть, что

max
ζ∈[ti,ti+1]

min
t∈[ti,ti+1]

|Γ(ζ) − s3(Γ,∆n, t)| ≤
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≤ h4n
24

· 5

16
|Fi| (1 + (hn)) =

5 h4n
384

|Fi|+O(h5n).

Аналогично устанавливается, что на промежутке [ti, ti+1]

max
t∈[ti,ti+1]

min
ζ∈[ti,ti+1]

|Γ(ζ) − s3(Γ,∆n, t)| ≤
5 h4n
384

|Fi|+O(h5n).

Отсюда и из определения хаусдорфова расстояния имеем

R(Γ, s3(Γ,∆n)) ≤
5

384
h4n‖F‖C (1 + o(1)),

что и завершает доказательство теоремы.

Аналогичный результат имеет место и для сплайнов по опорным
точкам не замкнутого контура.
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2.2 Способы задания информативных пара-

метров кривой

Ложка – есть, чашка – есть
чистая рубашка есть.
Вот пистолет уложенный,
а вот бочонок рома.
Он такой рассеянный,
он все оставит дома.
Из песни

Способ описания кривой существенно зависит от того, в каком виде
поступает информация об исходном контуре. Если информация о кон-
туре (о кривой) снимается с помощью измерительной головки или с
помощью других аналогичных устройств, то она предоставляется в ви-
де набора (как правило небольшого) опорных точек с указанием особых
точек (точек излома и пр.). Благодаря этой информации мы можем вы-
делять гладкие участки траектории. В этом случае на каждом из глад-
ких участков кривую естественно аппроксимировать параметрическим
сплайном с узлами в опорных точках, т.е. на этих участках наиболее
приемлемы сплайн – методы, описанные в предыдущем параграфе.

Если информация поступает в виде уклонений от геометрического
центра до искомого контура по разным направлениям (см. рис. 2.8),
то контур естественно восстанавливать с помощью полярных сплайнов,
приведенных в параграфе 2.3.

В подавляющем большинстве случаев информация о контуре сни-
мается с использованием копира, сканера, с видеотерминала и пр. В
этом случае нам предоставляется большой набор (как правило, не ме-
нее 1000 – 20000) точек (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , N), если контур плоский,
и точек (xi, yi, zi) (i = 1, 2, . . . , N), если контур пространственный. Как
правило, эти точки предоставляются нам с некоторыми случайными
погрешностями. Для восстанавливания контуров в этом случае мы бу-
дем использовать параметрические почти интерполяционные в среднем
сплайны. Они, также, как и сплайны, исследованные нами в первой гла-
ве, используют информацию о средних значениях функции на интерва-
лах. Метод построения этих значений мы и опишем в этом параграфе.

Пусть, вначале, контур плоский и информация о нем нам представ-
лена в виде набора точек Mi(xi, yi) (i = 0, 1, . . . , N), и M0 = MN , если
контур замкнут. Используя один из алгоритмов, описанных в парагра-
фах 1.3 или 1.5, сглаживаем данные. Для сокращения записи, сглажен-
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Рис. 2.5:

ные данные снова будем обозначать через Mi(xi, yi) (i = 0, 1, . . . , N)
(после того, как данные сглажены, мы можем считать их исходными и
гладкими).

Теперь нам необходимо выделить гладкие участки контура.

Даже интуитивно понятно, что точки изломов – это те точки, в ко-
торых кривизна кривой очень большая. Опишем один из алгоритмов
поиска точек изломов, базирующихся на этой идее.

Пусть даны точки Mi (i = 1, 2, . . . , n) , описывающие кусочно - глад-
кий контур. Будем считать этот контур замкнутым, иначе проведем
пополнение имеющихся точек, как это было указано в параграфе 1.5.
Через

σi+1/2 =
√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 (i = 0, 1, . . . , n− 1)
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Рис. 2.6:

обозначим длину отрезка прямой, соединяющей точки Mi и Mi+1. Вве-
дем разбиение

t0 = 0, t1 = σ1/2, t2 = σ1/2 + σ3/2, t3 = σ1/2 + σ3/2 + σ5/2, . . . ,

tn = σ1/2 + ...+ σn−1/2.

Найдем теперь дискретный аналог кривизны в каждой точке

ki =
δ2yi · δxi+1/2 − δ2xi · δyi+1/2

σ3
i+1/2

,

где

δxi+1/2 =
xi+1 − xi
σi+1/2

(i = 0, 1, . . . , n− 1),

δ2xi =
2

σi+1/2 + σi+1/2

(

δxi+1/2 − δxi−1/2

)

(i = 0, 1, . . . , n− 1)

и

δyi+1/2 =
yi+1 − yi
σi+1/2

(i = 0, 1, . . . , n− 1),

δ2yi =
2

σi+1/2 + σi+1/2

(

δyi+1/2 − δxi−1/2

)

(i = 0, 1, . . . , n− 1).

Выберем число m существенно меньше, чем n и все множество точек
{Mi}ni=0 разобьем на N множеств по m точек, кроме, может быть, од-
ного. Ясно, что N = [n/m], как обычно, здесь [a] – целая часть числа
a.
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Для каждого из множеств {Mi}m(j+1)
i=mj определим прямую z = ajτ +

bj , так, чтобы

Φ(aj , bj) =

m(j+1)
∑

i=mj

(ki − (ajτi + bj))
2 → min.

Выпишем необходимые и достаточные условия экстремума






∂Φ
∂aj

= 0

∂Φ
∂bj

= 0
.

Таким образом, получаем систему линейных уравнений






aj
∑m(j+1)

i=mj τ2i + bj
∑m(j+1)

i=mj τi =
∑m(j+1)

i=mj kiτi

aj
∑m(j+1)

i=mj τi + bjm =
∑m(j+1)

i=mj ki

.

Решая полученную систему с помощью правила Крамера, сразу полу-
чаем требуемые значения коэффициентов прямой:

aj =
∆aj

∆j
bj =

∆bj

∆j
,

где

∆j =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑m(j+1)
i=mj τ2i

∑m(j+1)
i=mj τi

∑m(j+1)
i=mj τi m

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

∆aj =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑m(j+1)
i=mj kiτi

∑m(j+1)
i=mj τi

∑m(j+1)
i=mj ki m

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

∆bj =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑m(j+1)
i=mj τ2i

∑m(j+1)
i=mj τiki

∑m(j+1)
i=mj τi

∑m(j+1)
i=mj ki

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Теперь для каждого множества {Mi}m(j+1)
i=mj определим точку, значение

кривизны в которой наиболее удалено от этой прямой, т.е. найдем тот
номер ij, для которого будет выполняться условие

dij = max{di
∣

∣

∣i = mj, . . . ,m(j + 1)},
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где

di =
|ki − (ajτi + bj)|
√

a2j + b2j

.

Если скачок кривизны между двумя соседними (к найденной точке)
точками большой, то найденная точка является точкой излома. Так,
если

|kij+1 − kij−1| > (σi+1/2 + σi+1/2)
2,

то точка Mij – точка излома.
Пусть, теперь даны точкиMi (xi, yi) (i = Nk, . . . , Nk+1), соответству-

ющие гладкому участку кривой. Мы можем их снова перенумеровать,
начиная с точки MNk

. Так что, не ограничивая общности рассуждений,
мы можем считать, что даны точки Mi (xi, yi) (i = 0, 1, . . . , N0), где
N0 = Nk+1 − Nk. Построим развертку этих точек по координатам, т.е.
вычислим длины отрезков

σi−1/2 =
√

(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2 (i = 1, 2, . . . , N0)

и введем разбиение

0 = ϑ0 ≤ ϑ1 ≤ . . . ≤ ϑN0 = T,

где

ϑ0 = 0, ϑ1 = σ1/2, ϑ2 = σ1/2 + σ3/2, . . . ,

. . . ϑN0 = σ1/2 + σ3/2 + ...+ σN0−1/2.

Выберем число n существенно меньшим, чем N0 и рассмотрим раз-
биение отрезка [0, T ] на n равных частей точками (см. рис.2.7)

t = ih, h = T/n (i = 0, 1, . . . , n).

Рассмотрим теперь те точки ϑi, которые лежат в промежутке [ih, (i+
1)h], и вычислим интеграл

x∗∗i =
1

ϑi1 − ϑi0

∫ ϑi1

ϑi0

l(x, t)dt,

где l(x, t) – ломаная, соединяющая последовательно точки (ϑν , xν) (ν =
i0, . . . , i1). Эту величину мы и будем принимать за среднее значение
функции x(t) на промежутке [ih, (i+ 1)h].
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Рис. 2.7:

Вычислив приведенный выше интеграл, получаем

x∗∗i =
1

2θ

i1−1
∑

ν=i0

(xν + xν+1)σν+1/2,

где

θ =

i1−1
∑

ν=i0

σν+1/2.

Аналогично вычисляются средние y∗∗i .

Замечание 2.2.1 Некоторые инженерные задачи приводят к необхо-
димости выяснять интегральные характеристики кривой, определяе-
мой опорными точками. В таком случае будем поступать следующим
образом. По имеющимся опорным точкам построим параметрический
интерполяционный сплайн s3(Γ,∆n, t) (см. параграф 2.1) и вычислим
значения этого сплайна в большом количестве точек, после чего ис-
пользуем изложенный в этом параграфе алгоритм.

Таким образом, в дальнейшем будем считать, что средние значения
функций x(t) и y(t) на интервалах вида [ih, (i+ 1)h] всегда известны.

2.3 Полярные сплайны

Полюс – от греч. πõλo̺, буквально –
ось.
БСЭ т.34 с.94
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Целесообразность использования тех или иных видов сплайнов обу-
словлена видом исходной информации. В этом параграфе рассмотрен
один вид сплайнов, восстанавливающих кривую, заданную в полярной
системе координат. В частности, такого рода задачи возникают в том
случае, когда измерения контура проводятся по дуге окружности, опи-
сывающей данный контур (при измерении обечаек, кулачков и пр. ).

Пусть контур детали описывается кривой r = r(ϕ), заданной опор-
ными точками (см. рис. 2.8) (ϕi, ri) (i = 0, 1, . . . , n), причем

0 = ϕ0 < ϕ1 < ϕ2 < ... < ϕn < 2π

и ri ≥ 0(i = 0, 1, ..., n), r0 = rn и

∆ϕi = ϕi − ϕi−1 (i = 1, 2, ..., n).

Далее мы рассмотрим случай, когда ϕi = πi/n (i = 0, 1, ..., 2n) и
при этом будем считать, что для всех i ∈ Z, ri = ri+2n.

Рассмотрим сплайны

ρ2(r, ϕ) =

2n
∑

i=1

(ri −
1

8
∆2ri)2,π/n(ϕ − ϕi) (2.29)

и

ρ3(r, ϕ) =
2n
∑

i=−1

(ri −
1

6
∆2ri)3,π/n(ϕ− ϕi). (2.30)

Как уже отмечалось в параграфе 1.7, для каждого значения ϕ лишь
три слагаемых в (2.29) и четыре – в (2.30) отличны от нуля.

Точнее, если ϕ ∈ [(i− 0.5)π/n, (i+ 0.5)π/n], то

ρ2(r, ϕ) = (ri−1 −
1

8
∆2ri−1)2,π/n(ϕ− ϕi−1)+

+(ri −
1

8
∆2ri)2,π/n(ϕ− ϕi) + (ri+1 −

1

8
∆2ri+1)2,π/n(ϕ− ϕi+1),

и для ϕ ∈ [iπ/n, (i+ 1)π/n]

ρ3(r, ϕ) = (ri−1 −
1

6
∆2ri−1)3,π/n(ϕ− ϕi−1)+

+(ri −
1

6
∆2ri)3,π/n(ϕ− ϕi) + (ri+1 −

1

6
∆2ri+1)3,π/n(ϕ− ϕi+1)+

+(ri+2 −
1

6
∆2ri+2)3,π/n(ϕ− ϕi+2). (2.31)
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Рис. 2.8:

Кроме того, из (1.127) и (1.108) следует, что для всех целых i вы-
полняются равенства

ρ2(r, ϕi) = ri −
1

64
∆4ri

и

ρ3(r, ϕi) = ri −
1

36
∆4ri.

Таким образом, сплайны ρν(r, ϕ) (ν = 2, 3) почти интерполируют (с
точностью до (∆4ri)) исходные данные (ϕi, ri) (i ∈ Z). Это обуславли-
вает многие свойства сплайнов ρν(r, ϕ) (ν = 2, 3). Аналоги результатов
теорем 1.8.2 и 1.9.1 верны и для полярных сплайнов. Например, из ре-
зультатов (см. (1.130) следует, что если r(ϕ) – трижды непрерывно –
дифференцируемая 2π-периодическая функция, то

‖r − ρ2(r)‖C ≤ 7

96

(π

n

)3

‖r(3)‖C , (2.32)

и

‖r − ρ3(r)‖C ≤ 185

3456

(π

n

)3

‖r(3)‖C . (2.33)

Если 2π-периодическая функция r(ϕ) четырежды непрерывно – диф-
ференцируемая на всей оси, то из (1.111)

‖r − ρ3(r)‖C ≤ 79

1152

(π

n

)4

‖r(4)‖C , (2.34)
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Кроме того,

‖r′ − ρ′2(r)‖C ≤ 1

12

(π

n

)2

‖r(3)‖C , (2.35)

‖r′ − ρ′3(r)‖C ≤ 35

1152

(π

n

)3

‖r(4)‖C . (2.36)

При этом константы в неравенствах (2.32) – (2.36) уменьшить нель-
зя.

Результаты такого рода называют априорными или гарантированно
точными оценками восстановления гладких кривых. Они показывают,
что сплайны ρ2(r, ϕ) и ρ3(r, ϕ) восстанавливают с высокой точностью
не только сами гладкие кривые, но и их производные.

Из результатов параграфов 1.8 и 1.9 легко вывеси асимптотиче-
ские оценки погрешностей восстановления гладких кривых полярными
сплайнами.

Пусть r(ϕ) есть трижды непрерывно - дифференцируемая на всей
оси 2π-периодическая функция. Тогда для ϕ ∈ [(i−0.5)π/n, (i+0.5)π/n]
при n→ ∞ равномерно по ϕ и по i выполняются соотношения

r(ϕ) − ρ2(r, ϕ) =
1

24

(π

n

)3

(1− τ2)τ r(3)(t) + (n−4), (2.37)

r′(ϕ) − ρ′2(r, ϕ) =
1

24

(π

n

)2

(1− 3τ2) r(3)(t) + (n−3), (2.38)

где τ = (ϕ− ϕi)/(π/n).
Если же r(ϕ) есть четырежды непрерывно – дифференцируемая 2π-

периодическая функция, то для ϕ ∈ [(i − 1)π/n, iπ/n] при n → ∞ рав-
номерно по ϕ и по i выполняются соотношения

r(ϕ) − ρ3(r, ϕ) =
1

48

(π

n

)4

(1 + 2τ(1− τ2)) r(4)(t) + (n−5), (2.39)

r′(ϕ)− ρ′3(r, ϕ) =
1

12

(π

n

)3

τ(1 − τ)(2τ − 1) r(4)(t) + (n−4), (2.40)

r′′(ϕ)− ρ′′3 (r, ϕ) =
1

12

(π

n

)2

(6τ2 − 6τ + 1) r(4)(t) + (n−3), (2.41)

где τ = (ϕ− ϕi)/(π/n).
Асимптотические равенства (2.37) – (2.41) так же, как и неравенства

(2.32) – (2.36), говорят о высокой точности восстановления гладких за-
мкнутых контуров полярными сплайнами. Можно показать, что для
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Рис. 2.9:

выполнения соотношений (2.37) – (2.38) в окрестности точки ϕ доста-
точно чтобы функция r(ϕ) была трижды дифференцируема в окрест-
ности точки ϕ. Аналогичное замечание справедливо и для соотношений
(2.39) – (2.41).

Кроме хороших аппроксимационных свойств полярные сплайны удоб-
ны для определения характеристик детали, ограниченной контуром r(ϕ),
таких, как: площадь фигуры, ограниченной данным контуром, коорди-
наты центра масс этой фигуры, углы овальности, углы осей биений и
пр. Такого рода исследования необходимы при разработке и проектиро-
вании различных механических устройств, в которых очень важно глад-
кое описание контура детали, позволяющее избежать ударных нагрузок
и пр. Это очень важно при контроле качества и обработке поверхности
обечаек, при производстве кулачковых механизмов.

Введем обозначения величин, которые будут исследованы в этом па-
раграфе.

Пусть
S(r) – площадь фигуры, ограниченной замкнутым контуром r(ϕ);
l(r) – длина контура r(ϕ);
x0(r), y0(r) – координаты центра масс фигуры, ограниченной кон-

туром r(ϕ).
Под углом овальности ϕ∗ будем понимать угол между полярной

осью и ближайшей от полярной оси в положительном направлении оси
наименьшего овала, описанного вокруг данного контура, или, что то
же, угол между полярной осью и ближайшей в положительном направ-
лении осью описанного прямоугольника с минимальной площадью (см.
рис.2.9 и 2.10).
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Рис. 2.10:

Аналогично, под углом биения ϕ̃ будем понимать угол между по-
лярной осью и ближайшим радиус – вектором вершины правильного
треугольника, описанного вокруг контура r(ϕ) с минимальной площа-
дью (см. рис.2.11).

Имеет место следующее утверждение:

Теорема 2.3.1 Если r = r(ϕ) имеет не менее пяти непрерывных про-
изводных при ϕ ∈ [0, 2π], то площадь фигуры, ограниченной линией
ρ2(r, ϕ) будет равна

S(ρ2(r)) =
π

2n

2n
∑

i=−1

ri

(

ri −
9

380
∆4ri +

11

3840
∆6ri

)

, (2.42)

центр масс этой фигуры будет иметь координаты







x0(ρ2(r)) =
My(ρ2(r))
S(ρ2(r))

,

y0(ρ2(r)) =
Mx(ρ2(r))
S(ρ2(r))

,
(2.43)

где

Mx(ρ2(r)) =
π

9n

2n
∑

i=−1

(

1

512
sin

πi

n

(

8ri −
1

8
∆4ri

)3

+ (2.44)

+
1

4
sin

π(2i+ 1)

2n

(

2ri +∆4ri−1/2 −
1

4
∆2ri +

1

8
∆4ri

)3)

+
A(r)

n4
,
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My(ρ2(r)) =
π

9n

2n
∑

i=1

(

1

512
cos

πi

n

(

8ri −
1

8
∆4ri

)3

+ (2.45)

+
1

4
cos

π(2i+ 1)

2n

(

2ri +∆4ri−1/2 −
1

4
∆2ri +

1

8
∆4ri

)3)

+
B(r)

n4
.

Здесь (r) и (r) – некоторые константы, зависящие от r(ϕ).
Кроме того, длина линии ρ2(r, ϕ) будет равна

l(ρ2(r)) =
π

2n

2n
∑

i=1

(αi + 2βi) +
C(r)

n4
, (2.46)

где

α2
i =

1

64

(

ri −
1

8
∆4ri

)2

+
n2

4π2

(

2∆ri−1/2 +∆2ri −
1

4
∆3ri−1/2 −

1

8
∆4ri

)2

и

β2
i =

1

4

(

2ri +∆ri−1/2 −
1

4
∆2ri +

1

8
∆4ri

)

,

где C(r) – некоторая константа, зависящая от r(ϕ).

Теорема 2.3.2 Справедливы равенства для вычисления угла овально-
сти

ϕ∗
i =

1

2
arcctg

a2
b2

+
πi

2
(i = 0, 1), (2.47)
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и угла биения

ϕ̃i =
1

3
arcctg

a3
b3

+
πi

3
(i = 0, 1, 2), (2.48)

где ai и bi – коэффициенты Фурье сплайна ρ2(r
∗, ϕ).

(Здесь

r∗(ϕ) =
√

2r2(ϕ) − 2r(ϕ)x0 cosϕ− 2r(ϕ)y0 sinϕ+ x20 + y20

)

, (2.49)

вычисляемые по формулам

ak = −
(

2n

kπ
sin

πk

2n

)3
2

π
cos

πk

2n

2n
∑

i=1

(

ri −
1

8
∆2ri

)

cos
πik

n
, (2.50)

bk = −
(

2n

kπ
sin

πk

2n

)3
2

π
cos

πk

2n

2n
∑

i=1

(

ri −
1

8
∆2ri

)

sin
πik

n
. (2.51)

Аналогичное утверждение справедливо и для ρ3(r, ϕ).

Доказательство теоремы 2.3.1. Так как описание контура мы рас-
сматриваем в полярной системе координат, причем полюс находится
внутри контура, то площадь фигуры, ограниченной контуром ρ(ϕ), бу-
дет вычисляться по формуле

S(ρ) =
1

2

∫ 2π

0

ρ2(ϕ)dϕ.

Таким образом, если

ρ2(C,ϕ) =

2n
∑

i=−1

CiB2,π/n(ϕ− ϕi), (2.52)

то

S(ρ2()) =
1

2

∫ 2π

0

(

2n
∑

i=−1

CiB2,π/n(ϕ− ϕi)

)2

dϕ.

Кроме того из (1.86) и вида параболического B – сплайна следует, что
для ϕ ∈ [(i − 0.5)π/n, (i+ 0.5)π/n] выполняется равенство

ρ22(C,ϕ) =
1

4
C2

i−1

(

τ − 1

4

)4

+ C2
i

(

3

4
− τ2

)2

+
1

4
C2

i+1

(

τ +
1

2

)4

+
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+CiCi−1

(

τ − 1

2

)2(
3

4
− τ2

)

+

+CiCi+1

(

τ +
1

2

)2(
3

4
− τ2

)

+
1

2
Ci−1Ci+1

(

τ2 − 1

4

)2

,

где τ = (ϕ− ϕi)/(π/n).

Интегрируя по частям ρ22(C,ϕ) на данном промежутке, получаем

∫ (i+0.5)π/n

(i−0.5)π/n

ρ22(C,ϕ)dϕ =

=
π

60n
(3C2

i−1 + 13Ci−1Ci + 27C2
i−1 + 27C2

i + 13CiCi+1 + 3C2
i+1).

Просуммировав эти равенства по всем i = 1, 2, ..., 2n, после соответ-
ствующей перегруппировки слагаемых, получаем

S(ρ2()) =
1

2

∫ 2π

0

ρ22(C,ϕ)dϕ =

=
π

240n

2n
∑

i=1

Ci(Ci−2 + 26Ci−1 + 66Ci + 26Ci+1 + Ci+2) =

=
π

2n

2n
∑

i=1

Ci

(

Ci +
1

4
∆2Ci +

1

120
∆4Ci

)

.

Таким образом, отсюда и из определения сплайнов ρ2(r, ϕ) получаем
соотношение (2.42).

Если D – область, ограниченная контуром r = r(ϕ), то

Mx =

∫

D

ρ2 sinϕdϕdρ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ r(ϕ)

0

ρ2 sinϕdρ =
1

3

∫ 2π

0

r3(ϕ) sinϕdϕ

и

Mx(ρ2(r)) =
1

3

∫ 2π

0

ρ32(r, ϕ) sinϕdϕ,

а также

My =
1

3

∫ 2π

0

r3(ϕ) cosϕdϕ, My(ρ2(r)) =
1

3

∫ 2π

0

ρ32(r, ϕ) cosϕdϕ.
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Пользуясь для вычисления полученных интегралов формулой Симп-
сона для 2π-периодических функций

∫ 2π

0

f(ϕ)dϕ =
2π

3n

2n
∑

i=−1

(

f(ϕi) + 2f

(

ϕi +
1

2
(ϕi+1 − ϕ)

))

+
C(f)

4
,

получаем равенства (2.44) и (2.45).
Для завершения доказательства соотношения (2.43) остается заме-

тить, что координаты центра тяжести плоской фигуры определяются
равенствами

x0 =
My

S
y0 =

Mx

S
.

Для доказательства (2.46) учтем, что

l(r) =

∫ 2π

0

√

(r′(ϕ))2 + (r(ϕ))2dϕ,

т.е.

l(ρ2(r)) =

∫ 2π

0

√

(ρ′2(r, ϕ))
2 + (ρ2(r, ϕ))2dϕ.

Так как для ϕ ∈ [(i− 0.5)π/n, (i+ 0.5)π/n]

ρ′2(C,ϕ) =
n

π
(Ci−1(τ − 0.5) + Ciτ + Ci+1(τ + 0.5)),

то

ρ2(C, πi/n) =
1

8
(Ci−1 + 6Ci + Ci+1),

ρ2(C, π(i + 0.5)/n) =
1

2
(Ci + Ci+1),

ρ′2(C, πi/n) =
n

2π
(Ci+1 − Ci−1),

ρ′2(C, π(i + 0.5)/n) =
n

π
(Ci+1 − Ci).

Теперь учтем, что

Ci = ri −
1

8
∆2ri.

Поэтому
Ci−1 + 6Ci + Ci+1 =

(

ri+1 −
1

8
∆2ri+1

)

+ 6

(

ri −
1

8
∆2ri

)

+

(

ri−1 −
1

8
∆2ri−1

)

= 8ri −
1

8
∆4ri
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и

Ci + Ci+1 = 2ri +∆ri−1/2 −
1

4
∆2ri −

1

8
∆4ri,

Ci+1 − Ci = ∆ri−1/2 −
1

8
∆3ri−1/2,

Ci+1 − Ci−1 = 2∆ri−1/2 −
1

4
∆3ri−1/2 +∆2ri −

1

8
∆4ri.

Используя эти соотношения в формуле Симпсона, получим соотноше-
ние (2.46), а с ним и утверждение теоремы 2.3.1.

Доказательство теоремы 2.3.2. Вначале введем замену перемен-
ных, переместив полюс в центр масс фигуры. Для этого в качестве ис-
ходного контура будем рассматривать кривую

r∗(ϕ) =
√

r2(ϕ) − 2r(ϕ)x0 cosϕ− 2r(ϕ)y0 sinϕ+ x20 + y20 .

Коэффициенты Фурье вычисляются по формулам

ak(ρ2()) =
1

π

∫ 2π

0

ρ2(C,ϕ) cos kϕdϕ,

bk(ρ()) =
1

π

∫ 2π

0

ρ2(C,ϕ) sin kϕdϕ.

Интегрируя три раза по частям, получаем

ak(ρ2()) =
1

πk3

∫ 2π

0

ρ
(3)
2 (C,ϕ) sin kϕdϕ =

=
n3

π4k3

2n
∑

i=1

1

2

(

∆2Ci+1 −∆2Ci−1

)

sin
πik

n
=

=
n3

π4k3

2n
∑

i=1

Ci

(

∆2 sin
π(i+ 1)k

n
−∆2 sin

π(i − 1)k

n

)

=

−
(

2n

kπ
sin

πk

2n

)3
2

π
cos

πk

2n

2n
∑

i=1

Ci cos
πik

n
.

Аналогично,

bk(ρ2()) = −
(

2n

kπ
sin

πk

2n

)3
2

π
cos

πk

2n

2n
∑

i=1

Ci sin
πik

n
.
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Отсюда сразу получаем равенства (2.50) и (2.51).
Соотношения (2.47) и (2.48) получаются сразу из геометрических

соображений.

Теорема 2.3.3 Если

ξ2(r, ϕ) =

2n
∑

i=1

(

∞
∑

ν=0

(

−1

8

)ν

∆2νri

)

B2,π/n(ϕ− ϕi)

– интерполяционный параболический полярный сплайн (см. параграф
1.9), то

ak(ξ2(r)) =

(

2n

kπ
sin

πk

2n

)3
2 cos(πk/(2n))

π(2 + sin2(πk/(2n)))

2n
∑

i=1

ri cos
πik

n
,

bk(ξ2(r)) =

(

2n

kπ
sin

πk

2n

)3
2 cos(πk/(2n))

π(2 + sin2(πk/(2n)))

2n
∑

i=1

ri sin
πik

n
.

Доказательство. Из того, что

∆2ν cos
πik

n
= −

(

2 sin
πk

2n

)2ν

cos
πik

n

и доказательства предыдущей теоремы, имеем

ak(ξ2(r)) = −
(

2n

kπ
sin

πk

2n

)3
2

π
cos

πk

2n

2n
∑

i=1

∞
∑

ν=0

(

−1

8

)ν

∆2νri cos
πik

n
=

=

(

2n

kπ
sin

πk

2n

)3
2

π
cos

πk

2n

2n
∑

i=1

∞
∑

ν=0

(

−1

8

)ν (

2 sin
πk

2n

)2ν

ri cos
πik

n
.

Отсюда и из того, что

∞
∑

ν=0

a qν =
a

1− q
|q| < 1,

сразу получаем доказываемое предложение.
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2.4 Сплайны с почти естественной парамет-

ризацией

Вас мучает проблема выбора.
У меня ее нет.
Анн и Серж Голон "Анжелика

При работе с геометрическими объектами, например, с кривыми или
поверхностями, важно иметь их математическое описание.

Достаточно эффективным методом описания кривых является ис-
пользование параметрических сплайнов

S(Γ, t) = (s(x, t), s(y, t)).

Пpи этом важной задачей является определение удачного выбора
параметра t. Параметр должен равномерно изменяться при движении
точки по кривой и не изменяться при изменении ориентации линии. Та-
ким условиям удовлетворяет естественная параметризация кривой, т.е.
когда в качестве параметра выбрана длина дуги кривой отсчитываемая
от некоторой фиксированной точки (начала отсчета) до текущей точ-
ки на кривой. Однако, построение аппарата приближения, в том числе
и сплайна, с естественной параметризацией является достаточно слож-
ной задачей. В связи с этим, при построении сплайнов, описывающих
кривые, имеет смысл использовать асимптотический подход, позволя-
ющий сравнительно просто строить сплайны, обладающие свойствами
близкими к свойствам кривых с естественной параметризацией, и в то
же время достаточно хорошо описывающих данную кривую.

Всюду в дальнейшем функцию

Sr(Γ, t) = (sr(x, t), sr(y, t)), (2.53)

где






sr(x, t) =
∑2n

i=1 biBr,h(t),

sr(y, t) =
∑2n

i=1 ciBr,h(t),

(2.54)

будем называть параметрическим сплайном минимального дефекта по-
рядка r.

Пусть Γ(t) = (x(t), y(t)) (где x(t) и y(t) – непрерывно – дифферен-
цируемые – периодические функции) есть замкнутая кривая, заданная
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в естественной параметризации, т.е. кривая у которой для всех t выпол-
няется равенство

∫ t

0

√

(x′(τ))2 + (y′(τ))2dτ = t

а, следовательно, и равенство

(x′(t))2 + (y′(t))2 = 1.

Положим

x̃i =
1

h

∫ ti+1/2

ti−1/2

x(t)dt (i ∈ Z), (2.55)

ỹi =
1

h

∫ ti+1/2

ti−1/2

y(t)dt (i ∈ Z), (2.56)

где

ti = ih, ti+1/2 = ih+
h

2
(i ∈ Z).

Пусть в (2.54) при r = 2

bi = x̃i −
1

6
∆2x̃i; ci = ỹi −

1

6
∆2ỹi, (2.57)

а при r = 3

bi = x̃i −
5

24
∆2x̃i; ci = ỹi −

5

24
∆2ỹi. (2.58)

Такие сплайны будем обозначать следующим образом

sr,h(Γ, t) = (sr,h(x, t), sr,h(y, t))

и в дальнейшем называть почти интерполяционными в среднем пара-
метрическими сплайнами. Это название обусловлено тем, что для всех
i при r = 2 выполняются равенства

1

h

∫ ti+1/2

ti−1/2

s2,h(x, t)dt = x̃i −
1

36
∆4x̃i, (2.59)

1

h

∫ ti+1/2

ti−1/2

s2,h(y, t)dt = ỹi −
1

36
∆4ỹi,

а при r = 3 – равенства

1

h

∫ ti+1/2

ti−1/2

s3,h(x, t)dt = x̃i −
47

1152
∆4x̃i −

5

9216
∆6x̃i, (2.60)
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1

h

∫ ti+1/2

ti−1/2

s3,h(y, t)dt = ỹi −
47

1152
∆4ỹi −

5

9216
∆6ỹi.

Как обычно обозначим через Lr
∞(T ) – множество всех – периодиче-

ских функций f(x), у которых (r−1)-я производная локально абсолютно
непрерывна на всей оси и f (r) ∈ L∞.

Введем еще следующие обозначения

k(Γ, t) = x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t), (2.61)

Kr,h(Γ, t) = s′r,h(x, t)s
′′
r,h(y, t)− s′′r,h(x, t)s

′
r,h(y, t), (2.62)

Ir,h(Γ, t) = (s′r,h(x, t))
2 + (s′r,h(y, t))

2, (2.63)

I ′r,h(Γ, t) = s′r,h(x, t)s
′′
r,h(x, t) + s′r,h(y, t)s

′′
r,h(y, t), (2.64)

v(Γ, t) = x′′(t)x′′′(t) + y′′(t)y′′′(t), (2.65)

u(Γ, t) = x′(t)y(4)(t)− y′(t)x(4)(t), (2.66)

q(Γ, t) = (x′′(t))2 + (y′′(t))2. (2.67)

Теорема 2.4.1 Пусть замкнутая кривая Γ = (x(t), y(t)), где x(t) и
y(t) ∈ L5

∞(T ) задана в естественной параметризации. Тогда при h→ 0
для t ∈ [ti−1/2, ti+1/2] равномерно по i и по t выполняются соотношения

I2,h(Γ, t) = 1− h2qi

(

1

12
− τ2

)

+O(h3), (2.68)

I ′2,h(Γ, t) = hqiτ +O(h2), (2.69)

K2,h(Γ, t) = ki − h2
1

24
k′′i +O(h4). (2.70)

Кроме того, для t ∈ [ti, ti+1] равномерно по i и по t выполняются
асимптотические равенства

I3,h(Γ, t) = 1− h3viτ(1 − τ)

(

1

2
− τ

)

+O(h4), (2.71)

I ′3,h(Γ, t) =
3

2
h2

(

(

1

2
− τ

)2

− 1

12

)

+O(h3), (2.72)

K3,h(Γ, t) = k(Γ, t)− h2
1

2
u(t)

(

(

1

2
− τ

)2

− 1

12

)

+O(h3). (2.73)

Здесь и далее τ = (t− ti)/h.
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Следствие 2.4.2 Пусть замкнутая кривая Γ = (x(t), y(t)), где x(t) и
y(t) ∈ L5

∞(T ) задана в естественной параметризации и

kr,h(Γ, t) =
Kr,h(Γ, t)

(Ir,h(Γ, t))3/2
. (2.74)

Тогда при h → 0 для t ∈ [ti, ti+1] равномерно по i и по t выполняется
соотношение

k3,h(Γ, t) = k(Γ, t) − h2

2
ui

(

ϕ′(τ)

3
+ 3k(Γ, t)hϕ(τ)

)

+O(h4), (2.75)

где

ϕ(τ) = (τ2 − τ)(τ − 0.5),

а для t ∈ [ti−1/2, ti+1/2] равномерно по i и по t – соотношение

k2,h(Γ, t) = ki(Γ)−
h2

2

(

k′′i (Γ)

12
− 3ki(Γ)qi

(

1

12
− τ2

))

+O(h3). (2.76)

Следствие 2.4.3 Пусть замкнутая кривая Γ = (x(t), y(t)), где x(t) и
y(t) ∈ L5

∞(T ) задана в естественной параметризации, тогда при h→ 0
равномерно по i и по u выполняются соотношения

∫ u

0

√

(s′2,h(x, t))
2 + (s′2,h(y, t))

2dt = u+O(h3), (2.77)

∫ u

0

√

(s′3,h(x, t))
2 + (s′3,h(y, t))

2dt = u+O(h4). (2.78)

Следствие 2.4.4 Пусть замкнутая кривая Γ = (x(t), y(t)), где x(t) и
y(t) ∈ L5

∞(T ) задана в естественной параметризации. Тогда при h→ 0
равномерно по i выполняются соотношения

I2,h(Γ) =

∫ ti+1/2

ti−1/2

√

I2,h(t)dt = h+O(h4), (2.79)

I3,h(Γ) =

∫ ti+1

ti

√

I3,h(t)dt = h+O(h5). (2.80)

Доказательство. Проведем доказательство утверждений теоремы
для r = 3. Для r = 2 доказательство проводится по той же схеме.
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Вначале докажем асимптотическое равенство (2.71). Как уже из-
вестно (см. (1.97)), при t ∈ [ti, ti+1] сплайн s3,h(x, t) можно представить
в виде

s3,h(x, t) =
bi−1 + 4bi + bi+1

6
+
bi+1 − bi−1

2h
(t− ti)+ (2.81)

+
∆2bi
2h2

(t− ti)
2 +

∆3bi+1/2

6h3
(t− ti)

3,

где

∆2bi = bi+1 − 2bi + bi−1, ∆3bi+1/2 = bi+2 − 3bi+1 + 3bi − bi−1.

Тогда первая и вторая производные для t ∈ [ti, ti+1] будут иметь вид

s′3,h(x, t) =
bi+1 − bi−1

2h
+

∆2bi
h2

(t− ti) +
∆3bi+1/2

2h3
(t− ti)

2 (2.82)

и

s′′3,h(x, t) =
∆2bi
h2

+
∆3bi+1/2

h3
(t− ti). (2.83)

Аналогичные соотношения имеют место и для s3,h(y, t).
Используя разложение функций x(t) и y(t) по формуле Тейлора в

окрестности точки ti, легко убедиться в том, что если x(t) и y(t) ∈
L5
∞(T ), то выполняются равенства



















x̃i = xi +
h2

24
x′′i +

h4

1920
x
(4)
i +O(h5),

ỹi = yi +
h2

24
y′′i +

h4

1920
y
(4)
i +O(h5).

(2.84)

Используя аналогичные соотношения для x̃i+2, x̃i+1, x̃i, x̃i−1 в точке
ti, получим

bi+1 − bi−1 = 2hx′i +O(h6), (2.85)

∆2bi = h2x′′i − h4

12
x
(4)
i +O(h5), (2.86)

∆3bi+1/2 = h3x′′′i +
h4

2
x
(4)
i +O(h5). (2.87)

Поэтому
(bi+1 − bi−1)

2 = 4h2(x′i)
2 +O(h6), (2.88)

∆2bi(bi+1 − bi−1) = 2h3x′ix
′′
i − h5

6
x′ix

(4)
i +O(h6), (2.89)
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∆3bi+1/2(bi+1 − bi−1) = 2h4x′ix
′′′
i + h5x′ix

(4)
i +O(h6). (2.90)

Кроме того,

(∆2bi)
2 = h4(x′′i )

2 − h6

6
x′′i x

(4)
i +O(h7), (2.91)

(∆3bi+1/2)
2 = h6(x′′′i )2 +O(h7), (2.92)

∆2bi∆
3bi+1/2 = h5x′′i x

′′′
i +O(h6). (2.93)

Все соотношения (2.84) – (2.93) выполняются равномерно по i.
Из соотношения (2.82) получаем

(s′3,h(x, t))
2 =

1

4h2
(bi+1 − bi−1)

2 +
τ

h2
∆2bi(bi+1 − bi−1)+ (2.94)

+
τ2

2h2
(∆3bi+1/2(bi+1 − bi−1) + 2(∆2bi)

2)+

+
τ3

h2
(∆3bi+1/2∆

2bi) +
τ4

4h2
(∆3bi+1/2)

2.

Отсюда и из асимптотических равенств (2.84) – (2.93) выводим

(s′3,h(x, t))
2 = (x′i)

2 + τh(2x′ix
′′
i − h2

6
x′ix

(4)
i )+ (2.95)

+τ2h2((x′′i )
2 + x′ix

′′′
i +

h

2
x′ix

(4)
i ) + τ3h3x′′i x

′′′
i +O(h4).

Аналогично выводится и асимптотическое равенство

(s′3,h(y, t))
2 = (y′i)

2 + τh(2y′iy
′′
i − h2

6
y′iy

(4)
i )+ (2.96)

+τ2h2
(

(y′′i )
2 + y′iy

′′′
i +

h

2
y′iy

(4)
i

)

+τ3h3y′′i y
′′′
i +O(h4).

Следовательно, в силу определения (2.63) для t ∈ [ti, ti+1] выполняется
равенство

I3,h(t) = (x′i)
2 + (y′i)

2 + τh

[

2(x′ix
′′
i + y′iy

′′
i )−

h2

6
(x′ix

(4)
i + y′iy

(4)
i )

]

+

+τ2h2
[

(x′′i )
2 + (y′′i )

2 + x′ix
′′′
i + y′iy

′′′
i + (2.97)

+
h

2
(x′ix

(4)
i + y′iy

(4)
i )
]

+τ3h3(x′′i x
′′′
i + y′′i y

′′′
i ) +O(h4).
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Так как кривая задана в естественной параметризации, то для всех
t ∈ [0, T ] будет иметь место тождество (см. (1.13))

(x′(t))2 + (y′(t))2 ≡ 1. (2.98)

Продифференцировав это тождество, получим равенства (см. (1.15) –
(1.16) )

x′(t)x′′(t) + y′(t)y′′(t) = 0, (2.99)

(x′′(t))2 + (y′′(t))2 + x′(t)x′′′(t) + y′(t)y′′′(t) = 0 (2.100)

и

x′(t)x(4)(t) + y′(t)y(4)(t) + 3(x′′(t)x′′′(t) + y′′(t)y′′′(t)) = 0. (2.101)

Используя соотношения (2.98) – (2.101) в асимптотическом равенстве
(2.97), немедленно получаем асимптотическое равенство (2.71).

Перейдем к доказательству утверждения (2.72). Для этого рассмот-
рим произведение

s′3,h(x, t)s
′′
3,h(x, t) =

1

2h3
∆2bi(bi+1 − bi−1) +

τ

2h3
(2(∆2bi)

2+ (2.102)

+∆3bi+1/2(bi+1 − bi−1)) +
3τ2

2h3
∆3bi+1/2∆

2bi +
τ3

2h3
(∆3bi+1/2)

2.

Отсюда и из соотношений (2.83) – (2.93) для t ∈ [ti, ti+1] получаем

s′3,h(x, t)s
′′
3,h(x, t) = x′ix

′′
i − h2

12
x′ix

(4)
i +

τh2

2
x′ix

(4)
i +

+
3

2
τ2h2x′′i x

′′′
i +O(h3). (2.103)

Аналогично выводим соотношение

s′3,h(y, t)s
′′
3,h(y, t) = y′iy

′′
i − h2

12
y′iy

(4)
i +

τh2

2
y′iy

(4)
i +

+
3

2
τ2h2y′′i y

′′′
i +O(h3). (2.104)

Следовательно, в силу определения (2.72)

I ′3,h(Γ, t) = x′ix
′′
i + y′iy

′′
i − h2

12
(x′ix

(4)
i + y′iy

(4)
i )+
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+
τh2

2
(x′ix

(4)
i + y′iy

(4)
i ) +

3

2
τ2h2(x′′i x

′′′
i + y′′i y

′′′
i ) +O(h3). (2.105)

Сопоставляя теперь это соотношение с соотношениями (2.98) – (2.101),
немедленно получаем асимптотическое равенство (2.72).

Рассмотрим теперь произведение

s′3,h(x, t)s
′′
3,h(y, t) =

1

2h3
∆2ci(bi+1 − bi−1)+

+
τ

2h4
(

2∆2bi∆
2ci +∆3ci+1/2(bi+1 − bi−1)

)

+

+
τ2

2h5
(

2∆3ci+1/2∆
2bi +∆3bi+1/2∆

2ci
)

+
τ3

2h6
∆3bi+1/2∆

3ci+1/2. (2.106)

Отсюда и из соотношений (2.85) – (2.93) получаем

s′3,h(x, t)s
′′
3,h(y, t) = x′iy

′′
i − h2

12
x′iy

(4)
i − τh3

24
(2x′iy

′′′
i + hx′iy

(4)
i )+

+
1

2
τ2h2x′′i y

′′′
i +O(h3). (2.107)

Аналогично получаем и соотношение

s′3,h(y, t)s
′′
3,h(x, t) = y′ix

′′
i − h2

12
y′ix

(4)
i − τh3

24
(2y′ix

′′′
i + hy′ix

(4)
i )+

+
1

2
τ2h2y′′i x

′′′
i +O(h3). (2.108)

Следовательно, в силу определения (2.62), верно асимптотическое
равенство

K3,h(t) = x′iy
′′
i − y′ix

′′
i − h2

12
(x′iy

(4)
i − y′ix

(4)
i ) +

τh3

24

(

2(x′iy
′′′
i − y′ix

′′′
i )+

+h(x′iy
(4)
i − y′ix

(4)
i )
)

+
1

2
τ2h2(x′′i y

′′′
i − y′′i x

′′′
i ) +O(h3). (2.109)

Используя теперь соотношения (2.98) – (2.101) из определений (2.61) и
(2.66), немедленно получаем

K3,h(t) = ki(Γ)+ τhk
′
i(Γ)+

1

2
τ2h2k′′i (Γ)−

h2

2
ui

(

τ(τ − 1) +
1

6

)

+O(h3) =

= k(Γ, t)− h2

2
u(t)

(

(

1

2
− τ

)2

− 1

12

)

+O(h3), (2.110)
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что и требовалось доказать.

Доказательство следствия тоже приведем лишь для случая r = 3.

Непосредственно из равенств (2.71), (2.73) и (2.74), получаем

k3,h(Γ, t) =

k(Γ, t) − h2

2
u(t)

(

(

1

2
− τ

)2

− 1

12

)

+O(h3)

(1 + h3ϕ(τ)ui +O(h4))3/2
. (2.111)

Полагая

ϕ(τ) = τ(τ − 1)(τ − 0.5),

и учитывая, что в этом случае

1

6
ϕ′(τ) =

1

2

(

(

1

2
− τ

)2

− 1

12

)

,

получаем

k3,h(Γ, t) =
k(Γ, t)− h2

6
uiϕ

′(τ) +O(h3)

(1 + h3ϕ(τ)ui +O(h4))3/2
. (2.112)

Применяя теперь известные соотношения (при z → 0)

(1 + z)α = 1 + αz +
1

2
α(α − 1)z2 + . . .+

1

n!
α(α − 1) . . . (α− n)zn + o(zn),

1

1 + z
= 1− z + z2 + . . .+ (−1)nzn + o(zn),

приходим к соотношениям

k3,h(Γ, t) = (k(Γ, t) − h2

6
uiϕ

′(τ))(1 − 3

2
h2ϕ(τ)ui) +O(h4) =

= k(Γ, t)− h2

2
ui

(

ϕ′(τ)

3
+ 3k(Γ, t)hϕ(τ)

)

+O(h4),

что и доказывает следствие 2.4.2 при r = 3.

Остальные следствия доказываются аналогично.
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2.5 Восстановление не замкнутых кривых сплай-

нами с почти естественной параметриза-

цией

А в попугаях я го-ораздо длиннее.
Из мульт.ф. "38 попугаев".

В предыдущем параграфе мы уделили внимание сплайнам с почти
естественной параметризацией. Но при этом оговорили, что они описы-
вают замкнутые кривые. Условие наличия естественной параметриза-
ции для нас слишком важно, чтобы ограничиться лишь случаем замкну-
тых кривых. Поэтому имеет смысл так доопределить значения аппрок-
симируемой кривой Γ на ее концах и построить сплайн S(Γ, t), чтобы,
с одной стороны, и его аппроксимативные свойства на концах кривой
не ухудшились (по сравнению с аналогичными свойствами внутри), а с
другой, чтобы параметризация не слишком отличалась от параметри-
зации его периодического аналога, рассмотренного ранее.

Для замкнутой кривой Γ(t)= (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) сплайны Sr,h(Γ, t)
(по разбиению {iT/(2n)}2ni=0) строились на основе средних значений x̃i и
ỹi при i = −1, 0, . . . , 2n+1. Если же кривая Γ(t)= (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ])
не замкнута (т.е. функции x(t) и y(t) не периодические), то мы не можем
построить значения x̃i и ỹi при i = −1, 0, 2n, 2n + 1. Поэтому, прежде
всего, доопределим недостающие значения x̃i и ỹi так, чтобы алгоритм
построения сплайнов с почти естественной параметризацией, предло-
женный в предыдущем параграфе, был корректен и для незамкнутых
кривых.

Пусть, вначале, r = 3. Обозначим

x̃(2i+1)/4 =
2

h

∫ (i+1)h/2

ih/2

x(t)dt,

ỹ(2i+1)/4 =
2

h

∫ (i+1)h/2

ih/2

y(t)dt

(i = 0, 1, . . . , 4; i = 2n− 5, 2n− 4, . . . , 2n− 1),

и, как и ранее,

x̃i =
1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

x(t)dt (i = 3, 4, . . . , n− 3),
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ỹi =
1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

y(t)dt (i = 3, 4, . . . , n− 3).

Здесь h = T/(2n). Определим коэффициенты a, b, c и d кубической па-
раболы p(t)= at3 + bt2 + ct+ d исходя из условий

x̃(2i+1)/4 =
2

h

∫ (i+1)h/2

ih/2

p(t)dt (i = 0, 1, 2, 3).

Непосредственный подсчет показывает, что

a =
4

3h3

(

−4

3
x̃1/4 + 4x̃3/4 − 4x̃5/4 +

4

3
x̃7/4

)

,

b =
1

h2
(5x̃1/4 − 13x̃3/4 + 11x̃5/4 − 3x̃7/4),

c =
1

6h
(−35x̃1/4 + 69x̃3/4 − 45x̃5/4 + 11x̃7/4),

d =
1

12
(25x̃1/4 − 23x̃3/4 + 13x̃5/4 − 3x̃7/4).

Доопределим недостающие x̃i для i = −2,−1, . . . , 0, 1, 2 равенствами

x̃−2 =
1

h

∫ −3h/2

−5h/2

p(t)dt, x̃−1 =
1

h

∫ −h/2

−3h/2

p(t)dt,

x̃0 =
1

2
(x̃−1/4 + x̃1/4), x̃1 =

1

2
(x̃3/4 + x̃5/4), x̃2 =

1

2
(x̃7/4 + x̃9/4),

где

x̃−1/4 =
2

h

∫ 0

−h/2

p(t)dt.

Отсюда и из вида полинома p(t) выводим

x̃0 =
1

2
(5x̃1/4 − 6x̃3/4 + 4x̃5/4 − x̃7/4),

x̃−1 =
1

2
(30x̃1/4 − 65x̃3/4 + 51x̃5/4 − 14x̃7/4),

x̃−2 =
1

2
(91x̃1/4 − 224x̃3/4 + 190x̃5/4 − 55x̃7/4).

На другом конце кривой Γ значения величин x̃i (i = n−2, n−1, n, n+
1, n+ 2) определим аналогично

x̃n−2 =
1

2
(x̃n−7/4 + x̃n−9/4), x̃n−1 =

1

2
(x̃n−3/4 + x̃n−5/4),
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x̃n =
1

2
(5x̃n−1/4 − 6x̃n−3/4 + 4x̃n−5/4 − x̃n−7/4),

x̃n+1 =
1

2
(30x̃n−1/4 − 65x̃n−3/4 + 51x̃n−5/4 − 14x̃n−7/4),

x̃n+2 =
1

2
(91x̃n−1/4 − 224x̃n−3/4 + 190x̃n−5/4 − 55x̃n−7/4).

По тому же правилу доопределим и величины

ỹ1 =
1

2
(ỹ3/4 + ỹ5/4), ỹ2 =

1

2
(ỹ7/4 + ỹ9/4),

ỹ0 =
1

2
(5ỹ1/4 − 6ỹ3/4 + 4ỹ5/4 − ỹ7/4),

ỹ−1 =
1

2
(30ỹ1/4 − 65ỹ3/4 + 51ỹ5/4 − 14ỹ7/4),

ỹ−2 =
1

2
(91ỹ1/4 − 224ỹ3/4 + 190ỹ5/4 − 55ỹ7/4)

и

ỹn−2 =
1

2
(ỹn−7/4 + ỹn−9/4), ỹn−1 =

1

2
(ỹn−3/4 + ỹn−5/4),

ỹn =
1

2
(5ỹn−1/4 − 6ỹn−3/4 + 4ỹn−5/4 − ỹn−7/4),

ỹn+1 =
1

2
(30ỹn−1/4 − 65ỹn−3/4 + 51ỹn−5/4 − 14ỹn−7/4),

ỹn+2 =
1

2
(91ỹn−1/4 − 224ỹn−3/4 + 190ỹn−5/4 − 55ỹn−7/4).

Полагая теперь

b̃i = x̃i −
5

24
∆2x̃i, c̃i = ỹi −

5

24
∆2ỹi

и

s̃3,h(x, t) =
n+1
∑

i=−1

b̃iB3,h(t), s̃3,h(y, t) =
n+1
∑

i=−1

c̃iB3,h(t),

получим параметрический сплайн

S̃3,h(Γ, t) = (s̃3,h(x, t), s̃3,h(y, t)),

восстанавливающий незамкнутую кривую Γ(t).
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Ясно, что для i = 3, 4, . . . , n − 3 сплайн S̃3,h(Γ, t) определен так же,
как замкнутый сплайн S3,h(Γ, t), рассмотренный в предыдущем пара-
графе, и, соотношения для параметризации, установленные в предыду-
щем параграфе для этих значений i, останутся в силе. Кроме того, для
этих значений i сплайн S3,h(Γ, t) будет на промежутках [(2i−1)h/2, (2i+
1)h/2] почти интерполяционным в среднем. Покажем, что и на концах
промежутка изменения параметра, сплайн S̃3,h(Γ, t) также будет почти
интерполяционным в среднем.

Действительно, если

δ(t) = δ(x, t) = s̃3,h(x, t) − x(t),

то непосредственным (но довольно громоздким) подсчетом можно убе-
диться в том, что

δ̃1 =

∫ 3h/2

h/2

δ(x, t)dt =

=
1

9216

(

922.5(x1/4 − x3/4)− 1418.25(x3/4 − x1)− 879.25(x1 − x5/4)+

+1461.5(x5/4 − x7/4) + 269.5(x7/4 − x2)− 351(x2 − x3)− 5(x3 − x4)
)

.

δ̃2 =

∫ 5h/2

3h/2

δ(x, t)dt =

=
1

9216

(

470(x1/4 − x3/4)− 65.125(x3/4 − x1)− 422.375(x1 − x5/4)−

−435(x5/4−x7/4)−269.5(x7/4−x2)−1078(x2−x3)−351(x3−x4)−5(x4−x5)
)

.

δ̃3 =

∫ 7h/2

5h/2

δ(x, t)dt =

=
1

9216

(

6.25(x1/4 − x3/4)− 0.625(x3/4 − x1) + 85.875(x1 − x5/4)+

+176.75(x5/4 − x7/4) + 87.75(x7/4 − x2)− 1078(x2 − x3) + 1078(x3 − x4)−

351(x4 − x5)− 5(x5 − x6)
)

и

δ̃i =
47

1152
∆4xi −

5

9216
∆6xi (i = 4, 5, . . . , n− 3).

Аналогичные соотношения имеют место и для δ̃i при i = n− 2, n− 1, n.
Используя разложение в ряд Тейлора, легко убедиться в том, что при
всех i = 1, . . . , n для гладких кривых выполняется асимптотическое
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равенство δ̃i = O(h4). Аналогичные соотношения имеют место и для
δ̃1/4 и δ̃n−1/4. Таким образом, сплайны S̃3,h(Γ, t) почти интерполируют в
среднем кривую Γ. Это дает основание называть их параметрическими
почти интерполяционными в среднем.

Рассмотрим теперь параболические сплайны, т.е. рассмотрим случай
r = 2.

Пусть заданы значения интегралов:

x̃(2i+1)/4 =
2

h

∫ (i+1)h/2

ih/2

x(t)dt,

ỹ(2i+1)/4 =
2

h

∫ (i+1)h/2

ih/2

y(t)dt,

(i = 0, 1, 2; i = 2n− 3, 2n− 2, 2n− 1)

и

x̃i =
1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

x(t)dt (i = 2, 3, . . . , n− 2),

ỹi =
1

h

∫ (2i+1)h/2

(2i−1)h/2

y(t)dt (i = 2, 3, . . . , n− 2).

Коэффициенты полинома p(t) = at2 + bt + c будем определять из
условий:

x̃(2i+1)/4 =
2

h

∫ (i+1)h/2

ih/2

p(t)dt (i = 0, 1, 2).

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, что

a =
1

h2
(2x̃1/4 − 4x̃3/4 + 2x̃5/4),

b =
1

h
(−4x̃1/4 + 6x̃3/4 − 2x̃5/4),

c =
1

6
(11x̃1/4 − 7x̃3/4 + 2x̃5/4).

Доопределим недостающие x̃i для i = −2,−1, 0, 1, 2 по аналогии с куби-
ческими сплайнами:

x̃1 =
1

2
(x̃3/4 + x̃1/4), x̃2 =

1

2
(x̃7/4 + x̃5/4),

x̃0 =
1

2
(4x̃1/4 − 3x̃3/4 + x̃5/4),
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x̃−1 =
1

2
(16x̃1/4 − 23x̃3/4 + 9x̃5/4),

x̃−2 =
1

2
(36x̃1/4 − 59x̃3/4 + 25x̃5/4).

На другом конце кривой Γ значения величин x̃i (i = n−2, n−1, n, n+
1, n+ 2) определяются аналогично

x̃n−1 =
1

2
(x̃n−3/4 + x̃n−1/4), x̃n−2 =

1

2
(x̃n−7/4 + x̃n−5/4),

x̃n =
1

2
(4x̃n−1/4 − 3x̃n−3/4 + x̃n−5/4),

x̃n+1 =
1

2
(16x̃n−1/4 − 23x̃n−3/4 + 9x̃n−5/4),

x̃n+2 =
1

2
(36x̃n−1/4 − 59x̃n−3/4 + 25x̃n−5/4).

Точно так же как, и в случае кубических сплайнов, определяются зна-
чения

ỹ1 =
1

2
(ỹ3/4 + ỹ1/4), ỹ2 =

1

2
(ỹ7/4 + ỹ5/4),

ỹ0 =
1

2
(4ỹ1/4 − 3ỹ3/4 + ỹ5/4),

ỹ−1 =
1

2
(16ỹ1/4 − 23ỹ3/4 + 9ỹ5/4),

ỹ−2 =
1

2
(36ỹ1/4 − 59ỹ3/4 + 25ỹ5/4)

и

ỹn−1 =
1

2
(ỹn−3/4 + ỹn−1/4), ỹn−2 =

1

2
(ỹn−7/4 + ỹn−5/4),

ỹn =
1

2
(4ỹn−1/4 − 3ỹn−3/4 + ỹn−5/4),

ỹn+1 =
1

2
(16ỹn−1/4 − 23ỹn−3/4 + 9ỹn−5/4),

ỹn+2 =
1

2
(36ỹn−1/4 − 59ỹn−3/4 + 25ỹn−5/4).

Полагая теперь

b̃i = x̃i −
1

6
∆2x̃i, c̃i = ỹi −

1

6
∆2ỹi
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и

s̃2,h(x, t) =

n+1
∑

i=−1

b̃iB2,h(t), s̃2,h(y, t) =

n+1
∑

i=−1

c̃iB2,h(t),

получим параболические параметрические сплайны

S̃2,h(Γ, t) = (s̃2,h(x, t), s̃2,h(y, t)).

С помощью аналогичных рассуждений можно убедиться в том, что
сплайн S̃2,h(Γ, t) является параметрическим почти интерполяционным
в среднем на отрезках [ih, (i+ 1)h] сплайном для кривой Γ(t).

Перед тем, как перейти к описанию характеристических свойств
этих сплайнов, приведем некоторые обозначения:

Для гладкой кривой Γ(t)= (x(t), y(t)) (x, y ∈ C4) положим

k(Γ, t) = x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t),

I(Γ, t) = (x′(t))2 + (y′(t))2,

q(Γ, t) = (x′′(t))2 + (y′′(t))2,

v(Γ, t) = x′′(t)x′′′(t) + y′′(t)y′′′(t),

u(Γ, t) = x′(t)y(4)(t)− y′(t)x(4)(t),

ψ(Γ, t) = x′(t)x(4)(t) + y′(t)y(4)(t),

φ(Γ, t) = x′(t)x′′′(t) + y′(t)y′′′(t).

А так же

K̃r,h(Γ, t) = s̃′r,h(x, t)s̃
′′
r,h(y, t)− s̃′′r,h(x, t)s̃

′
r,h(y, t),

Ĩr,h(Γ, t) = (s̃′r,h(x, t))
2 + (s̃′r,h(y, t))

2.

И пусть ln(t) – ломаная с узлами в точках ih (i = 0, 1, . . . , n) и при-
нимающая значение – 277 на концах промежутка изменения параметра,
т.е. при t = 0 и t = T ; значение 56 при t = h, T−h; значение 5 при t = 2h
и T − 2h и значение 0 в остальных узлах.

Тогда о степени отличия параметризации сплайна S̃3,h(Γ, t) от есте-
ственной параметризации дает представление следующее утверждение.
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Теорема 2.5.1 Пусть гладкая кривая Γ(t) = (x(t), y(t)), для которой
x, y ∈ L5

∞[0, T ], задана в естественной параметризации. Тогда при h→
0 для t ∈ [ih, (i+1)h] равномерно по t и по i выполняются соотношения

K̃3,h(Γ, t) = k(Γ, t)− h2

2
ui

(

(

τ − 1

2

)2

− 1

12

)

+

+u(Γ, t)
h2

768
ln(t) +O(h3), (2.113)

Ĩ3,h(Γ, t) = 1 + h3τ(τ − 1)(τ − 0.5)vi + ψ(Γ, t)
h2

7680
Q(t) +O(h4) (2.114)

и

Ĩ ′3,h(Γ, t) =
3h2

2
vi

(

(

τ − 1

2

)2

− 1

12

)

+ ψ(Γ, t)
h2

384
ln(t) +O(h3), (2.115)

где τ = (t− ih)/h и Q(t) – непрерывно дифференцируемая функция та-
кая, что для всех t выполняется неравенство |Q(t)| ≤ 1.

Аналогичное утверждение имеет место и для параболических сплай-
нов.

Пусть ln(t) – ломаная с узлами в точках (i − 1/2)h (i = 1, . . . , n)
принимающая значения: 67 на концах промежутка – при t = 0 и T ; –
4 при t = h/2 и T − h/2; – 1 при t = 3h/2 и T − 3h/2 и 0 в остальных
узлах.

Тогда будет иметь место следующее утверждение.

Теорема 2.5.2 Пусть гладкая кривая Γ(t) = (x(t), y(t)), для которой
x, y ∈ L5

∞[0, T ], задана в естественной параметризации. Тогда для t ∈
[(2i− 1)h/2, (2i+1)h/2] при h→ 0 равномерно по t и по i выполняются
соотношения

K̃2,h(Γ, t) = ki(Γ)−
h2

24
k′′i (Γ) + φ(Γ, t)

h

96
l′n(t) +O(h2), (2.116)

Ĩ2,h(Γ, t) = 1− h2qi

(

1

12
− τ2

)

+ φ(Γ, t)
h

96
ln(t) +O(h3), (2.117)

Ĩ ′2,h(Γ, t) = hqiτ + φ(Γ, t)
h

48
l′n(t) +O(h2), (2.118)
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Доказательство. Пусть, вначале r = 3. Как показано в предыду-
щем параграфе,

bi = b∗i +O(h5), ci = c∗i +O(h5),

где

b∗i = xi −
1

6
h2x′′i − 49

1920
h4x

(4)
i ,

c∗i = yi −
1

6
h2y′′i − 49

1920
h4y

(4)
i .

Если
θi = b̃i − b∗i , ϑi = c̃i − c∗i ,

то

θn+1 = θ−1 = − 375

1920
h4x

(4)
0 +O(h5),

θn = θ0 =
165

1920
h4x

(4)
0 +O(h5),

θn−1 = θ1 =
25

3840
h4x

(4)
0 +O(h5),

θi = O(h5) (i = 2, . . . , n− 2)

и

ϑn+1 = ϑ−1 = − 375

1920
h4y

(4)
0 +O(h5),

ϑn = ϑ0 =
165

1920
h4y

(4)
0 +O(h5),

ϑn−1 = ϑ1 =
25

3840
h4y

(4)
0 +O(h5),

ϑi = O(h5) (i = 2, . . . , n− 2).

Поэтому
s̃r,h(x, t) = sr,h(x, t) + σr,h(x, t),

s̃r,h(y, t) = sr,h(y, t) + σr,h(y, t),

где

σr,h(x, t) =
n+1
∑

i=−1

θiBr,h(t), σr,h(y, t) =
n+1
∑

i=−1

ϑiBr,h(t)

и, следовательно,

K̃r,h(Γ, t) = (sr,h(x, t) + σr,h(x, t))
′(sr,h(y, t) + σr,h(y, t))

′′−
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−(sr,h(y, t) + σr,h(y, t))
′(sr,h(x, t) + σr,h(x, t))

′′.

Раскрывая скобки и учитывая (см. параграфы 1.10 – 1.11), что если
x ∈ Lr+1

∞ [0, t] то при r = 2, 3

‖x′ − s′r,h(x)‖∞ = O(hr),

получаем

K̃r,h(Γ, t) = Kr,h(Γ, t) + x′(t)σ′′
r,h(y, t)− y′(t)s′′r,h(x, t) +O(hr).

Аналогично, из равенства

Ĩr,h(Γ, t) = (s′r,h(x, t) + σ′
r,h(x, t))

2 + (s′r,h(y, t) + σ′
r,h(y, t))

2

выводим

Ĩr,h(Γ, t) = Ir,h(Γ, t) + 2(x′(t)σ′
r,h(x, t) + y′(t)s′r,h(y, t)) +O(hr+1)

и
Ĩ ′r,h(Γ, t) = 2((sr,h(x, t) + σr,h(x, t))

′(sr,h(x, t) + σr,h(x, t))
′′+

+(sr,h(y, t) + σr,h(y, t))
′(sr,h(y, t) + σr,h(y, t))

′′) =

= I ′r,h(Γ, t) + 2(x′(t)σ′′
r,h(x, t) + y′(t)s′′r,h(y, t)) +O(hr).

Из определения σ3,h(x, t) следует, что для r = 3 выполняются соотно-
шения

σ′′
3,h(x, 0) = −277

768
h2x

(4)
1 +O(h3),

σ′′
3,h(x, h) =

56

768
h2x

(4)
1 +O(h3)

и

σ′′
3,h(x, 2h) =

5

768
h2x

(4)
1 +O(h3).

Следовательно, равномерно по t выполняется равенство

σ′′
3,h(x, t) =

1

768
h2x(4)(t)ln(t) +O(h3).

Кроме того

σ′′
3,h(y, t) =

1

768
h2y(4)(t)ln(t) +O(h3).

Отсюда немедленно получаем первое и последнее асимптотические ра-
венства утверждения теоремы.

Докажем теперь второе равенство.
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Рассмотрим параболический сплайн минимального дефекта σ′
3,h(x, t).

Так как

σ′
3,h(x, ih) =

θi+1 − θi−1

2h
,

σ′
3,h(y, ih) =

ϑi+1 − ϑi−1

2h
и

σ′
3,h(x, (i + 1/2)h) =

−θi−1 − θi + θi+1 + θi+2

4h
,

σ′
3,h(y, (i + 1/2)h) =

−ϑi−1 − ϑi + ϑi+1 + ϑi+2

4h
,

то равномерно по i выполняются соотношения:

σ′
3,h(x, ih) =

310

3072
h3x

(4)
i +O(h4) (i = 0, n),

σ′
3,h(x, ih) = − 66

3072
h3x

(4)
i +O(h4) (i = 1, n− 1),

σ′
3,h(x, ih) = − 5

1536
h3x

(4)
i +O(h4) (i = 2, n− 2),

σ′
3,h(x, ih) = O(h4), (i = 3, . . . , n− 3),

σ′
3,h(x, (i + 1/2)h) =

79

3072
h3x

(4)
i +O(h4) (i = 0, n− 1),

σ′
3,h(x, (i + 1/2)h) = − 71

3072
h3x

(4)
i +O(h4) (i = 1, n− 2),

σ′
3,h(x, (i + 1/2)h) = − 5

3072
h3x

(4)
i +O(h4) (i = 2, n− 3),

σ′
3,h(x, (i + 1/2)h) = O(h4) (i = 3, . . . , n− 4).

Следовательно,

σ′
3,h(x, t) = h3x(4)(t)Q(t) +O(h4),

где Q(t) – некоторая дифференцируемая функция, такая, что для всех
t выполняется неравенство |Q(t)| ≤ 1. Аналогично получаем

σ′
3,h(y, t) = h3y(4)(t)Q(t) +O(h4).

Отсюда и из вида I3,h(Γ, t) сразу следует утверждение (2.114). Таким
образом теорема 2.5.1 доказана.
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Теорема 2.5.2 доказывается аналогично. Отметим лишь, что для слу-
чая r = 2, как показано в предыдущем параграфе,

bi = b∗i +O(h4), ci = c∗i +O(h4),

где

b∗i = xi −
1

8
h2x′′i , c

∗
i = yi −

1

8
h2y′′i .

Кроме того, если
θi = b̃i − b∗i , ϑi = c̃i − c∗i ,

то

θn+1 = θ−1 =
112

192
h3x

(4)
0 +O(h4),

θn = θ0 =
12

192
h3x

(4)
0 +O(h4),

θn−1 = θ1 = − 2

192
h3x

(4)
0 +O(h4),

θi = O(h4) (i = 2, . . . , n− 2)

и

ϑn+1 = ϑ−1 =
112

192
h3y

(4)
0 +O(h4),

ϑn = ϑ0 =
12

192
h3y

(4)
0 +O(h4),

ϑn−1 = ϑ1 = − 2

192
h3y

(4)
0 +O(h4),

ϑi = O(h4) (i = 2, . . . , n− 2).

Далее доказательство повторяет аналогичную часть доказательства для
случая кубических сплайнов.

2.6 Функции и сплайны Безье

До понимания некоторых истин можно
не только дорасти, но и опуститься.
В.Жемчужников

Во многих устройствах, связанных с инженерной графикой, при кон-
струировании используют кривые Безье (см., например, [25]). Это свя-
зано, прежде всего с простотой их представления.
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Пусть даны две точки M1 и M2 (вообще говоря, точки любого ли-
нейного пространства, т.е. числа, точки на плоскости, в пространстве,
функции, матрицы и пр.). Каждому значению параметра t ∈ [0, 1] по-
ставим в соответствие точку

M1,2 =M1,2(t) = (1− t)M1 + tM2, (2.119)

делящую отрезок M1,M2 в отношении (1− t)/t. Это и есть точка Безье,
соответствующая значению параметра t.

Для трех точек M1, M2 и M3 точка Безье определяется следующим
образом

M1,2,3 =M1,2,3(t) = (1 − t)M1,2(t) + tM2,3(t), (2.120)

или, что то же,

M1,2,3(t) = (1− t)((1 − t)M1 + tM2) + t((1 − t)M2 + tM3) =

= (1− t)2M1 + 2t(1− t)M2 + t2M3. (2.121)

Если Mi(xi, yi) (i = 1, 2, 3) – точки, лежащие на плоскости,то функ-
цией Безье второго порядка назовем параметрическую кривую, интер-
полирующую точки с нечетными номерами и определенную равенства-
ми

x(t) = (1− t)2x1 + 2t(1− t)x2 + t2x3,

y(t) = (1 − t)2y1 + 2t(1− t)y2 + t2y3,

t ∈ [0, 1].

Аналогично вводятся функции Безье третьего порядка.
Для четырех точек M1, M2, M3 и M4

M1,2,3,4(t) = (1− t)M1,2,3(t) + tM2,3,4(t) =

= (1 − t)3M1 + 3t(1− t)2M2 + 3t2(1− t)M3 + t3M4.

Для n точек точка Безье определяется рекуррентным соотношением

M1,2,...,n(t) = (1− t)M1,2,...,n−1(t) + tM2,3,...,n(t). (2.122)

Ясно, что

M1,2,...,n(t) =

n
∑

i=1

ti−1(1− t)n−iCi−1
n−1Mi, (2.123)

где Ck
n – биномиальные коэффициенты.

Для t ∈ [0, 1] равенства (2.122) – (2.123) определяют функции Безье.
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Введем в рассмотрение сплайны Безье.
Пусть дан набор точек Mi(xi, yi) (i = 1, 2, ..., 2n + 1). Сплайном

Безье второго порядка назовем функцию, состоящую из кривых Безье
2-го порядка однозначно определенных тройками точек M1, M2, M3;
M3, M4, M5; . . .; M2n−1, M2n, M2n+1. Таким образом, сплайн Безье
второго порядка (cм. рис. (2.12)) – это кривая, состоящая из M1,2,3;
M3,4,5; . . . ;M2n−1,2n,2n+1, т.е. это набор кривых

(1− t)2M2i−1 + 2t(1− t)M2i + t2M2i+1 (t ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . , n).

r
r

r M2i

M2i−1

M2i+1

Рисунок 2.12:

Рассмотрим кубические сплайны Безье.
Пусть дан набор точек Mi(xi, yi) (i = 1, 2, ..., 3n+1). Сплайном Безье

третьего порядка назовем функцию, состоящую из кривых Безье 3-го
порядка однозначно определенных четверками точек M1, M2, M3, M4;
M4, M5, M6, M7;...;M3n−2, M3n−1, M3n, M3n+1. Таким образом, сплайн
Безье третьего порядка – это кривая, состоящая из наборов кривых
Безье

M1,2,3,4(t);M4,5,6,7(t); ...;M3n−2,3n−1,3n,3n+1(t),

т.е. для i = 1, 2, ..., n это кривая

(1− t)3M3i−2 + 3t(1− t)2M3i−1 + 3t2(1 − t)M3i + t3M3i+1 (t ∈ [0, 1]).

Если Mi = Mi(xi, yi) – точки плоскости, то сплайны Безье – это
параметрические плоские сплайны, а если Mi = Mi(xi, yi, zi) – точки
пространства, то сплайны Безье это пространственные параметриче-
ские сплайны.
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Для дальнейших исследований нам будет удобнее другая индексация
точек, по которым будем строить сплайны Безье.

q
q

q
q
M3i−2

M3i−1

M3i

M3i+1

Рисунок 2.13:

Пусть даны точки M1, M3/2, M2, M5/2,...,Mn. Тогда сплайн Безье
2-го порядка – это кривая, определенная равенствами

(1− t)2Mi + 2t(1− t)Mi+1/2 + t2Mi+1,

для t ∈ [0, 1] и i = 1, 2, ..., n− 1.
Аналогично, для точек M1, M4/3, M5/3, M2, M7/3,..., Mn кубический

сплайн Безье – это функция, определенная равенствами

(1− t)3Mi + 3t(1− t)2Mi+1/3 + 3t2(1 − t)Mi+2/3 + t3Mi+1

для t ∈ [0, 1] и i = 1, 2, ..., n− 1.
Ясно, что сплайны Безье, определенные таким образом, интерполи-

руют точки с целыми индексами.

2.7 Связь параметрических сплайнов со сплай-

нами Безье

Новое – это хорошо забытое старое.
"В мире мудрых мыслей

В этом параграфе мы установим связь сплайнов Безье с классиче-
скими интерполяционными сплайнами, рассмотренными в параграфе
2.1. Эта задача, по существу, сводится к задаче пополнения опорных то-
чек M1,M2, . . . ,Mn точками с дробными индексами так, чтобы сплайн
Безье, построенный по полному набору точек, совпал с интерполяцион-
ным сплайном.
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Исследования проведем на примере кубических сплайнов.
Пусть, как обычно, ∆n = {ti}ni=1 – произвольное разбиение проме-

жутка [0, T ] изменения параметра t с шагом hi+1/2, s3(M, t) (M =
(M1,M2, . . . ,Mn)) – параметрический кубический сплайн, проходящий
через точки M1,M2, . . . ,Mn и Ai = s′3(M, ti) (i = 1, 2, . . . , n).

Определим точки Mi+1/3 и Mi+2/3 (1, 2, ..., n− 1) равенствами

Mi+1/3 =Mi +
1

3
hi+1/2Ai, (2.124)

Mi+2/3 =Mi+1 −
1

3
hi+1/2Ai+1. (2.125)

Построим сплайн Безье 3-го порядка по этим точкам. Покажем, что
этот сплайн совпадает с интерполяционным сплайном.

Прежде, чем перейти к доказательству, отметим, что значения Ai

(i = 1, 2, ..., n) (первые моменты интерполяционного сплайна) находят-
ся без особого труда. Алгоритмы их нахождения хорошо отлажены и
подробно обсуждались нами в параграфе 2.1.

Перейдем к доказательству. Пусть t ∈ [ti, ti+1], τ = (t−ti)/hi+1/2

(ясно, что τ ∈ [0, 1]) и

B(t) = (1− τ)3Mi + 3τ(1− τ)2Mi+1/3 + 3τ2(1− τ)Mi+2/3 + τ3Mi+1.

Тогда
B(ti) =Mi, B(ti+1) =Mi+1

и

B′(t) =
3

hi+1/2

(

−(1− τ)2Mi + (1− 3τ)(1 − τ)Mi+1/3+

+τ(2 − 3τ)Mi+2/3 + τ2Mi+1

)

,

следовательно,

B′(ti) =
3

hi+1/2
(Mi+1/3 −Mi),

B′(ti+1) =
3

hi+1/2
(Mi+1 −Mi+2/3).

Отсюда и из определения интерполяционного кубического сплайна (с
учетом того, что на каждом промежутке [ti, ti+1] точки Mi, Mi+1, Ai и
Ai+1 определяются однозначно) следует, что для того, чтобы функция
B(t) совпадала с ним, необходимо и достаточно выполнения условий

Ai =
3

hi
(Mi+1/3 −Mi),
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Ai+1 =
3

hi+1/2
(Mi+1 −Mi+2/3),

эквивалентных равенствам (2.124) – (2.125). Это и доказывает совпаде-
ние параметрических сплайнов с построенными таким образом сплай-
нами Безье.

2.8 Идентификация замкнутых кривых

А как здорово похожи друг на друга эти
близнецы – особенно первый.
Из разговора

В этом параграфе строится алгоритм определения максимального
совмещения гладких замкнутых кривых, т.е. такого их расположения,
при котором они максимально совпадают. Предложена характеристика
близости этих кривых (см. рис. 2.14, 2.15).

При решении различных технических задач возникает потребность
в определении характеристики близости двух кривых. К примеру, такие
задачи возникают при использовании роботизированных сварочных и
сборочных систем. При этом естественно использовать в качестве рас-
стояния различные типы хаусдорфовых метрик. В данном параграфе
мы предлагаем метрику, позволяющую в явном виде решить задачу
описания характеристики совпадения двух кривых.

Вначале рассмотрим случай плоских кривых.
Пусть две непрерывные замкнутые кривые заданы параметрически-

ми уравнениями в естественной параметризации:

Γi(τi) = (xi(τi), yi(τi)) (τi ∈ [0, Ti], i = 1, 2).

Обозначим
Γi(t) = (xi(t), yi(t)) (t ∈ [0, 1], t = τi/Ti) (2.126)

и, если

u0(t) = u(t)−
∫ 1

0

u(t)dt,

то
Γ0
i (t) = (x0i (t), y

0
i (t)) (t ∈ [0, 1], i = 1, 2). (2.127)

Положим

d(Γ1,Γ2) = min
t0

√

∫ 1

0

((x1(t− t0)− x2(t))2 + (y1(t− t0)− y2(t))2) dt.
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✬

✫

✩

✪
Рис. 2.14:

Кроме того, пусть

Γ(x0, y0, φ, t) =
(

x0 + x(t) cosφ+ y(t) sinφ, y0 + y(t) cosφ− x(t) sinφ
)

,

и
d∗(Γ1,Γ2) = inf

x0,y0,φ
d(Γ1,Γ2(x0, y0, φ))

Теорема 2.8.1 Если xi, yi ∈ L2[0,1] для i = 1, 2, то

d∗(Γ1,Γ2) =
√

‖x01‖22 + ‖x02‖22 + ‖y01‖22 + ‖y02‖22 − 2C,

где
C = max

t∈[0,1]

√

A2(t) +B2(t)

и
A(t) = (x01 ∗ x02 + y01 ∗ y02)(t), B(t) = (y01 ∗ x02 − y02 ∗ x01)(t),

а

(x ∗ y)(t) =
∫ 1

0

x(u)y(t− u)du

– свертка функций x(t) и y(t) в точке t.

Доказательство. Обозначим

∆(Γ1,Γ2, t0, x0, y0, φ) =

∫ 1

0

(

(x1(t− t0)− x2(t) cosφ− y2(t) sinφ− x0)
2+

+(y1(t− t0) + x2(t) sinφ− y2(t) cosφ− y0)
2
)

dt.
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Рис. 2.15:

Ясно, что для любых t0 и φ

inf
x0,y0

∆(Γ1,Γ2, t0, x0, y0, φ) = inf
x0,y0

∆(Γ0
1,Γ

0
2, t0, x0, y0, φ).

Вместо ∆(Γ0
1,Γ

0
2, t0, x0, y0, φ) с целью сокращения записи будем пи-

сать ∆.
Легко выписать необходимые условия экстремума для величины ∆

по x0 и y0. Эти условия имеют вид

∂∆

∂x0
= −2

∫ 1

0

(x1(t− t0)− x2(t) cosφ− y2(t) sin φ− x0)) dt = 2x0 = 0

и
∂∆

∂y0
= 2y0 = 0,

т.е. для любых t0 и φ

∆0 = inf
x0,y0

∆ = ∆(Γ0
1,Γ

0
2, 0, 0, φ) = ‖x01‖22 + ‖x02‖22 cos2 φ+

+‖y02‖22 sin2 φ− 2(x01 ∗ x02)(t0) cosφ− 2(x01 ∗ y02)(t0) sinφ+
+2(y01 ∗ x02)(0) sinφ cosφ+ ‖y01‖22 + ‖x02‖22 sin2 φ+ ‖y02‖22 cos2 φ+
+2(y01 ∗ x02)(t0) sinφ− 2(y01 ∗ y02)(t0) cosφ− 2(x02 ∗ y02)(0) cos 2φ =

= ‖x01‖22 + ‖x02‖22 + ‖y01‖22 + ‖y02‖22 − 2
(

(x01 ∗ y02)(t0)−
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−(y01 ∗ x02)(t0)
)

sinφ+
(

x01 ∗ x02)(t0) + (y01 ∗ y02)(t0))
)

cosφ.

Покажем, что для любых чисел a и b

max
φ

(a cosφ+ b sinφ) = a cosφ0 + b sinφ0,

где

φ0 = arcsin
b√

a2 + b2
.

Действительно

a cosφ+ b sinφ =
√

a2 + b2
(

a√
a2 + b2

cosφ+
b√

a2 + b2
sinφ

)

.

Кроме того
(

a√
a2 + b2

)2

+

(

b√
a2 + b2

)2

= 1.

Т.е. существует такой угол φ0, что

a√
a2 + b2

= cosφ0,
b√

a2 + b2
= sinφ0.

Используя формулы тригонометрических преобразований, получим

a cosφ+ b sinφ =
√

a2 + b2(cosφ cosφ0 + sinφ sinφ0) =
√

a2 + b2.

Таким образом

max
φ

(a cosφ+ b sinφ) = a cosφ0 + b sinφ0 =
√

a2 + b2.

Отсюда сразу получаем

max
t0,φ

(

(

x01 ∗ y02)(t0)− (y01 ∗ x02)(t0)
)

sinφ+

(

x01 ∗ x02)(t0)+

+(y01 ∗ y02)(t0)
)

cosφ
)

= max
t0∈[0,1]

√

A2(t0) +B2(t0) = C,

что и завершает доказательство теоремы.
Чтобы идентифицировать две кривые в пространстве необходимо

найти сдвиг параметра t0, координат x0, y0 и z0 и углы поворота коорди-
натных осей таких чтобы отличие между кривыми было минимальным.
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Естественно, что подход, изложенный ранее, годится и для простран-
ственных кривых, но при этом алгоритм существенно усложняется. По-
этому мы предложим иной подход, позволяющий, в некоторой мере,
свести эту задачу к рассмотренной ранее.

Пусть замкнутые кривые Γ1 и Γ2 в пространстве заданы в есте-
ственной параметризации. Как и ранее, сведем промежуток изменения
параметра к отрезку [0, 1] и, аналогично тому, как было сделано ранее,
запишем кривые в виде

Γ0
i (t) = (x0i (t), y

0
i (t), z

0
i (t)) (t ∈ [0, 1], i = 1, 2).

Основной особенностью нашего подхода является то, что в начале
для каждой из кривых мы определяем некоторое направление, харак-
терное именно для нее. Это направление определяется "псевдонормаль-
ным"вектором ni, являющимся нормалью плоскости, наиболее приле-
гающей к данной кривой. Т.е. вектор ni есть решение экстремальной
задачи

∫ 1

0

(Γ0
i · ni)

2dt→ min (2.128)

при условии |ni| = 1.

Пусть вектор ni имеет координаты ai, bi и ci. Тогда

σi :=

∫ 1

0

(Γ0
i · ni)

2dt =

∫ 1

0

(x0i (t)ai + y0i (t)bi + x0i (t)ci)
2dt =

= a2i ‖x0i ‖22 + b2i ‖y0i ‖22 + c2i ‖z0i ‖22+

+2aibi(x
0
i ∗ y0i )(0) + 2cibi(z

0
i ∗ y0i )(0) + 2ciai(z

0
i ∗ x0i )(0)

и условия минимума примут вид



































ai(‖x0i ‖22 − λi) + bi(x
0
i ∗ y0i )(0) + ci(z

0
i ∗ x0i )(0) = 0,

ai(x
0
i ∗ y0i )(0) + bi(‖y0i ‖22 − λi) + ci(z

0
i ∗ y0i )(0) = 0,

ai(x
0
i ∗ z0i )(0) + bi(z

0
i ∗ y0i )(0) + ci(‖z0i ‖22 − λi) = 0,

a2i + b2i + c2i = 1.

(2.129)

Чтобы система имела решение, необходимо выполнение условия
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









‖x0i ‖22 − λ (x0i ∗ y0i )(0) (z0i ∗ x0i )(0)

(x0i ∗ y0i )(0) ‖y0i ‖22 − λ (z0i ∗ y0i )(0)

(z0i ∗ x0i )(0) (z0i ∗ y0i )(0) ‖z0i ‖22 − λ











= 0. (2.130)

Умножая первые три уравнения системы (2.129) на ai, bi и ci, соот-
ветственно, и, суммируя их, убеждаемся, что если λ∗i (i = 1, 2) является
действительным корнем уравнения (2.130) (а такое решение существует
всегда), то σi = λ∗i . Таким образом, решению задачи (2.128) соответству-
ет λ∗0, являющееся минимальным среди всех действительных корней
уравнения (2.130).

Теперь, исключая одно из первых трех уравнений системы (2.129) и
используя λ∗0, определим координаты ai, bi и ci вектора ni и проведем
преобразование координат, совмещающее (для каждой кривой в отдель-
ности) ось OZ с направлением вектора ni . Тогда в новых координатах
уравнения кривых примут вид

x∗i (t) =
x0i (t)bi + y0i (ci − ai)− z0i (t)bi

√

1 + b2i − 2aici
,

y∗i (t) =
x0i (t)(aici − b2i − c2i ) + y0i (ci + ai)bi + z0i (t)(aici − a2i − b2i )
√

(aici − b2i − c2i )
2 + b2i (ai + ci)2 + (aici − a2i − b2i )

2
,

z∗i (t) = x0i ai + y0i bi + z0i ci.

Если обозначим, как и ранее,

d(Γ1,Γ2) = min
t0

(

∫ 1

0

((x1(t− t0)− x2(t))
2 + (y1(t− t0)− y2(t))

2+

+(z1(t− t0)− z2(t))
2)dt

)1/2

,

Γ(x0, y0, z0, φ, t) =

= (x0 + x(t) cosφ+ y(t) sinφ, y0 + y(t) cosφ− x(t) sinφ, z(t) + z0)

и
d∗(Γ1,Γ2) = inf

x0,y0,z0,φ
d(Γ1,Γ2(x0, y0, z0, φ)),

то, почти дословно повторяя доказательство предыдущей теоремы, убеж-
даемся в том, что

d∗(Γ∗
1,Γ

∗
2) =

√

‖x∗1‖22 + ‖x∗2‖22 + ‖y∗1‖22 + ‖y∗2‖22 + ‖z∗1‖22 + ‖z∗2‖22 − 2D,
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где
D = max

t∈[0,1]

√

a2(t) + b2(t)

и
a(t) = (x∗1 ∗ x∗2 + y∗1 ∗ y∗2)(t), b(t) = (y∗1 ∗ x∗2 − y∗2 ∗ x∗1)(t).

Замечание 2.8.2 При программной реализации предложенного алго-
ритма в качестве параметрического задания кривых наиболее удобно
брать сплайны (см. предыдущие параграфы настоящей главы). Пото-
му, что, во – первых, легко вычислить их норму в L2, а, во – вторых,
достаточно легко вычислить значения сверток сплайнов в узлах. По
этим значениям нужно вновь построить сплайны, с помощью кото-
рых уже легко определить значения как C, так и D.

На практике нередко возникает задача идентификации поверхно-
стей. Примером таких задач может быть нанесение изображений с по-
мощью трафаретных поверхностей, разметка поверхности, различные
задачи сборки и пр. Решение таких задач весьма сложно. На основе
изложенных ранее результатов нами предложен следующий алгоритм
идентификации поверхностей.

Пусть даны две регулярные поверхности Πi (i = 1, 2), заданные
уравнениями

xi = xi(ui, vi), yi = yi(ui, vi), zi = zi(ui, vi) (ui, vi ∈ Ωi, i = 1, 2),

где Ωi – замкнутые односвязные области), для которых величина EG−
F 2 мало изменяется (E,G и F – коэффициенты первой основной квад-
ратичной формы). Выбирая направление "псевдонормального"вектора
из условия

∫ ∫

Ωi

(Πi · ni) duidvi → min (|ni| = 1)

аналогично тому, как это было сделано ранее, проведем преобразование
пространства так, чтобы направление "псевдонормального"вектора сов-
пало с направлением оси OZ. Пусть Γi (i = 1, 2) – граница проекции
поверхности. Используя изложенный ранее алгоритм, произведем мак-
симальное совмещение контуров Γi (i = 1, 2), в соответствии с которым
и сдвинем поверхности Πi (i = 1, 2) (обозначим их через Πi (i = 1, 2)).
После этого остается найти сдвиг z вдоль оси OZ, при котором

∫ ∫

Ωi

(z∗1(u, v)− z∗2(u, v)− z0)
2du dv → min,

(где Ω = Ω1

⋃

Ω2).
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2.9 Контроль качества сложных изображе-

ний

Невеста была всем хороша, но у нее есть
маленький недостаток – она чуть –чуть
беременна от другого.
Из разговора

В условиях массового производства актуальной является задача быст-
рого сопоставления реальной детали на конвейере с эталоном. Как пра-
вило, такого рода задачи возникают при изготовлении деталей сложной
конфигурации, которые во время технологической обработки фикси-
руются на конвейере. Для этих целей в последнее время разработаны
различные системы технического зрения с применением видео- и теле-
визионной техники.

Одной из таких задач мы уделили внимание в предыдущем пара-
графе. Предложенные там алгоритмы, легко реализовать на ЭВМ в
случае, когда деталь описана одним или несколькими контурами про-
стой конфигурации. Однако они становятся довольно трудоемкими в
случаях, когда контролируемая деталь имеет сложную конфигурацию
(детальный чертеж, печатная плата и подобные изделия, полученные
травлением, напылением и пр.).

В этих случаях для контроля качества геометрических характери-
стик детали, ее изображение выводится на экран и записывается в ви-
де матрицы цветности. Тогда задача сводится к исследованию свойств
матрицы цветности. В простейшем случае (в случае черно – белого изоб-
ражения) эта матрица двухцветна.

Методы, использующие сравнение цветности каждой точки (и даже
групп точек) как правило требуют большого объема вычислительной
работы, что делает невозможным использование их в реальном режиме
времени. К тому – же, как правило, деталь на конвейере крепится с
некоторым смещением (сдвиги вдоль осей и повороты). Несмотря на то,
что эти смешения обычно достаточно малы, в случае детали сложной
конфигурации (типа печатных плат), матрицы цветности одинаковых
деталей, смещенных относительно друг друга, оказываются совершенно
различными. Тот же эффект вызывают и случайные (даже достаточно
малые, но регулярные, например, вибрация) помехи и недостаточная
разрешающая способность экрана и пр.

В связи с этим, сравнение, основанное на простейших приемах, та-
ких как совпадение количества ячеек с одинаковым цветом, не дает
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желаемого результата.
Эффективными являются методы обработки матрицы цветности,

которые после фильтрации сигналов (сглаживания информации для
устранения случайных малых помех) определяют оптимальный угол
поворота и величины сдвигов и только после этого проводят сравнение.
Эти методы оправданы при контроле качества дорогостоящих деталей
в случаях единичного и мало серийного производства.

В настоящее время имеется достаточное число методов обработки
матриц цветности, основанных на сжатии (кодировании) информации и
дальнейшей работе с уже закодированной информацией. Один из таких
методов и предложен в настоящем параграфе.

Для достаточно широкого круга задач эффективными являются ин-
тегральные методы сравнения, когда сравниваются количества точек
одной цветности, лежащих на некоторых выделенных линиях (в нашем
случае это будут строки и столбцы).

Тот факт, что случайные помехи и смещения, как правило, доста-
точно малы, позволяет надеется, что и в этом случае окажется эффек-
тивным асимптотический подход. Перейдем к детальному изложению в
случае, когда матрица двухцветна.

Пусть дана двухцветная матрица детали, т.е. определены точки на
экране, заданные координатами (i, j) (i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . ,m
(m × n – размерность экрана)) и функция цвета, принимающая значе-
ние 1, если точка соответствует (принадлежит) детали и – значение 0,
если точка соответствует фону. При этом мы считаем, что изображение
лежит полностью внутри фона (помещается на экран).

Предложенный алгоритм основан на сравнении чисел вида

m
∑

j=0

fi,j .

В наших условиях можно считать, что это дискретный аналог величины

F (x) =

∫ b

0

f(x, y) dy,

когда f(x, y) есть непрерывный аналог дискретной функции fi,j .
Для повышения надежности контроля, можно аналогичные иссле-

дования провести для чисел

n
∑

i=0

fi,j .
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Вначале мы решим задачу для непрерывно – дифференцируемой
функции f(x, y), а затем проведем дискретизацию полученного резуль-
тата, которая и даст нам желаемый алгоритм.

Итак, пусть изображение на экране определяется с помощью непре-
рывно – дифференцируемой функции fd(x, y), а изображение эталона –
с помощью функции fe(x, y). Обе эти функции заданы на прямоуголь-
нике D = [0, a] × [0, b]. При этом найдется число h > 0 такое, что вне
прямоугольника Dh = [h, a−h]× [h, b−h] будут выполняться равенства
fd(x, y) = 0 и fe(x, y) = 0. Это соответствует тому, что изображение
детали и эталона лежат внутри фона, и, допускается малое смещение
их без выхода за пределы экрана.

Пусть x0 и y0 – сдвиги, а φ0 – поворот изображения детали относи-
тельно изображения эталона. Требуется определить эти величины x0,
y0 и φ0 таким образом, чтобы величина δ, на которую отличаются изоб-
ражения эталона и детали (после сдвига на x0 и y0 и поворота на φ0),
была минимальной. Формализация этой задачи такова.

Определить значения величин x0, y0 и φ0, реализующих минимум в
задаче

δ = min
x0,y0,φ0

∫ a

0

|F̃e(x) − Fd(x)|2dx,

и вычислить значение δ при этих x0, y0 и φ0. Здесь

Fd(x) =

∫ b

0

fd(x, y)dy,

F̃e(x) =

∫ b

0

f̃e(x, y)dy,

а

f̃e(x, y) = fe(x0 + x cosφ0 + y sinφ0, y0 + y cosφ0 − x sinφ0). (2.131)

Введем обозначения

Fe(x) =

∫ b

0

fe(x, y)dy,

Fe,x(x) =
d

dx
Fe(x),

Fe,y(x) =
d

dx

∫ b

0

y · fe(x, y)dy,
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A1,1 =

∫ a

0

F 2
e,x(x)dx,

A2,1 = A1,2 =

∫ a

0

Fe,x(x)Fd,ydx,

A2,2 =

∫ a

0

F 2
e,y(x)dx,

B1,1 =

∫ a

0

Fe,x(x)(Fd(x)− Fe(x))dx,

B1,2 =

∫ a

0

(Fd(x) − Fe(x))
2dx

и

B2,2 =

∫ a

0

Fe,y(x)(Fd(x)− Fe(x))dx.

Тогда мера погрешности δ при асимптотически оптимальных сдви-
гах x0 и y0 и повороте φ0 будет вычисляться по формуле

δ = B1,2 −
A1,2B

2
2,2 − 2A1,2B1,1B2,2 +A2,2B

2
1.1

A1.1A2,2 −A2
1,2

.

При этом величина асимптотически оптимальных сдвигов x0 и y0 будет
равна

x0 =
A2,2B1,1 −A1,2B2,2

A1,1A2,2 −A2
1,2

, y0 = 0,

а асимптотически оптимальный угол поворота вычисляется так

φ0 =
B2,2A1,1 −A1,2B1,1

A1,1A2,2 −A2
1,2

.

Докажем справедливость приведенного утверждения. Из условий,
наложенных на функцию fe(x, y), следует, что для достаточно малых
значений сдвига (вдоль оси OY ) будет иметь место равенство

∫ b

0

fe(x, y + y0)dy =

∫ b

0

fe(x, y)dy

и как следствие – равенство

∂

∂y0

∫ b

0

fe(x, y + y0)dy = 0.
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Пусть f̃e(x, y) – функция, определенная равенством (2.131).
Рассмотрим функцию

Ψ(x0, y0, φ0) =

∫ b

0

fe(x, y + y0)dy.

Тогда, если M0 = (0, 0, 0), то используя формулу Тейлора, получаем

Ψ(x0, y0, φ0) = Ψ(M0) +
∂Ψ

∂x0
(M0)x0+

+
∂Ψ

∂y0
(M0)y0 +

∂Ψ

∂φ0
(M0)φ0 + σ,

где σ – величина, стремящаяся к нулю при x0 → 0, y0 → 0 и φ0 → 0
быстрее, чем остальные слагаемые в левой части последнего равенства
(т.е. σ есть бесконечно малая величина более высокого порядка малости,
чем остальные слагаемые).

Так как

Ψ(M0) = Fe(x),

∂Ψ

∂x0
(M0) = Fe,x(x)

и
∂Ψ

∂φ0
(M0) = Fe,y(x),

∂Ψ

∂y0
(M0) = 0,

то
∫ b

0

fe(x0 + x cosφ0 + y sinφ0, y0 + y cosφ0 − x sinφ0)dy =

= Fe(x) + Fe,x(x)x0 + Fe,y(x)φ0 + σ.

Отсюда следует, что если пренебречь величинами более высокого по-
рядка малости, то наша задача сведется к нахождению минимума по x0
и y0 величины

Θ(x0, φ0) =

∫ b

0

(Fe(x) + Fe,x(x)x0 + Fe,y(x)φ0)
2dx.

Это обычная задача минимизации квадратичного функционала. Она
легко решается традиционными методами. Необходимое и достаточное
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условие экстремума этой задачи состоит в том, что частные производ-
ные функции по x0 и y0 равны нулю, т.е.











∂Θ
∂x0

∣

∣

∣

(x0,φ0)
= 0,

∂Θ
∂φ0

∣

∣

∣

(x0,φ0)
= 0,

что можно переписать в виде






∫ b

0 (Fe(x) + Fe,x(x)x0 + Fe,y(x)φ0)Fe,x(x)dx = 0,

∫ b

0
(Fe(x) + Fe,x(x)x0 + Fe,y(x)φ0)Fe,y(x)dx = 0.

Решая эту систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными,
и, подставляя вычисленные в результате решения значения, получим
приведенные выше значения x0, φ0 и δ.

Таким образом, в случае предположения о непрерывной дифферен-
цируемости функций fd(x, y) и fe(x, y), решение задачи найдено.

Приведем дискретный аналог решения задачи, который и даст нам
алгоритм проверки качества совпадения детали и эталона.

Пусть заданы два массива информации

fe,i,j , fd,i,j (i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . ,m).

При этом для некоторого ν > 0 выполняются равенства fe,i,j = fd,i,j = 0
для i = ν, ν + 1, . . . , n− ν и j = ν, ν + 1, . . . ,m− ν.

Для каждого i = 0, 1, . . . , n вычислим величины

Fe,i =

m
∑

j=0

fe,i,j ,

Fd,i =

m
∑

j=0

fd,i,j ,

Fe,x,i =

m
∑

j=0

(fe,i,j − fe,i−1,j) ,

Fe,y,i =

m
∑

j=0

jfe,i,j

и числа

a1,1 =

n
∑

i=0

F 2
e,x,i ,
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a1,2 = a2,1 =

n
∑

i=0

Fe,x,iFe,y,i ,

a2,2 =

n
∑

i=0

F 2
e,y,i ,

b1,1 =

n
∑

i=0

Fe,x,i(Fd,i − Fe,i) ,

b2,2 =

n
∑

i=0

Fe,y,i(Fd,i − Fe,i) ,

b1,2 =

n
∑

i=0

(Fd,i − Fe,i)
2 .

Тогда величина отличия двух массивов информации (эталона и де-
тали) определяется равенством

δ = b1,2 −
a1,2b

2
2,2 − 2a1,2b1,1b2,2 + a2,2b

2
1.1

a1.1a2,2 − a21,2
. (2.132)

На практике в некоторых случаях более удобна не абсолютная погреш-
ность (2.132), а относительная, равная

∆ =

√

δ

a1,1
.

Несмотря на кажущуюся громоздкость алгоритма, он позволяет про-
водить расчеты достаточно быстро, ибо все приведенные формулы име-
ют вид сумматоров. Кроме того основное число величин связано с эта-
лоном (и вычисляются один раз), а с самой контролируемой деталью
связаны лишь величины b1,1, b1,2, b2,2 и δ.

Предложенный алгоритм допускает различные модификации. К при-
меру, в случае необходимости более тщательного контроля некоторого
участка детали, мы можем вести весовую функцию ρ(x, y) равную, к
примеру, 2 на этом участке и 1 – на остальных. В этом случае мы при-
ходим к задаче минимизации величины

δ =

∫ a

0

ρ(x, y)|F̃e(x)− Fd(x)|2dx

которую можно решить аналогичным путем.
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В случае, если важно определить точное место, где отличие детали
от эталона наибольшее, то решив задачи

δi = min
x0,y0,φ0

∫ a(i+1)/n

ai/n

|F̃e(x) − Fd(x)|2dx, (i = 0, 1, . . . , n− 1),

εi = min
x0,y0,φ0

∫ b(j+1)/n

bj/n

|F̃e(x)− Fd(x)|2dx, (j = 0, 1, . . . ,m− 1),

получим значения i0 и j0, при которых

δi0 = max{δi|i = 0, 1, . . . , n− 1}

и
εj0 = max{εj |j = 0, 1, . . . ,m− 1}.

Эти значения определяют то место на изображении детали, на котором
расхождение между изображением детали и изображением эталона наи-
большее.

Если изображение является ажурным, когда ширина коридоров со-
измерима с величиной сдвига, то предложенная дискретизация не со-
всем адекватно отражает непрерывный аналог алгоритма. В этом слу-
чае функции Fe,i, Fd,i,... имеют явно выраженный импульсный харак-
тер, что сказывается на устойчивости алгоритма. При этом целесообраз-
но использовать в алгоритме вместо функций Fe,i, Fd,i,... их сглаженные
значения, т.е.

F ∗
e,i = Fe,i + α∆2Fe,i,

F ∗
d,i = Fd,i + α∆2Fd,i, . . . ,

где α ∈ [0, 1/3] параметр сглаживания. Ясно, что если α = 0 то F ∗
e,i =

Fe,i, F
∗
d,i = Fd,i,... При α = 1/8 это соответствует сглаживанию данных

при помощи параболических сплайнов (см. параграф 1.9), а при α =
1/6 – с помощью кубических сплайнов (см. параграф 1.8).



Глава 3

Оптимальное

восстановление кривых

технологическими

линиями

3.1 Вспомогательные утверждения

С тех пор как начали доказывать оче-
видные утверждения, многие из них
оказались ошибочными
Б.Рассел

Здесь мы приведем некоторые утверждения, которые будут исполь-
зоваться в дальнейшем. Часть приведенного материала освещена в ма-
тематической литературе и довольно часто используется в задачах, свя-
занных с приложениями математических методов. В этом параграфе мы
приведем интересующие нас результаты и изложим их в удобном для
решения рассматриваемых задач. Тем самым мы упростим изложение
дальнейших результатов и, с другой стороны, дадим наглядное пред-
ставление о методах решения экстремальных задач рассматриваемых в
этой главе.

Прежде всего, напомним хорошо известное из курса математическо-
го анализа утверждение, называемое первой теоремой о среднем значе-

175
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нии для интегралов.

Теорема 3.1.1 Пусть функция f(t) непрерывна на отрезке [a, b]. То-
гда найдется точка ξ ∈ [a, b] такая, что

∫ b

a

f(t)dt = f(ξ)(b − a).

В дальнейшем нам потребуются две простые экстремальные задачи.
Несмотря на их очевидную простоту, они будут базой пpи получении
основных результатов приведенных в этой главе.

Пусть

In = {1, 2, . . . , n}

и

min{Ci| i ∈ In} := min
i∈In

Ci,

max{Ci| i ∈ In} := max
i∈In

Ci.

Лемма 3.1.2 Пусть n ∈ N , α > 0 и Ci > 0 (i = 1, 2, . . . , n). Тогда

min

{

max{Cα
i | i ∈ In}

∣

∣, Ci ≥ 0,
∑

i∈In

Ci = C
}

=

(C
n

)α

. (3.1)

Т.е. в множестве векторов C = (C1, C2, . . . , Cn) с неотрицательными
координатами, удовлетворяющими условию

∑

i∈In

Ci :=
n
∑

i=1

Ci = C, (3.2)

наименьшее значение величины max{Ci | i ∈ In} достигается, когда
все Ci равны между собой, т.е. когда

Ci = C0
i =

C
n

(i ∈ In).

Доказательство. Прежде всего отметим, что если An,α(C) есть ле-
вая часть соотношения (3.1), то

An,α(C) ≤ max
i∈In

(C0
i )

α =

(C
n

)α

.
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Так что, если равенство (3.1) не верно, то

An,α(C) >

(C
n

)α

.

В этом случае найдется вектор C∗ = (C∗
1 , C

∗
2 , . . . , C

∗
n) с неотрицатель-

ными координатами, удовлетворяющими условию

n
∑

i=1

C∗
i = C,

для которого выполняется неравенство

Bn,α(C) = max
i∈In

(C∗
i )

α >

(C
n

)α

.

Обозначим через I∗n множество всех индексов i ∈ In, для которых

max
ν∈In

(C∗
ν )

α = (C∗
i )

α,

а через n∗ – число элементов множества I∗n. Тогда

1 ≤ n∗ ≤ n− 1

и
D = max

i∈In\I∗
n

C∗
i < Bn,α(C).

Пусть

θ = Bn,α(C)−
(C
n

)α

, η = D −Bn,α(C).

Рассмотрим вектор C∗∗
i (i ∈ In), у которого

C∗∗
i =

{

C∗
i − η/(2n∗), i ∈ I∗n,

C∗
i + η/(2(n− n∗)), i ∈ In \ I∗n.

Тогда C∗
i > 0 и

n
∑

i=1

C∗∗
i =

∑

i∈I∗
n

C∗∗
i +

∑

i∈In\I∗
n

C∗∗
i =

=
∑

i∈I∗
n

(

C∗
i − η

2n∗

)

+
∑

i∈In\I∗
n

(

C∗
i +

η

2(n− n∗)

)

=
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=
∑

i∈I∗
n

C∗
i − ηn∗

2n∗
+

∑

i∈In\I∗
n

C∗
i +

η(n− n∗)

2(n− n∗)
=
∑

i∈In

C∗
i = C,

т.е.
n
∑

i=1

C∗∗
i = C.

Кроме того, для i ∈ In \ I∗n

C∗∗
i ≤ D +

η

2
= Bn,α(C)− η

2

и, следовательно,

(

max
i∈In

C∗∗
i

)α

≤ max
i∈In

(C∗∗
i )α =

(

(Bn,α(C))1/α − η

2n∗

)α

< Bn,α(C),

т.е.

max
i∈In

(C∗∗
i )α < Bn,α(C) = min

{

max
i∈In

Cα
i

∣

∣ Ci ≥ 0,
n
∑

i=1

Ci = C
}

,

что противоречит определению минимума.

Следующее утверждение является аналогом леммы 3.1.2 для сумм.

Лемма 3.1.3 Пусть n ∈ N , α > 0 и C > 0.Тогда

min

{

n
∑

i=1

Cα
i

∣

∣Ci ≥ 0,

n
∑

i=1

Ci = C
}

= n

(C
n

)α

.

Т. е. в множестве векторов C = (C1, C2, . . . , Cn) с неотрицательными
координатами, удовлетворяющими условию

∑

i∈In

Ci :=

n
∑

i=1

Ci = C, (3.3)

наименьшее значение величины
∑

i∈In

Cα
i

достигается, когда все Ci равны между собой, т.е. когда

Ci = C0
i =

C
n

(i ∈ In).
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Доказательство. При α = 1 утверждение теоремы очевидно. Пусть
α > 1.

Введем обозначения

Ψ(C) =
∑

i∈In

Cα
i .

При α > 1 функция Ψ(C) выпукла вниз, поэтому на открытом сим-
плексе (внутренность n-мерной пирамиды)

{

C
∣

∣Ci > 0,
∑

i∈In

Ci = C
}

эта функция достигает своего экстремума в одной и только в одной точ-
ке. И этот экстремум – минимум. Следовательно, необходимое условие
экстремума является и достаточным. Выпишем это условие, пользуясь
хорошо известным методом Лагранжа отыскания условного экстрему-
ма.

Пусть

L(C) = Ψ(C)− λ

(

∑

i∈In

Ci − C
)

.

Необходимое и достаточное условие минимума таково






∂L
∂Ci

= 0 (i = 1, 2, . . . , n),

∑

i∈In
Ci = C

или






αCα−1
i = λ (i = 1, 2, . . . , n),

∑

i∈In
Ci = C.

Единственное решение этой системы есть

Ci = C0
i =

C
n

(i ∈ In),

что и доказывает теорему.

Приведем еще несколько теорем, необходимых нам в дальнейшем.

Теорема 3.1.4 Пусть функции f(t) и φ(t) (f(t) 6≡ 0) непрерывные на
отрезке [a, b] таковы, что

∫ b

a

f(t)φ(t)dt = 0. (3.4)
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Тогда при x→ 0 выполняется соотношение

‖f + xφ‖2 = ‖f‖2(1 +O(x2)),

где, как обычно,

‖f‖2 =
(

∫ b

a

f2(t)dt

)1/2

норма функции f в гильбертовом пространстве L2 на промежутке
[a, b].

Доказательство. Из равенств

‖f + xφ‖22 =

∫ b

a

(f(t) + xφ(t))2dt =

∫ b

a

(f(t))2dt+ 2x

∫ b

a

f(t)φ(t)dt+

+x2
∫ b

a

(φ(t))2dt = ‖f‖22 + x2‖φ‖22 + 2x

∫ b

a

f(t)φ(t)dt

и из условия (3.4) следует, что

‖f + xφ‖2 =
√

‖f‖22 + x2‖φ‖22 = ‖f‖2
√

1 +Mx2,

где
M = (‖f‖2/‖φ‖2)2.

Эту теорему дополняют следующие утверждения.

Теорема 3.1.5 Пусть p ≥ 1,

‖f‖p =

(

∫ b

a

|f(t)|dt
)1/p

и непрерывные на отрезке [a, b] функции f(t) и φ(t) таковы, что

∫ b

a

|f(t)|p−1sign (f(t))φ(t)dt = 0, (3.5)

и, кроме того, при p = 1 мера множества точек t, для которых f(t) =
0, равна нулю. Тогда для всех действительных чисел x выполняется
неравенство

‖f + xφ‖p ≥ ‖f‖p.
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Доказательство этой теоремы немедленно следует из критерия
элемента наилучшего приближения в пространствах Lp[a, b].

Можно доказать, что для пространств Lp[a, b] верен аналог теоремы
3.1.4, т.е. справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.1.6 Пусть > 1 и выполнены условия теоремы 3.1.5. Тогда
найдется число M > 0 такое, что

‖f‖p ≤ ‖f + xφ‖p ≤ ‖f‖p(1 +Mx2).

Пусть функция φ(t) в точках обращения в ноль функции f(t), также
имеет нули, кратность которых не меньше, чем кратность соответ-
ствующих нулей функции f(t). Тогда найдется число M > 0 такое,
что при x→ 0 будет выполняться соотношение

‖f‖1 ≤ ‖f + xφ‖1 ≤ ‖f‖1(1 +Mx2).

Рассмотрим теперь аналог теоремы 3.1.4 в равномерной метрике (в
пространстве C[a,b]). Этот случай для нас является наиболее важным.

Теорема 3.1.7 Пусть функции f(t) и φ(t) дважды непрерывно диффе-
ренцируемы на отрезке [a, b], и E – множество всех точек t из отрезка
[a, b] для которых выполняется равенство

‖f‖∞ = max
u∈[a,b]

|f(u)| = |f(t)|.

Если mint∈E |f ′′(t)| 6= 0 и φ(t) = 0 для всех t ∈ E, то найдется число
M > 0 такое, что для всех достаточно малых x → 0 выполняется
соотношение

‖f‖∞ ≤ ‖f + xφ‖∞ ≤ ‖f‖∞(1 +Mx2).

Доказательство. Пусть

Ax = ‖f + xφ‖∞ A0 = ‖f‖∞.

Нам необходимо доказать, что

0 ≤ Ax −A0 = O(x2).

Прежде всего, отметим, что если t ∈ E , то |f(t)| = A0 и φ(t) = 0.
Поэтому для любого x

Ax = max
t∈[a,b]

|f(t) + xφ(t)| ≥ max
t∈E

|f(t) + xφ(t)| = max
t∈E

|f(t)| = A0,
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т.е. для всех x верно неравенство

Ax −A0 ≥ 0. (3.6)

Пусть ux – какая – нибудь точка из [a, b], в которой

Ax = |f(ux) + xφ(ux)|

и tx – ближайшая к ней точка из множества E . Для определенности
будем считать, что ux ≥ tx.

Ясно, что при малых x точка ux лежит внутри интервала (a, b) и
является точкой экстремума функции f(t) + xφ(t). Поэтому

f ′(ux) + xφ′(ux) = 0. (3.7)

Кроме того, из определения множества E следует, что

f ′(tx) = 0. (3.8)

Отсюда и из условия теоремы (и того факта, что φ(tx) = 0) получаем

Ax −A0 = |f(ux)− f(tx) + x(φ(ux)− φ(tx))|. (3.9)

Согласно формуле Тейлора, найдется точка ηx ∈ [ux, tx] такая, что

f(ux)− f(tx) = f ′(tx)hx +
1

2
f ′′(ηx)h

2
x,

где hx = ux − tx, что вместе с (3.8) позволяет записать

f(ux)− f(tx) =
1

2
f ′′(ηx)h

2
x

и

f(ux)− f(ux) + f ′(ux)hx − 1

2
f ′′(ξx)h

2
x =

1

2
f ′′(ηx)h

2
x,

где ξx ∈ [ux, tx]. Отсюда и из (3.7) следует, что найдется точка θx ∈
[ux, tx] такая, что

xφ′(ux) = −f ′′(θx)hx,

Тогда для любой точки θx ∈ [tx, ux] получаем

f(ux)− f(tx) =
1

2
f ′′(ηx)h

2
x =

1

2
(f ′′(ηx)− f ′′(θx))h

2
x +

hx
2
f ′′(θx)hx =

= −x 1

2
φ′(ux)hx +Mxh

3
x, (3.10)
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где

|Mx| ≤
1

2
‖f ′′′‖∞ = N1.

Кроме того,

φ(ux)− φ(tx) = φ′(ux)hx +Nxh
2
x, (3.11)

где

|Nx| ≤
1

2
‖φ′′‖∞ = N2.

Используя теперь (3.10) и (3.11) в (3.9), получаем соотношение

Ax −A0 = |x3
2
φ′(ux)hx|+ Pxh

2
x(hx + |x|),

где
|Px| ≤ max{N1; N2} = N3.

Теперь мы можем записать

Ax −A0 =
3 (φ′(ux))

2

2|f ′′(θx)|
x2 + Pxh

2
x(hx + |x|)

Отсюда и из того, что

hx ≤ 2|x| ‖φ′‖∞ /m ,

где
m = min

t∈E
|f ′′(t)|

(из условия теоремы следует, что m 6= 0 ), получаем, что равномерно
по t выполняется соотношение

Ax −A0 =
3 (φ′(ux))

2

2|f ′′(θx)|
x2 +O(x3) =

(φ′(tx))
2

2|f ′′(tx)|
x2 +O(x3),

что и завершает доказательство теоремы.
Отметим, что на самом деле, мы доказали несколько больше, чем

сформулировали в теореме. Нами доказано, что если функции f(x) и
φ(x) удовлетворяют условиям теоремы, то

‖f + xφ‖∞ = ‖f‖∞ +
3 x2

2
max
t∈E

(φ′(t))2

f ′′(t)
+O(x3). (3.12)

Приведем некоторые примеры применения теорем 3.1.4 – 3.1.7.
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Следствие 3.1.8 Пусть непрерывная на [−1, 1] функция f(x) четна,
а непрерывная на [−1, 1] функция φ(x) нечетна. Тогда при x→ 0 и всех
p > 1 выполняется соотношение

‖f + xφ‖p = ‖f‖p +O(x2). (3.13)

Если, кроме того, функция φ(x) имеет нули в точках, где обра-
щается в нуль f(x) (с той же кратностью), то соотношение (3.13)
выполняется и при p = 1.

Всем этим условиям и условиям теоремы 3.1.7 удовлетворяют сле-
дующие пары функций:

f(t) = 1− t2, φ(t) = t(1 − t2),

f(t) = t(1 − t2), φ(t) = (1− t2)t2,

f(t) = (1 − t2)2, φ(t) = t(1− t2)2

и др.

3.2 Предпосылки для хаусдорфовой метри-

ки

Понимание причин, от которых все про-
исходит значит гораздо более, чем про-
стое знание факта.
Г.Галилей

В этом параграфе мы приведем доказательства основных утвер-
ждений, связанных с асимптотически оптимальным выбором узлов для
максимумов. К ним, в конечном итоге, и сведутся задачи асимптоти-
чески оптимального выбора узлов при приближении гладких кривых
различными видами сплайнов и подобных им технологических кривых,
а вместе с этим и задачи о построении асимптотически оптимальной
траектории движения инструмента в визуальной (хаусдорфовой) мет-
рике.

Перед тем, как привести формулировки результатов, напомним неко-
торые определения, которые будут использоваться в дальнейшем.

Пусть:

∆n = {0 = t0,n < t1,n < . . . < tn−1,n < tn,n = T } = {ti,n}ni=0
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– произвольное разбиение отрезка [0, t];

hi−1/2,n = ti,n − ti−1,n (i = 1, 2, . . . , n) (3.14)

– переменный шаг разбиения;

hn = max{hi−1/2,n| i = 1, 2, . . . , n} (3.15)

– максимальный шаг разбиения;
для t ∈ [ti−1,n, ti,n]

τ = (2t− (ti,n + ti−1,n))/hi−1/2,n (3.16)

– безразмерная переменная;

ω(f, δ) = max
{

|f(t2)− f(t1)|
∣

∣ t1, t2 ∈ [0, T ], |t2 − t1| ≤ δ
}

– модуль непрерывности функции f .
Отметим некоторые основные свойства модуля непрерывности, необ-

ходимые нам в дальнейшей работе.

1. Для любой непрерывной на [α, β] функции f(t) модуль непрерыв-
ности ω(f, δ) есть также непрерывная неубывающая на отрезке
[0, β − α] функция, такая, что ω(f, 0) = 0.

2. ω(f, λδ) ≤ (1 + λ)ω(f, δ) (δ, λ > 0).

3. ω(f, δ1 + δ2) ≤ ω(f, δ1) + ω(f, δ2)
(это свойство называют свойством полуаддитивности модуля
непрерывности).

4. Если f – есть непрерывно – дифференцируемая на [α, β] функция,
то

ω(f, δ) ≤ ‖f ′‖∞δ. (3.17)

Теорема 3.2.1 Пусть α > 0 и функция f ∈ C[0,T ] такова, что ме-
ра множества ее нулей равна нулю, {∆n}∞n=1 произвольная последова-
тельность разбиений отрезка [0, T ] такая, что

lim
n→∞

hn = 0.

ξi,n – произвольные точки из промежутков [ti−1,n, ti,n], соответствен-
но, и ξ = {ξi,n}ni=1.
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Пусть, при n → ∞ для t ∈ [ti−1,n, ti,n] равномерно по i и по t
выполняется асимптотическое равенство

R(f,∆n, t) = φ(τ)hαi−1/2,nf(ξi,n) +O(hαi−1/2,nω(f, hi−1/2,n)), (3.18)

где τ определено равенством (3.16), а φ(τ) некоторая фиксированная
непрерывная на отрезке [−1, 1] функция. Тогда

‖R(f,∆n)‖∞ = max
{

|R(f,∆n, t)|
∣

∣ t ∈ [0, T ]
}

≥ B
nα

‖f‖1/α (1 + o(1)) ,

где
‖Φ‖∞ := max

{

|Φ(t)|
∣

∣ t ∈ [0, T ]
}

,

B = max
{

|φ(τ)|
∣

∣ τ ∈ [−1, 1]
}

,

и

‖f‖1/α =

(

∫ T

0

|f(t)|1/αdt
)α

. (3.19)

Доказательство. Пусть ωn = ω(f, hn). Из соотношения (3.18) следует,
что найдется число M > 0 такое, что при всех n для t ∈ [ti−1,n, ti,n]

hαi−1/2,n max
{

|f(ξi,n)|
∣

∣ φ(τ)| −Mωn; 0
}

≤

≤ |R(f,∆n, t)| ≤ hαi−1/2,n(|f(ξi,n)| |φ(τ)| +Mωn). (3.20)

Отсюда следует, что для t ∈ [ti−1,n, ti,n]

‖R(f,∆n)‖C[ti−1,n,ti,n ]
= max

{

|R(f,∆n, t)|
∣

∣ t ∈ [ti−1,n, ti,n]
}

≥

≥ hαi−1/2,n max
{

|f(ξi,n)| |φ(τ)| −Mωn

∣

∣ τ ∈ [−1, 1]
}

=

= hαi−1/2,n

(

|f(ξi,n) |max
{

|φ(τ)|
∣

∣ τ ∈ [−1, 1]
}

−Mωn|
)

.

Таким образом

‖R(f,∆n)‖C[ti−1,n,ti,n ]
≥ hαi−1/2,n(B|f(ξi,n)| −Mωn) ≥ 0. (3.21)

Пусть
Fi,n = max{B|f(ξi,n)| −Mωn; 0}. (3.22)

Неравенство (3.21) позволяет записать

‖R(f,∆n)‖C[ti−1,n,ti,n]
≥ hαi−1/2,nFi,n (i = 1, 2, . . . , n). (3.23)
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Следовательно,

‖R(f,∆n)‖∞ = max
1≤i≤n

‖R(f,∆n)‖C[ti−1,n,ti,n]
≥

≥ max
1≤i≤n

hαi−1/2,nFi,n. (3.24)

Через Φn(t) = Φn(∆n, t) обозначим кусочно – постоянную функцию c
узлами в точках ti,n (i = 0, 1, . . . , n), определенную на полуинтервалах
[ti−1,n, ti,n) равенствами

Φn(t) = Fi,n. (3.25)

Тогда

hαi−1/2,nFi,n =

(

∫ ti,n

ti−1,n

Φ1/α
n dt

)α

:= Cα
i ,

и неравенство (3.24) примет вид

‖R(f,∆n)‖∞ ≥ max
1≤i≤n

Cα
i . (3.26)

Отметим, что Ci ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n) и

n
∑

i=1

Ci =

n
∑

i=1

(

∫ ti,n

ti−1,n

Φ1/α
n dt

)

=

∫ T

0

Φ1/α
n dt := C.

Из леммы 3.1.2 следует, что

max
1≤i≤n

Cα
i ≥

(C
n

)α

=
1

nα

(

∫ T

0

Φ1/α
n dt

)α

=
1

nα
‖Φn‖1/α.

Для завершения доказательства теоремы 3.2.1 остается учесть, что если
hn → 0, то (см. (3.23) и (3.17)) при n→ ∞

‖Φn − Bf‖∞ → 0,

и, следовательно,

‖Φn‖1/α → ‖Bf‖1/α = B‖f‖1/α.

Утверждения типа теоремы 3.2.1 в теории аппроксимации называ-
ются оценками снизу (в данном случае величины ‖R(f,∆n)‖∞).

Следующее утверждение дает оценку сверху величины ‖R(f,∆n)‖∞.
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Теорема 3.2.2 Пусть M, α > 0, 0 < γ < α/(1 + α), 0 < µ < γ,
f ∈ C1

[0,T ] и εn = ωγ(f, 1/n). {fn(t)}ni=1 – последовательность кусоч-

но -непрерывных на отрезке [0, T ] функций таких, что

‖f − fn‖∞ ≤Mω(f, n−µ). (3.27)

Определим последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1, (где ∆∗

n = {t∗i,n}ni=0)
следующими равенствами

∫ t∗i,n

0

(

|fn(t)|1/α + εn

)

dt =
i

n

∫ T

0

(

|fn(t)|1/α + εn

)

dt (3.28)

(i = 0, 1, . . . , n, n = 1, 2, . . .).

Пусть ξ∗i,n ∈ [t∗i−1,n, t
∗
i,n] (i = 1, 2, . . . , n) и для t ∈ [t∗i−1,n, t

∗
i,n] равно-

мерно по t и по i выполняется соотношение

R(f,∆∗
n, t) = φ(τ)(h∗i−1/2,n)

αf(ξ∗i,n) +O
(

(h∗i−1/2,n)
αω(f, h∗i−1/2,n)

)

.

(3.29)
Тогда

‖R(f,∆∗
n)‖∞ =

B
nα

‖f‖1/α (1 + o(1)) . (3.30)

Пусть некоторая неотрицательная величина ρ(∆n) зависит от раз-
биения ∆n.

Разбиение ∆∗∗
n называется наилучшим (оптимальным) для ρ(∆n),

если
inf{ρ(∆n) |∆n} = ρ(∆∗∗

n ).

Последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 называется асимптоти-

чески оптимальной для величины ρ = ρ(∆n), если при n → ∞ выпол-
няется соотношение

ρ(∆∗
n) = ρ(∆∗∗

n ) (1 + o(1)) .

Из теоремы 3.2.1 следует, что если функция f(t) непрерывна на от-
резке [0, T ], и мера множества ее нулей равна нулю (в этом случае раз-
биения, у которых hn 6→ 0 заведомо не являются оптимальными по по-
рядку и, тем более, не являются ни оптимальными, ни асимптотически
оптимальными), то

‖R(f,∆∗∗
n )‖∞ ≥ B

nα
‖f‖1/α.
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Отсюда и из теоремы 3.2.2 следует, что узлы {{t∗i,n}ni=0}∞n=1, определен-
ные равенствами (3.28) являются асимптотически оптимальными для
величины ‖R(f,∆n)‖∞.

Этот факт имеет простое и наглядное представление.
Пусть задана фиксированная непрерывная на [−1, 1] функция φ(τ).

С помощью линейной замены переводим ее на отрезок [ti−1,n, ti,n] (это
и есть φ(t)) и умножаем на число hαi−1/2,nf(ξi,n).

С некоторой малой добавкой это и есть R(f,∆n, t). Для того, что-
бы максимум модуля этой величины был (асимптотически) наимень-
шим, надо, чтобы максимумы модулей на элементарных отрезках бы-
ли примерно одинаковыми. А для этого необходимо, чтобы величины
hαi−1/2,nf(ξi,n) были примерно одинаковыми, или, что то же, чтобы при-

мерно одинаковыми были величины hi−1/2,n(f(ξi,n))
1/α. Так как функ-

ция f(t) непрерывна, а максимальная длина промежутка [ti−1,n, ti,n]
стремится к нулю, то величина (f(ξi,n))

1/α мало зависит от выбора то-
чек ξi,n.

Теперь вспомним, что по теореме 3.1.1

∫ ti,n

ti−1,n

(f(t))1/αdt = hi−1/2,n(f(ξi,n))
1/α.

Так что величина ‖R(f,∆n)‖∞ минимальна, если величины

∫ ti,n

ti−1,n

(f(t))1/αdt (i = 1, 2, . . . , n)

почти одинаковы. Последние равенства можно переписать так

∫ ti,n

0

(f(t))1/αdt =
i

n

∫ T

0

(f(t))1/αdt (i = 1, 2, . . . , n). (3.31)

Функцию (f(t))1/α и подобные ей функции в равенствах вида (3.31)
(или (3.28) будем называть функциями, управляющими сгущением уз-
лов. Более сложный вид функции, управляющей сгущением узлов в
(3.28), объясняется тем, что в качестве функции f(t) в дальнейшем бу-
дут фигурировать величины типа кривизны кривой, изменения кри-
визны кривой и им подобные. Как правило, вычислить такие вели-
чины мы точно не можем. Теорема 3.2.2 утверждает, что для нахож-
дения асимптотически оптимальной последовательности разбиений до-
статочно иметь в распоряжении даже "плохое"приближение функции
(f(t))1/α.
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Наличие в управляющей функции (3.28) величины εn (мы увидим в
дальнейшем, что ее можно заменить более простой величиной) связано с
тем, что если функция (f(t))1/α равна нулю или близка к нулю на неко-
тором интервале [α, β], то для того, чтобы величины hi−1/2,n(f(ξi,n))

1/α

были примерно одинаковыми, необходимо, чтобы длина отрезка разбие-
ния [ti−1,n, ti,n], для которого ξi,n ∈ [α, β], была большой. В этом случае
асимптотические равенства нарушаются (асимптотику можно использо-
вать лишь когдаR(f,∆n, t) → 0). Впрочем, это видно и непосредственно
из (3.31).

Действительно, если случится так, что найдется отрезок (α, β), на
котором (f(t))1/α = 0, то при любом n хотя бы один из элементарных
промежутков [t∗i−1,n, t

∗
i,n] целиком содержит отрезок [α, β], и, следова-

тельно, максимальный промежуток разбиения не стремится к нулю.

Равенства (3.28) имеют простой геометрический смысл. Во – пер-
вых, уже сейчас заметим, что в дальнейшем в качестве fn(t) у нас бу-
дут фигурировать кусочно – постоянные функции. Равенства (3.28)
утверждают, что для нахождения асимптотически оптимальной после-
довательности узлов достаточно выполнить следующие операции

1. К кусочно – постоянной функции (fn(t))
1/α прибавить добавку εn

(см. рис. 3.1);

✲

✓
✓

✓✓✴

(fn(t))
1/α + εn

Рис. 3.1:
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2. Построить монотонно – возрастающую функцию (см.рис.3.2)

Ψ(t) =

∫ t

0

(|fn(t)|1/α + εn)dt;

✲

❏
❏
❏❪

Ψ(t)

Рис. 3.2:

3. Разбиваем отрезок [0,Ψ(T )] на n равных частей точками yi =
iΨ(T )/n и находим точки пересечения прямых y = yi с графиком
функции y = Ψ(t). Проекции этих точек пересечения на отрезок
[0, T ] и есть узлы t∗i,n. (рис. 3.3).

Если функция f(t) является непрерывно – дифференцируемой на от-
резке [0, T ], то согласно (3.17) выполняется неравенство

ω

(

f,
1

nγ

)

≤ ‖f ′‖∞
1

nγ
,

в этом случае формулировку теоремы 3.2.2 можно упростить. Этот
факт можно сформулировать в следующем виде.

Следствие 3.2.3 Пусть α > 0, M > 0, 0 < γ < α/(α + 1), функция
f ∈ C1

[0,T ] такова, что мера множества ее нулей равна нулю, и по-

следовательность кусочно – непрерывных на [0, T ] функций {fn(t)}ni=1

такова, что

‖f − fn‖∞ ≤M
1

nγ
. (3.32)
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0 t∗1,nt
∗
2,n t∗n−1,n t∗n,n = T

✲

✻
Ψ(T )

Рис. 3.3:

Последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 = {{t∗i,n}ni=0}∞n=1 опреде-

лим следующими равенствами

∫ t∗i,n

0

(

|fn(t)| +
1

nγ

)1/α

dt =
i

n

∫ T

0

(

|fn(t)|+
1

nγ

)1/α

dt (3.33)

(i = 0, 1, . . . , n; n = 1, 2, . . .).

Пусть ξ∗i,n ∈ [t∗i−1,n, t
∗
i,n] (i = 1, 2, . . . , n), и для t ∈ [t∗i−1,n, t

∗
i,n] равно-

мерно по t и по i выполняется соотношение

R(f,∆∗
n, t) = φ(τ)(h∗i−1/2,n)

αf(ξ∗i,n) +O
(

(φ(τ)(h∗i−1/2,n)
α+1

)

. (3.34)

Тогда

‖R(f,∆∗
n)‖∞ ≤ B

nα
‖f‖1/α (1 + o(1)) . (3.35)

Доказательство теоремы 3.2.2 в идейном плане мало отличается
от доказательства следствия 3.2.3. Однако техника доказательства тео-
ремы на много более сложная и громоздкая (в основном из-за опериро-
вания с модулем непрерывности). В связи с этим, мы приведем полное
доказательство лишь для следствия.

Из равенств (3.33) следует, что если

Ψn =

∫ T

0

(

|fn(t)|+
1

nγ

)1/α

dt, (3.36)
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то
∫ t∗i,n

t∗
i−1,n

(

|fn(t)|+
1

nγ

)1/α

dt =

∫ t∗i,n

0

(

|fn(t)| +
1

nγ

)1/α

dt−

−
∫ t∗i−1,n

0

(

|fn(t)|+
1

nγ

)1/α

dt =
i

n
Ψn − i− 1

n
Ψn =

1

n
Ψn.

То есть
∫ t∗i,n

t∗
i−1,n

(

|fn(t)|+
1

nγ

)1/α

dt =
1

n
Ψn. (3.37)

Отсюда и из теоремы о средних значениях для интегралов следует, что
найдутся точки η∗i,n ∈ [t∗i−1,n, t

∗
i,n] такие, что

(

|fn(η∗i,n)|+
1

nγ

)1/α

h∗i−1/2,n =
1

n
Ψn

или, что то же
(

|fn(η∗i,n)|+
1

nγ

)

(h∗i−1/2,n)
α =

1

nα
Ψα

n. (3.38)

Из условия (3.32) следует асимптотическое равенство

|fn(η∗i,n)| = |f(η∗i,n)|+O

(

1

nγ

)

.

Кроме того

|f(η∗i,n)| − |f(ξ∗i,n)| ≤ |f(η∗i,n)− f(ξ∗i,n)| ≤ ω(f, |η∗i,n − ξ∗i,n|) ≤

≤ ω(f, h∗i−1/2,n),

и, следовательно, в силу неравенства (3.17), равномерно по i выполня-
ется асимптотическое равенство

|f(η∗i,n)| = |f(ξ∗i,n)|+O(h∗i−1/2,n). (3.39)

Кроме того, если

Ψ =

∫ T

0

|f(t)|1/αdt,

то в силу условия (3.32)

Ψn =

∫ T

0

(

|fn(t)|+
1

nγ

)1/α

dt ≤
∫ T

0

(

|f(t)|+ M

nγ
+

1

nγ

)1/α

dt =
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=

∫ T

0

(

|f(t)|+ M + 1

nγ

)1/α

dt.

Т.е.

Ψn ≤
∫ T

0

|f(t)|1/αdt+O

(

1

nγ

)

= Ψ+O

(

1

nγ

)

.

Аналогично устанавливается и неравенство

Ψn ≥ Ψ+O

(

1

nγ

)

.

Таким образом

Ψn = Ψ+O

(

1

nγ

)

.

Следовательно,

Ψα
n = Ψα +O

(

1

nγ

)

.

Сопоставляя соотношения (3.38) и (3.39), приходим к выводу, что рав-
номерно по i выполняется асимптотическое равенство

(

|f(ξ∗i,n)|+
1

nγ

)

(

h∗i−1/2,n

)α

=

(

Ψ

n

)α

+O

(

1

nα+γ

)

,

или (тоже равномерно по i)

|f(ξ∗i,n)|(h∗i−1/2,n)
α =

(

Ψ

n

)α

+O

(

1

nα+γ
+
(

h∗i−1/2,n

)α+1
)

. (3.40)

Перейдем теперь непосредственно к оценке величины (3.34). Для
этого прежде всего отметим, что в силу (3.17), равномерно по i выпол-
няется порядковое соотношение

ω(f, h∗i−1/2,n) = O(h∗i−1/2,n).

Следовательно,

‖R(f,∆∗
n)‖∞ = max

1≤i≤n
max

t∈[t∗
i−1,n

,t∗
i,n

]
|R(f,∆∗

n, t)| =

= max
1≤i≤n

((

max
|τ |≤1

|Ψ(τ)|
)

|f(ξ∗i,n)|(h∗i−1/2,n)
α +O

(

(h∗i−1/2,n)
α+1
)

)

=
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= max
1≤i≤n

{

B|f(ξ∗i,n)| (h∗i−1/2,n)
α +O((h∗i−1/2,n)

α+1)
}

=

= B max
1≤i≤n

{

|f(ξ∗i,n)| (h∗i−1/2,n)
α +O

(

(h∗i−1/2,n)
α+1

)}

.

Отсюда и из (3.40) следует, что найдется константа M∗ такая, что

‖R(f,∆∗)‖∞ =

= B
(

(

Ψ

n

)α

+M∗

(

(h∗i−1/2,n)
α

nγ
+

1

nα+γ
+ (h∗i−1/2,n)

α+1

))

. (3.41)

Оценим величину h∗i−1/2,n.

Из (3.40) следует, что найдется постоянная M , такая что

(

|f(ξ∗i,n)|+
1

nγ

)

(

h∗i−1/2,n

)α

=

(

‖f‖C[t∗
i−1,n

,t∗
i,n

]+

+M h∗i−1/2,n +
1

nγ

)

(h∗i−1/2,n)
α =

(

Ψ

n

)α

+O

(

1

nα+γ

)

.

Отсюда и из выбора параметра α получаем

(h∗i−1/2,n)
α =

(

Ψ

n

)α
1

‖f‖C[t∗
i−1,n

,t∗
i,n

]
+O

(

1

nα+γ

)

.

Остается доказать, что при наших предположениях о числе γ, при n→
∞ равномерно по i выполняется соотношение

(h∗i−1/2,n)
α+1 = o

(

n−α
)

. (3.42)

Докажем, что это так. Из (3.40) следует, что равномерно по i выполня-
ется неравенство

1

nγ
(h∗i−1/2,n)

α ≤
(

Ψ

n

)α

+O

(

1

nα+γ

)

.

Отсюда следует, что найдется число M∗∗ такое, что

(h∗i−1/2,n)
α ≤ (M∗∗)α/(α+1) n

γ

nα
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или

(h∗i−1/2,n)
α+1 ≤M∗∗n

γ(α+1)/α

nα+1
=
M∗∗

nα
· 1

n1−γ(α+1)/α

и, следовательно, для 0 < γ < α/(α+1) выполняется соотношение (3.42),
которое вместе с (3.41) и завершает доказательство следствия 3.2.3.

Покажем, что если функция f(t) дважды непрерывно дифференци-
руема и не обращается в ноль на промежутке [0, T ], то теорему 3.2.1
и следствие 3.2.3 можно существенно уточнить. В этом случае будет
справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.2.4 Пусть α > 0, функция f(x) – дважды непрерывно диф-
ференцируема и не имеет нулей на отрезке [0, T ], ∆n произвольное
разбиение отрезка [0, T ] такое, что hn → 0 при n → ∞, и функции
φ(τ) и ψ(τ) (τ ∈ [−1, 1]) удовлетворяют условиям теоремы 3.1.7.

Пусть, кроме того, для t ∈ [ti−1,n, ti,n] равномерно по t по i выпол-
няется соотношение

R(f,∆n, t) = φ(τ)(hi−1/2,n)
αf(ti−1/2,n)+

+ψ(τ)hα+1
i−1/2,nf

′(ti−1/2,n) +O(hα+2
i−1/2,n), (3.43)

где

ti−1/2,n = (ti−1,n + ti,n)/2.

Тогда

‖R(f,∆∗
n)‖∞ ≥ B

nα
‖f‖1/α +O

(

1

nα+2

)

.

Кроме того, если последовательность разбиений {∆∗∗
n }∞n=1 опреде-

лена равенствами

∫ t∗∗i,n

0

|f(t)|1/αdt = i

n

∫ T

0

|f(t)|1/αdt (3.44)

(i = 0, 1, . . . , n, n = 1, 2, . . .),

то

‖R(f,∆∗∗
n )‖∞ ≤ B

nα
‖f‖1/α +O

(

1

nα+2

)

. (3.45)

Здесь величины B, ‖f‖1/α и τ определяются так же, как и в тео-
реме 3.2.1
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Доказательство. Так как f(t) не обращается в ноль на промежутке
[0, T ], то, в силу теоремы 3.1.7 (см. (3.12)), при hn → 0 равномерно по i
выполняются соотношения

max
|τ |≤1

|φ(τ)f(ti−1/2,n) + ψ(τ)f ′(ti−1/2,n)hi−1/2,n| =

= |f(ti−1/2,n)|
∥

∥

∥

∥

φ+
f ′(ti−1/2,n)

f(ti−1/2,n)
hi−1/2,nψ

∥

∥

∥

∥

∞ [−1,1]

=

= B|f(ti−1/2,n)|(1 +O(h2i−1/2,n)) = B|f(ti−1/2,n)|+O(h2i−1/2,n).

Поэтому для любого разбиения ∆n такого, что hn → 0, при n → ∞
выполняются соотношения

‖R(f,∆n)‖∞ [ti−1,n,ti,n] =

= hαi−1/2,n max
|τ |≤1

|φ(t)f(ti−1/2,n) + ψ(τ)hi−1/2,hf
′(ti−1/2,n)|+O(hα+2

i−1/2,n) =

= hαi−1/2,n

(

B|f(ti−1/2,n)|+O(hαi−1/2,n)
)

+O(hα+2
i−1/2,n)

= B hαi−1/2,n|f(ti−1/2,n)|+O(hα+2
i−1/2,n),

т.е.

‖R(f,∆n)‖∞ = max
1≤i≤n

B
(

hi−1/2,n)
α|f(ti−1/2,n)|+O(hα+2

i−1/2,n)
)

. (3.46)

Если t0i,n = T i/n (i = 0, 1, . . . , n), то

‖R(f,∆0
n)‖∞ = max

1≤i≤n

(

B
(

T

n

)α

|f(t0i−1/2,n)|+O

(

1

nα+2

))

= O

(

1

nα

)

.

Кроме того, из (3.46) следует, что если

M = max
t∈[0,T ]

|f(t)|, m = min
t∈[0,T ]

|f(t)|,

то для любого разбиения ∆n и для любого 0 < ε < m при достаточно
больших n будут выполняться неравенства

B(m− ε)hn = B(m− ε) max
1≤i≤n

hαi−1/2,n ≤
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≤ ‖R(f,∆n)‖∞ ≤ B(M + ε) max
1≤i≤n

hαi−1/2,n = B(M + ε)hn.

Отсюда и из того, что ‖R(f,∆n)‖∞ = O(n−α), следует, что достаточ-
но рассмотреть лишь те последовательности разбиений {∆n}∞n=1, для
которых при n → ∞ равномерно по i выполняется асимптотическое
равенство

‖R(f,∆n)‖∞ = B max
1≤i≤n

|f(ti−1/2,n)|hαi−1/2,n +O

(

1

nα+1

)

(3.47)

и

hn = O(1/n). (3.48)

Для таких разбиений согласно формуле Тейлора

∫ ti,n

ti−1,n

|f(t)|1/αdt =
∣

∣

∣

∣

∣

∫ ti,n

ti−1,n

f(t)1/αdt

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ ti,n

ti−1,n

[

(f(ti−1/2,n))
1/α +

1

α
f(ti−1/2,n)

1/α−1f ′(ti−1/2,n)(t−

−ti−1/2,n)
]

dt
∣

∣

∣ +O(h3i−1/2,n) = |f(ti−1/2,n|1/αhi−1/2,n +O(h3i−1/2,n) =

= |f(ti−1/2,n|1/αhi−1/2,n(1 +O(h2i−1/2,n)) =

= |f(ti−1/2,n|1/αhi−1/2,n

(

1 +O

(

1

n2

))

. (3.49)

Последнее следует из того, что f(t) ≥ m > 0 для t ∈ [0, T ] и из соотно-
шения (3.48).

Таким образом, для любой асимптотически оптимальной последо-
вательности разбиений {∆n}∞n=1 (и даже оптимальной по порядку) вы-
полняется асимптотические равенства

(

∫ ti,n

ti−1,n

|f(t)|1/αdt
)α

=

=

(

|f(ti−1/2,n)|1/αhi−1/2,n

(

1 +O

(

1

n2

)))α

=

= |f(ti−1/2,n)|hαi−1/2,n

(

1 +O

(

1

n2

))

=
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= |f(ti−1/2,n)|hαi−1/2,n +O

(

hαi−1/2,n

1

n2

)

или

|f(ti−1/2,n)|hαi−1/2,n =

(

∫ ti,n

ti−1,n

|f(t)|1/αdt
)α

+O

(

1

nα+2

)

.

Отсюда и из (3.47) следует, что если выполнены условия теоремы 3.2.4,
и, последовательность разбиений {∆n}∞n=1 оптимальна хотя бы по по-
рядку (т.е. для нее ‖R(f,∆n)‖∞ = O(nα)), то

‖R(f,∆n)‖∞ = max
1≤i≤n

(

∫ ti,n

ti−1,n

|f(t)|1/αdt
)α

+O

(

1

nα+2

)

. (3.50)

Полагая

Ci =

∫ ti,n

ti−1,n

|f(t)|1/αdt (i = 1, 2, . . . , n)

в лемме 3.1.2, и, замечая, что при этом

n
∑

i=1

Ci =

n
∑

i=1

∫ ti,n

ti−1,n

|f(t)|1/αdt =
∫ T

0

|f(t)|1/αdt = ‖f‖1/α1/α,

немедленно получаем оценку снизу в теореме.
Если же узлы {{t∗∗i,n}ni=1}∞n=1 выбраны из условий (3.44), то

∫ t∗∗i,n

t∗∗
i−1,n

|f(t)|1/αdt = 1

n

∫ T

0

|f(t)|1/αdt = 1

n
‖f‖1/α1/α,

что вместе с (3.50) и доказывает оценку сверху (неравенство (3.45)), а
с ним и утверждение теоремы.

3.3 Предпосылки для интегральных метрик

Доказательство, которое не является
строгим – ничто.
А.Пуанкаре

Здесь мы приведем результаты, аналогичные результатам предыду-
щего параграфа. В нем минимизировались величины вида

max
1≤i≤n

(

f(ξi,n)h
α
i−1/2,n +O(hαi−1/2,nai,n)

)

.
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В данном параграфе мы рассмотрим задачу минимизации сумм

n
∑

i=1

(

f(ξi,n)h
α
i−1/2,n +O(hαi−1/2,nai,n)

)

.

Это позволит в дальнейшем решать задачи асимптотически оптималь-
ного выбора узлов при восстановлении кривых различными видами
сплайнов в интегральных метриках.

Мы убедились, что в основе всех результатов лежит лемма 3.1.2 и
теорема о средних значениях для интегралов. Аналогичная ситуация и
здесь. Только базой всех результатов этого параграфа является лемма
3.1.3.

Далее мы сохраняем все обозначения параграфа 3.2.
Аналог теоремы 3.2.1 для сумм дает следующее утверждение.

Теорема 3.3.1 Пусть α > 0, f ∈ C[0,T ], {∆n}∞n=1 – произвольная по-
следовательность разбиений отрезка [0, T ] такая, что

lim
n→∞

hn = 0, (3.51)

и ξi,n – произвольные точки из промежутков [ti−1,n, ti,n] (i = 1, 2, . . . , n),
а ξ = {ξi,n}ni=1.

Пусть, при n → ∞ (для t ∈ [ti−1,n, ti,n]) равномерно по i и по t
выполняются условия

R(f,∆n, t) = φ(τ)hαi−1/2,nf(ξi,n) +O(hαi−1/2,nω(f, hi−1/2,n)), (3.52)

где τ определено равенствами (3.16), а φ(τ) некоторая фиксированная
непрерывная на отрезке [−1, 1] функция.

Тогда

‖R(f,∆n)‖p ≥ Bp

nα−1
‖f‖β (1 + o(1)) , (3.53)

где β = 1/(α+ 1/p), и для любого q > 0

‖f‖q =
(

∫ T

0

|f(t)|qdt
)1/q

(3.54)

и

Bp = ‖φ‖p[−1,1] =

(∫ 1

−1

|φ(τ)|pdτ
)1/p

. (3.55)
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Доказательство. Из соотношения (3.52) следует, что найдется чис-
ло M > 0 такое, что при всех n для t ∈ [ti−1,n, ti,n]

R(f,∆n, t) ≥ maxhαi−1/2,n{φ(τ)f(ξi,n)−Mωn, 0},

где ωn = ω(f, hn) – значение модуля непрерывности функции f на мак-
симальном шаге.

Отсюда следует, что найдется число Q > 0, такое, что при всех i и
n будут выполняться соотношения

‖R(f,∆n)‖pp [ti−1,n,ti,n]
=

∫ ti,n

ti−1,n

|R(f,∆n, t)|pdt ≥

≥ hpαi−1/2,nF
p
i,n

∫ ti,n

ti−1,n

|φ(τ)|pdτ ,

где
Fi,n = max{f(ξi,n)−Qωn, 0}.

Учитывая теперь, что
∫ ti,n

ti−1,n

|φ(τ)|pdτ =

∫ ti,n

ti−1,n

|φ(h−1
i−1/2,n(2t− ti−1,n − ti,n))|pdt =

= hi−1/2,n

∫ 1

−1

|φ(τ)|pdτ = hi−1/2,nBp
p,

получаем

‖R(f,∆n)‖pp =
n
∑

i=1

‖R(f,∆n)‖pp [ti−1,n,ti,n]
≥

n
∑

i=1

Bp
pF

p
i,nh

αp+1
i−1/2,n. (3.56)

Как и в теореме 3.1.1, обозначим через Φn(t) = Φn(∆n, t) – кусочно –
постоянную функцию с узлами в точках ti,n (i = 0, 1, . . . , n), определен-
ную на интервалах [ti−1,n, ti,n] (i = 0, 1, . . . , n) равенствами

Φn(t) = Fi,n.

Тогда

F p
i,nh

αp+1
i−1/2,n =

(

∫ ti,n

ti−1,n

Φp/(pα+1)
n dt

)pα+1

:= Cpα+1
i,n .

В этом случае неравенство (3.56) примет вид

‖R(f,∆n)‖pp ≥ Bp
p

n
∑

i=1

Cpα+1
i,n . (3.57)
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Из леммы 3.1.3 следует, что

n
∑

i=1

Cpα+1
i,n ≥

(‖Φn‖ββ)pα+1

npα
=

‖Φn‖pβ
npα

.

Отсюда и из неравенства (3.57) получаем

‖R(f,∆n)‖pp ≥ Bp
p

‖Φn‖pβ
npα

и, следовательно,

‖R(f,∆n)‖p ≥ Bp
‖Φn‖β
nα

.

Для завершения доказательства теоремы остается учесть, что в силу
(3.51)

lim
n→∞

‖Φn‖β = ‖f‖β.

Аналогично следствию 3.2.3 устанавливается следующий его аналог
для сумм.

Теорема 3.3.2 Пусть M > 0, α > 0, f ∈ C1
[0,T ], 0 < γ < (pα +

1)/(pα+2) и последовательность кусочно – непрерывных на [0, T ] функ-
ций {fn}∞n=1 такова, что

‖f − fn‖∞ ≤Mn−γ , (3.58)

а последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 = {{t∗i,n}ni=0}∞n=1 определя-

ется из равенств

∫ t∗i,n

0

(

|fn(t)|+
1

nγ

)β

dt =
i

n

∫ T

0

(

|fn(t)|+
1

nγ

)β

dt (3.59)

(i = 0, 1, 2, . . . , n).

Пусть ξ∗i,n (i = 1, 2, . . . , n) – произвольные точки из промежутков
[t∗i−1,n, t

∗
i,n], соответственно, и для t ∈ [t∗i−1,n, t

∗
i,n] равномерно по t и

по i выполняется соотношение

R(f,∆∗
n, t) = φ(τ)(h∗i−1/2,n)

αf(ξ∗i,n) +O((h∗i−1/2,n)
αω(f, h∗i−1/2,n)).

Тогда

‖R(f,∆∗
n)‖p ≤ Bp

nα
‖f‖β

(

1 +O

(

1

n

))

. (3.60)
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Доказательство. Аналогично тому, как получено соотношение (3.40),
устанавливается, что если узлы t∗i,n выбраны исходя из равенств (3.59),
то при n→ ∞ равномерно по i и t выполняются соотношения

(

|f(ξ∗i,n)|p +
1

nγ

)

(h∗i−1/2,n)
pα+1 =

=

(

∫ T

0

|f(t)|p/(pα+1)dt

)pα+1

+O
(

n−pα+1+γ + (h∗i−1/2,n)
pα+2

)

=

=
‖f‖pβ
npα+1

+O
(

n−pα+1+γ + (h∗i−1/2,n)
pα+2

)

.

Аналогично (3.42) устанавливается, что если число γ таково, что 0 <
γ < (pα+ 1)/(pα+ 2), то равномерно по i имеет место асимптотическое
равенство

(h∗i−1/2,n)
pα+2 = o(n−pα−1). (3.61)

Следовательно, при n → ∞ равномерно по i будут выполняться и
следующие асимптотические равенства

(

|f(ξ∗i,n)|p +
1

nγ

)

(h∗i−1/2,n)
pα+1 =

‖f‖pβ
npα+1

(

1 +O(n−1)
)

. (3.62)

Кроме того, из (3.52) следует, что найдется число M > 0 такое, что
при n→ ∞ равномерно по t и по i будет

|R(f,∆∗
n, t)|p ≤ |φ(τ)|p(h∗i−1/2,n)

pα|f(ξ∗i,n)|p +M(h∗i−1/2,n)
pα+p =

=
1

h∗i−1/2,n

|φ(τ)|p(h∗i−1/2,n)
pα+1|f(ξ∗i,n)|p + o

(

1

npα+1

)

.

Воспользовавшись теперь соотношением(3.62), получаем, что равно-
мерно по t и по i

|R(f,∆∗
n, t)|p ≤ |φ(τ)|p 1

h∗i−1/2,n

‖f‖pβ
npα+1

(1 + o(1)) + o

(

1

npα+1

)

,

т.е. найдутся последовательности σn → 0 и δn → 0 (при n → ∞) та-
кие, что для равномерно по t и i будут выполняться асимптотические
неравенства

|R(f,∆∗
n, t)|p ≤ |φ(τ)|p 1

h∗i−1/2,n

‖f‖pβ
npα+1

(1 + δn) + σn
1

npα+1
.



204 ГЛАВА 3. ОПТИМИЗАЦИЯ УЗЛОВ СПЛАЙНОВ

Таким образом,

‖R(f,∆n)‖pp =

n
∑

i=1

‖R(f,∆n)‖pp [ti−1,n,ti,n]
≤

≤
‖f‖pβ
npα+1

(1 + δn)

n
∑

i=1

1

h∗i−1/2,n

∫ t∗i,n

t∗
i−1,n

|φ(τ)|dt +
n
∑

i=1

σn
npα+1

∫ t∗i,n

t∗
i−1,n

dt =

=
‖f‖pβ
npα+1

(1 + δn)

n
∑

i=1

∫ 1

−1

|φ(τ)|dτ +

n
∑

i=1

σn
npα+1

h∗i−1/2,n =

=
‖f‖pβ
npα+1

(1 + δn)nBp
p +

σn
npα+1

T =

(

Bp
‖f‖β
nα

)p
(

1 + δn +
σnT

‖f‖pβB
p
pn

)

,

т.е.

‖R(f,∆n)‖pp ≤
(

Bp
‖f‖β
nα

)p

(1 + o(1)) ,

что эквивалентно утверждению теоремы.

Получим теперь для сумм аналог теоремы 3.2.4.

Теорема 3.3.3 Пусть α > 0, f(x) – дважды непрерывно – дифферен-
цируемая на отрезке [0, T ] функция, которая не обращается в ноль на
этом отрезке и произвольная последовательность разбиений {∆n}∞n=1

отрезка [0, T ] такова, что

lim
n→∞

hn = 0.

Пусть, еще ti−1/2,n = (ti−1,n + ti,n)/2 и φ(t), ψ(t) – непрерывные на
отрезке [−1, 1] функции, удовлетворяющие условиям теоремы 3.1.5.

Кроме того, пусть для t ∈ [ti−1,n, ti,n] при n → ∞ равномерно по t
и по i выполняется равенство (3.43).

Тогда

‖R(f,∆n)‖p ≥ Bp

nα
‖f‖β +O

(

1

nα+2

)

. (3.63)

Если последовательность разбиений {∆∗∗
n }∞n=1 = {{t∗∗i,n}i=1

n }∞n=1 опреде-
ляется из равенств

∫ t∗∗i,n

0

|f(t)|βdt = i

n

∫ T

0

|f(t)|βdt (i = 1, 2, . . . , n), (3.64)
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то

‖R(f,∆∗∗
n )‖p ≤ Bp

nα
‖f‖β +O

(

1

nα+2

)

. (3.65)

Здесь, как и ранее, β = 1/(α+ 1/p).

Доказательство. Так как f(t) не имеет нулей на отрезке [0, T ], то в
силу теоремы 3.1.6, при n → ∞ равномерно по i будут выполняться
асимптотические равенства

1

hi−1/2,n
‖φ(τ)f(ti−1/2,n) + ψ(τ)f ′(ti−1/2,n)hi−1/2,n‖pp [ti−1,n,ti,n]

=

= |f(ti−1/2,n)|p
∫ 1

−1

|φ(t) + θi,nψ(t)hi−1/2,n|pdt =

= |f(ti−1/2,n)|p‖φ+ θi,nhi−1/2,nψ‖pp [−1,1] =

= |f(ti−1/2,n)|p(‖φ‖p [−1,1] +O(h2i−1/2,n))
p =

= |f(ti−1/2,n)|p‖φ‖pp [−1,1] +O(h2i−1/2,n) = Bp
p|f(ti−1/2,n)|p +O(h2i−1/2,n).

Здесь

θi,n =
|f ′(ti−1/2,n)|
|f(ti−1/2,n)|

.

Отсюда и из условия теоремы (из равенства (3.43)) следует, что для
любой последовательности разбиений {∆n}∞n=1 такой, что hn → 0 при
n→ ∞ справедливы соотношения

‖R(f,∆n)‖pp =

n
∑

i=1

‖R(f,∆n)‖pp [ti−1,n,ti,n]
=

=

n
∑

i=1

(

hpα+1
i−1/2,n

1

hi−1/2,n
‖φ(τ)f(ti−1/2,n)+

+ψ(τ)f(ti−1/2,n)hi−1/2,n +O(h2i−1/2,n)‖pp [ti−1,n,ti,n]

)

=

= Bp
p

n
∑

i=1

(

hpα+1
i−1/2,n|f(ti−1/2,n)|p +O

(

hpα+3
i−1/2,n

))

. (3.66)
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Аналогично тому, как это было сделано при доказательстве теоремы
3.2.4, устанавливается, что если f(t) не имеет нулей на [0, T ], то

hpα+1
i−1/2,n|f(ti−1/2,n)|p = Cpα+1

i,n +O
(

hpα+3
i−1/2,n

)

, (3.67)

где

Ci,n =

∫ ti,n

ti−1,n

|f(t)|βdt. (3.68)

Из этого соотношения следует также, что

hpα+1
i−1/2,n ≤ 1

m
Cpα+1

i,n +O
(

hpα+3
i−1/2,n

)

,

где
m = min

t∈[0,T ]
|f(t)|

(по условию теоремы m > 0). Следовательно равномерно по i

hpα+1
i−1/2,n = O

(

Cpα+1
i,n

)

и
hpα+3
i−1/2,n = O

(

Cpα+3
i,n

)

. (3.69)

Из соотношений (3.66) – (3.69) следует, что равномерно по i выпол-
няется асимптотическое равенство

‖R(f,∆n)‖pp = Bp
p

n
∑

i=1

Cpα+1
i,n

(

1 +O
(

Cpα+2
i,n

))

.

Теперь утверждение теоремы 3.3.3 следует из леммы 3.1.3, очевидного
равенства

n
∑

i=1

Ci,n =

n
∑

i=1

∫ ti,n

ti−1,n

|f(t)|βdt =
∫ T

0

|f(t)|βdt = ‖f‖ββ

и того факта, что если узлы {{t∗∗i,n}i=1
n }∞n=1 выбраны из условий (3.64),

то

C∗
i,n =

∫ t∗∗i,n

t∗∗
i−1,n

|f(t)|βdt =
∫ t∗∗i,n

0

|f(t)|βdt−
∫ t∗∗i−1,n

0

|f(t)|βdt =

=
i

n

∫ T

0

|f(t)|βdt− i− 1

n

∫ T

0

|f(t)|βdt = 1

n

∫ T

0

|f(t)|βdt =

=
1

n
‖f‖ββ =

1

n
‖f‖1/(α+1/p)

β .
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3.4 Асимптотически оптимальная интерпо-

ляция ломаными в хаусдорфовой метри-

ке

Take it easy.

Как правило, инженерные расчеты, связанные с описанием контуров
(проекций) и поверхностей деталей, основаны на замене кривой или по-
верхности, описывающей эту деталь, другой кривой или поверхностью,
близкой к исходной, но более простой и определяемой технологически-
ми особенностями конструирования или производства. Такие кривые и
поверхности в дальнейшем будем называть технологическими.

В этом параграфе мы подробно остановимся на задачах, связанных
с описанием плоских контуров. Наиболее простым и распространенным
методом описания кривых является метод кусочно – линейной аппрок-
симации, и, в частности, кусочно – линейной интерполяции. Первые
результаты в этом направлении получены еще в XVIII веке Леонардом
Эйлером. В дальнейшем этой теме было посвящено множество работ
как теоретического, так и практического направления.

При решении задач инженерной геометрии звенья ломаной (шаг ин-
терполяции) выбирались таким образом, чтобы обеспечить заданную
точность описания кривой. Этого можно добиться, например, уменьшая
шаг интерполяции. Но при этом неизбежно увеличивается число звеньев
ломаной, а, следовательно, и число кадров управляющей программы
(если речь идет о станках с ЧПУ) или линий чертежа (если речь идет о
САПРах). Кроме того, при этом длинные "почти прямые"участки кон-
тура излишне детализируются.

Особенно заметным это становится тогда, когда требуется большая
точность (малая погрешность) описания контуров, т.е. в условиях вы-
сокоточного производства.

Повышения точности описания кривой (контура) с помощью кусоч-
но – линейной аппроксимации (впрочем, как мы убедимся дальше, и
многих других способов восстановления (описания) кривых) можно до-
биться и другим путем – путем сгущения узлов интерполяции на участ-
ках большой кривизны кривой. Этому направлению также посвящено
значительное количество работ (как инженерных, так и теоретических),
связанных с оптимизацией управляющих программ для станков с ЧПУ
и графопостроителей. Один из широко используемых на практике ме-
тодов сгущения точек интерполяции на участках большой кривизны
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Рис. 3.4:

подробно описан в монографии [9]. Идейная сторона его состоит в сле-
дующем.

В начальной точке M1, заданной кривой Γ (см.рис. 3.4), вычисля-
ются (точно, если кривая Γ задана явно (т.е. уравнениями) и прибли-
женно – в противном случае) направление нормали n1 к кривой, на
которой со стороны выпуклости кривой Γ на расстоянии допустимого
отклонения ε откладывают точку M ′

1.
Из точки M ′

1 проводят касательную к кривой Γ, и через точку M1

проводят прямую параллельную этой касательной. Ближайшая спра-
ва точка пересечения (если M1 – левый конец кривой) этой прямой с
кривой Γ и есть вторая точка интерполяции. Принимаем ее за начало
отсчета кривой Γ и повторяем алгоритм.

Остановимся на достоинствах и недостатках алгоритмов, основан-
ных на этой идее.

Основным его достоинством является то, что в случае выпуклой
кривой, в результате применения этого алгоритма мы получаем лома-
ную, описывающую кривую Γ с заданной точностью ε с асимптотически
минимальным числом звеньев, а значит, соответствующая этой лома-
ной управляющая программа будет иметь асимптотически наименьшую
длину.

Алгоритм легко допускает модификации. Так, заменяя ε на 2ε, и, на-
ходя точки пересечения прямых, проходящих на одинаковом расстоянии
от касательной и хорды ( см. рис.3.5), получим наилучшую ломаную,
описывающую контур Γ.
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Соответствующая ей управляющая программа имеет асимптотиче-
ски минимальное число кадров среди всех программ, построенных
на базе кусочно – линейной аппроксимации. При заданном числе зве-
ньев погрешность аппроксимации в этом случае в два раза лучше, чем
при линейной интерполяции. Или, при заданной точности описания ε,
управляющая программа для станка с ЧПУ имеет примерно в

√
2 раз

меньше кадров, чем соответствующая "интерполяционная"управляющая
программа. То есть, при стремлении ε к нулю, число кадров n1(ε) ин-
терполяционного алгоритма асимптотически равно

√
2n0(ε), где n0(ε)

число кадров соответствующего наилучшего алгоритма.

❈
❈
❈
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Рис. 3.5:

Алгоритм легко допускает другие модификации, например, односто-
роннюю аппроксимацию (см. рис. 3.6), необходимую в случае недопу-
стимости "зарезов"детали.

Как и в случае интерполяционного алгоритма, основное достоин-
ство его модификаций – это их оптимальность. Как мы уже отмечали
ранее, алгоритм оптимальный в каком – то одном случае оказывает-
ся оптимальным и во многих других случаях. Так, например, все три
приведенных алгоритма таковы, что погрешность на каждом шаге ап-
проксимации примерно одинакова. При доводке детали это обеспечит,
в дальнейшем, равномерный износ инструмента и ритмичность его ра-
боты, что в конечном итоге продлит время их эксплуатации.

Остановимся теперь на недостатках такого рода алгоритмов.
Первым и основным недостатком, на наш взгляд, является тот факт,

что их трудно сделать универсальными. На рисунках 3.4 и 3.5 мы не
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случайно не построили точку M4, ибо для ее построения нужна моди-
фикация алгоритма. В зависимости от вида кривой необходимо преду-
смотреть модификации и уточнения алгоритма на случай пересечения
кривой Γ и прямой параллельной касательной (впрочем, как и самой
касательной) более, чем в одной точке (кроме M1), случай изменения
знака кривизны, случай "угловых"точек кривой и многие другие моди-
фикации. Все это делает окончательную программную реализацию ал-
горитма длинной и трудно обозримой. Для новых, не предусмотренных
ранее "нештатных ситуаций"потребуется постоянный контакт с разра-
ботчиками такой продукции, что неизбежно сузит круг пользователей
такой программы.

Вторым существенным недостатком такого рода алгоритмов являет-
ся то, что для их работы требуется явно или параметрически заданная
кривая. Казалось бы, что этот недостаток легко устранить, заменив
исходную кривую более простой, но хорошо описывающей ее кривой,
например, сплайном. Но и в этом случае нам пришлось бы на каждом
шаге решать трудные для программирования задачи проведения каса-
тельной из точки к кривой (сплайну) Γ и нахождения точек пересечения
прямой с кривой Γ.

В третьих, далеко не очевидным является построение подобных ал-
горитмов для случая, когда движение происходит по эквидистанте к
кривой Γ, и, тем более, когда станки с ЧПУ предусматривают движе-
ние центра фрезы как по отрезкам прямых, так и по дугам окружностей
или другим подобным траекториям. Не понятно как провести модифи-
кацию алгоритма для случая, когда исходная кривая определена в про-
странстве. Совсем не ясно как данную идею можно использовать пpи
описании поверхностей.

Уже перечисленные недостатки не позволяют надеяться на созда-
ние на этом пути универсальных алгоритмов построения управляющих
программ, особенно в условиях, когда число кадров управляющей про-
граммы достаточно велико. Последнее условие наиболее существенно в
условиях современного высокоточного производства.

Целью данного и следующего параграфов является построение асимп-
тотически оптимальных алгоритмов кусочно – линейной интерполяции
плоской кривой, которые в значительной мере свободны от перечислен-
ных выше недостатков.

Алгоритм приведенный в этом параграфе легко получить как част-
ный случай из приведенных далее алгоритмов. Например, для получе-
ния его из результатов параграфа 3.10 необходимо лишь считать равной
нулю третью координату, а чтобы получить его из результатов парагра-
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фа 3.11, необходимо (с некоторыми поправками) принять радиус фрезы
равным нулю.

M1

M2

M3

Γs
ε⑥

Рис. 3.6:

Тем не менее мы сочли необходимым рассмотреть этот вопрос от-
дельно. Это объясняется следующими причинами.

Во – первых, на этой задаче, как на модельной, мы продемонстри-
руем идеи и методы, лежащие в основе всех дальнейших наших резуль-
татов.

Во – вторых, обозначения и определения, принятые нами для реше-
ния этой задачи, имеют простую и наглядную интерпретацию.

В – третьих, математические выкладки в этом случае предельно про-
сты и не требуют (если не считать, что они используют результаты
предыдущих параграфов) никаких специальных математических зна-
ний и навыков, разве что знания формулы Тейлора, понятия кривизны,
расстояния между кривыми и умения находить расстояние от точки до
прямой.

И наконец, в – четвертых, эта задача как фундамент ляжет в осно-
вание построения всех дальнейших алгоритмов описания плоских кон-
туров с помощью кусочно – линейной аппроксимации.

Приведенные ниже алгоритмы асимптотически оптимальны, и, по-
этому, естественно, они не могут дать управляющую программу мень-
шую, чем описанный выше алгоритм и оптимальные алгоритмы. Од-
нако для больших управляющих программ они дают практически тот
же результат, что и оптимальные алгоритмы. Отличие составляют 1 –
3 кадра. Дальнейшие их достоинства и границы применимости наших
алгоритмов мы обсудим позже, когда будет ясна их идейная сторона.

Приведем несколько необходимых нам для дальнейшего определе-
ний и дополнительных построений.

Пусть задана плоская кривая Γ и допустимая погрешность ε.
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Напомним, что если

Kε(M0) = {M : |MM0| ≤ ε}

– круг радиуса ε с центром в точке M0, то множество

Kε(Γ) =
⋃

N∈Γ

Kε(N)

(объединение всех кругов радиуса ε с центрами в точках кривой Γ)
называется ε-коридором (или допустимым множеством расположения
технологических кривых) кривой Γ.

Всякую ломаную Γn (с n звеньями), интерполирующую заданную
кривую Γ в узлах (точках излома), и, лежащую в ε-коридоре кривой Γ,
назовем ε-допустимым интерполяционным режимом обработки кривой
Γ (см. рис. 3.8), а допустимый режим обработки Γn0 (Γn0 ⊂ Kε(Γ)) с
минимальным числом звеньев назовем ε-оптимальным интерполяцион-
ным режимом обработки кривой Γ (см. рис. 3.8).

При каждом фиксированном ε через n0(ε) = n0(ε,Γ) обозначим чис-
ло звеньев ε-оптимального режима обработки кривой Γ.

Ясно, что если Γ не есть отрезок прямой, то

lim
ε→O

n0(ε) = ∞.
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Наша задача состоит в нахождении таких ε-допустимых режимов
обработки, число звеньев которых равно или близко к числу n0(ε).

Для того, чтобы определиться с понятием "близко дадим опреде-
ление асимптотически оптимальных последовательностей допустимых
обработок.

Пусть для каждого ε дан допустимый режим обработки Γn∗
(ε).

Инфинитную последовательность {Γn∗
(ε)} назовем асимптотически

оптимальной для кривой Γ, если

lim
n→∞

n∗(ε)

n0(ε)
= 1

или, что то же,
n∗(ε) = n0(ε) (1 + o(1)) .

Рассмотрим двойственную к этой постановку задачи.
Наименьшее положительное число ε такое, что кривая Γ содержится

в ε-коридоре ломаной Γn обозначим через R(Γ,Γn):

R(Γ,Γn) = min{ε : Γ ⊂ Kε(Γn)}.

Задача построения оптимальных, в этом смысле, ломаных (отыска-
ние ломаных с n звеньями, обеспечивающих наименьшую погрешность
приближения) состоит в том, чтобы пpи фиксированном n точно вы-
числить величину

Rn(Γ) = min
Γn

R(Γ,Γn)

и построить соответствующую этой величине последовательность наи-
лучших интерполирующих ломаных, т.е. таких интерполяционных ло-
маных Γ0

n, что (см. рис. 3.8)

R(Γ,Γ0
n) = Rn(Γ).

Последовательность {Γ∗
n}∞n=1 (зависящую от n) назовем асимптоти-

чески оптимальной для кривой Γ последовательностью интерполяцион-
ных ломаных, если

lim
n→∞

R(Γ,Γ∗
n)

Rn(Γ)
= 1

или, что то же
R(Γ,Γ∗

n) = Rn(Γ) (1 + o(1)) .

То название (двойственная) которое мы дали последней экстремаль-
ной задаче оправдывает следующее утверждение, которое нам удобно
сформулировать в виде леммы.
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ε−оптимальная интерполяционная ломаная

Рис. 3.8:

Лемма 3.4.1 Пусть гладкая кривая Γ не имеет самопересечений, то-
гда

n0(R(Γ0
n,Γ)) = n

и

lim
ε→0

Rn0(ε)(Γ)

ε
= 1

или, что то же,

Rn0(ε) = ε+ o(ε)

и, тем более,

n∗(R(Γ∗
n,Γ)) = n+ o(n)

и

Rn∗
(ε) = ε+ o(ε).

Таким образом, с точки зрения асимптотики рассматриваемые нами
задачи эквивалентны.

В упрощенной формулировке утверждение леммы можно сформули-
ровать так. Найти интерполяционную ломаную, обеспечивающую ми-
нимальную погрешность приближения почти то же, что при заданной
погрешности приближения найти интерполяционную ломаную с мини-
мальным числом звеньев.
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Аналогичные утверждения верны и в случае негладких, и самопере-
секающихся кривых, и во многих других случаях (например, при наи-
лучшей аппроксимации ломаными, аппроксимации кусочно – окруж-
ностными кривыми, сплайнами и т.д.). Доказательства их аналогичны,
но несколько более громоздки. В то же время, с инженерной точки зре-
ния они почти очевидны. Ввиду этого мы не будем стремиться к точным
доказательствам утверждений такого рода.

Перейдем к изложению основных результатов этого параграфа.

Теорема 3.4.2 Пусть функции x(t), y(t) ∈ C3
[0,T ] определяют пара-

метрически заданную кривую Γ(t), заданы числа M > 0 и α ∈ (0, 2/3).
Для каждого n определим узлы ∆∗

n = {t∗i,n}ni=0 из условий

∫ t∗i,n

0

(Φn(t) + n−α)dt =
i

n

∫ T

0

(Φn(t) + n−α)dt (3.70)

(i = 0, 1, . . . , n),

где {Φn}∞n=1 – произвольная последовательность суммируемых на [0, T ]
функций таких, что

‖|Φn| − Φ‖∞ ≤M n−α

и

Φ(t) =

√

|x′′(t)y′(t)− x′(t)y′′(t)|
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
.

Последовательность разбиений {∆∗
n}ni=0 (или, что то же, после-

довательность интерполяционных ломаных {ℓ(Γ,∆∗
n, t)}ni=0 ) будет

асимптотически оптимальной для кривой Γ (в метрике Хаусдорфа)
и при n→ ∞ будут выполняться соотношения

inf
∆n

R(Γ, ℓ(Γ,∆n)) = R(Γ, ℓ(Γ,∆∗
n))

(

1 +O

(

1

n

))

=

=
1

8n2

(

∫ T

0

Φ(t)dt

)2

+O

(

1

n3

)

.

Легко видеть, что доказательство этой теоремы опирается на теоре-
му 2.3.3. Если ослабить условия на производные и потребовать суще-
ствования не третьих, а вторых производных x′′(t) и y′′(t), то изменится
и формулировка теоремы (см. теорему 3.2.2).
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Теорема, дающая решение двойственной задачи, т.е. задачи опре-
деления узлов интерполяционной ломаной с наименьшим количеством
звеньев, описывающих кривую Γ с заданной точностью ε будет выгля-
деть следующим образом.

Теорема 3.4.3 Пусть выполнены условия предыдущей теоремы и при
любом фиксированном ε число n = n(ε) определено равенством

n(ε) =

[

1√
8 ε

∫ T

0

Φ(t)dt

]

+ 1,

([α] – целая часть числа α) и узлы разбиения ∆∗
n = {t∗i,n}ni=0 выбра-

ны из условий (3.70), тогда при ε → ∞ последовательность ломаных
ℓ(Γ,∆∗

n, t) будет асимптотически ε-оптимальной для кривой Γ после-
довательностью интерполяционных ломаных.

Докажем теорему 3.4.2. Пусть {∆∗
n}ni=0 – произвольная последова-

тельность разбиений отрезка [0, T ] такая, что при n→ ∞ максимальная
величина шага стремится к нулю, т.е.

lim
n→∞

max
0≤i≤n−1

hi+1/2 = 0.

Здесь, как обычно, hi+1/2 = ti+1,n − ti,n (i = 0, 1, . . . , n − 1). Тогда
для t ∈ [ti,n, ti+1,n] расстояние от точки (x(t), y(t)) на кривой Γ(t) до
интерполяционной ломаной будет равно

R(Γ,∆n, t) =

=

∣

∣

∣

∣

x(t) − xi,n
xi+1,n − xi,n

− y(t)− yi,n
yi+1,n − yi,n

∣

∣

∣

∣

(√

1

(xi+1,n − xi,n)2
+

1

(yi+1,n − yi,n)2

)−1

,

или, что то же

R(Γ,∆n, t) =
|(x(t) − xi,n)(yi+1,n − yi,n)− (y(t)− yi,n)(xi+1,n − xi,n)|

√

(xi+1,n − xi,n)2 + (yi+1,n − yi,n)2
.

Кроме того, используя формулу Тейлора для величин xi,n, xi+1,n, x(t)
и yi,n, yi+1,n, y(t) в окрестностях точек (xi+1/2,n, yi+1/2,n) получаем

xi,n = xi+1/2,n − x′i+1/2,n

hi+1/2,n

2
+

1

8
x′′i+1/2,nh

2
i+1/2,n +O(h3i+1/2,n),

xi+1,n = xi+1/2,n + x′i+1/2,n

hi+1/2,n

2
+

1

8
x′′i+1/2,nh

2
i+1/2,n +O(h3i+1/2,n),
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x(t) = xi+1/2,n + x′i+1/2,n

hi+1/2,n

2
τ +

1

8
x′′i+1/2,nh

2
i+1/2,nτ

2 +O(h3i+1/2,n)

и

yi,n = yi+1/2,n − y′i+1/2,n

hi+1/2,n

2
+

1

8
y′′i+1/2,nh

2
i+1/2,n +O(h3i+1/2,n),

yi+1,n = yi+1/2,n + y′i+1/2,n

hi+1/2,n

2
+

1

8
y′′i+1/2,nh

2
i+1/2,n +O(h3i+1/2,n),

y(t) = yi+1/2,n + y′i+1/2,n

hi+1/2,n

2
τ +

1

8
y′′i+1/2,nh

2
i+1/2,nτ

2 +O(h3i+1/2,n).

Таким образом
R(Γ,∆n, t) =

=

∣

∣

∣x′′i+1/2,ny
′
i+1/2,n − y′′i+1/2,nx

′
i+1/2,n

∣

∣

∣

8
√

(x′i+1/2,n)
2 + (y′i+1/2,n)

2
h2i+1/2,n(1− τ2) +O(h3i+1/2,n) =

=
1

8
Φ2

i+1/2,nh
2
i+1/2,n(1− τ2) +O(h3i+1/2,n).

Отсюда, из теоремы 3.2.1 и следствия 3.2.3 сразу получаем утверждение
теоремы.

Теорема 3.4.4 Пусть заданная в параметрической форме кривая Γ(t) =

(x(t), y(t))
(

x(t), y(t) ∈ C3
[0,T ]

)

такова, что Φ(t) не имеет нулей на [0, T ]

и узлы ∆⋆
n = {t⋆i,n}ni=0 определены из условий

∫ t⋆i,n

0

Φ(t)dt =
i

n

∫ T

0

Φ(t)dt

(i = 0, 1, . . . , n).

Последовательность интерполяционных ломаных {ℓ(Γ,∆⋆
n, t)}ni=0 бу-

дет асимптотически оптимальной для кривой Γ (в метрике Хаусдор-
фа) и при n→ ∞ будут выполняться соотношения

inf
∆n

R(Γ, ℓ(Γ,∆n)) = R(Γ, ℓ(Γ,∆⋆
n))

(

1 +O

(

1

n2

))

=

=
1

8n2

(

∫ T

0

Φ(t)dt

)2

+O

(

1

n4

)

.
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Рис. 3.9:

Хотя говорить о гладкости ломаной нет смысла, использование сте-
пени негладкости кривой, введенное параграфе 1.1, позволяет получить
какую-то характеристику гладкости и для ломаных.

Теорема 3.4.5 Пусть параметрическая кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) удо-
влетворяет условию теоремы 3.4.2 и последовательность разбиений
{∆∗

n} определена условиями (3.70), тогда пpи n→ ∞

α(ℓ(Γ,∆∗
n), t

∗
i,n) =

A
n

√

ki,n

(

1 +O

(

1

n2

))

,

где ki,n – кривизна кривой Γ в точке Γ(t∗i,n) и

A =

∫ T

0

Φ(t)dt.

Доказательство теоремы 3.4.5. Ясно (см. рис. 3.9), что

sinα =
|ΓiΓi+1 × Γi−1Γi|
|ΓiΓi+1| |Γi−1Γi|

=

=
|(xi,n − xi−1,n)(yi+1,n − yi,n)− (yi,n − yi−1,n)(xi+1,n − xi,n)|

√

(xi+1,n − xi,n)2 + (yi+1,n − yi,n)2
√

(xi,n − xi−1,n)2 + (yi,n − yi−1,n)2
.

Нетрудно убедиться том, что

(xi,n − xi−1,n)(yi+1,n − yi,n)− (yi,n − yi−1,n)(xi+1,n − xi,n) =

=
1

2
(x′i,ny

′′
i,n − y′i,nx

′′
i,n)hi+1/2,nhi−1/2,n(hi+1/2,n + hi−1/2,n)+
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+
1

6
(x′i,ny

′′′
i,n − y′i,nx

′′′
i,n)hi+1/2,nhi−1/2,n(h

2
i−1/2,n − h2i+1/2,n) +O(h5n).

Кроме того,
1

√

(xi+1,n − xi,n)2 + (yi+1,n − yi,n)2
=

1

hi+1/2,n

√

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2

(

1+
hi+1/2,n

2

x′i,nx
′′
i,n + y′i,ny

′′
i,n

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2
+O(h3i+1/2,n)

)

,

и
1

√

(xi,n − xi−1,n)2 + (yi,n − yi−1,n)2
=

1

hi−1/2,n

√

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2

(

1− hi−1/2,n

2

x′i,nx
′′
i,n + y′i,ny

′′
i,n

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2
+O(h3i−1/2,n)

)

.

Таким образом для произвольного разбиения ∆n имеет место соотно-
шение

sinα(ℓ(Γ,∆n), ti,n) =
hi+1/2,n + hi−1/2,n

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2

[

1

2
(x′i,ny

′′
i,n − y′i,nx

′′
i,n)+

+
1

6
(x′i,ny

′′′
i,n−y′i,nx′′′i,n)(hi−1/2,n−hi+1/2,n)

](

1+
hi+1/2,n

2

x′i,nx
′′
i,n + y′i,ny

′′
i,n

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2

)

×

×
(

1− hi−1/2,n

2

x′i,nx
′′
i,n + y′i,ny

′′
i,n

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2

)

(1 +O(h2n)).

Тогда, если значения параметра t∗i,n выбраны из условия теоремы, то
рассуждая так же, как в параграфе 3.2, получаем

hi+1/2,n =
A

nΦi,n

(

1 +O

(

1

n

))

,

и

hi−1/2,n =
A

nΦi,n

(

1 +O

(

1

n

))

.

Учитывая вид функции Φ(t) и то, что при α→ 0

sinα = α+O(α3),

сразу получаем утверждение теоремы.
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3.5 Регулятор сгущения узлов

И если точно есть предопределение, то за-
чем же нам дана воля, рассудок ?
М.Ю.Лермонтов "Фаталист

Пусть нам задана в параметрическом виде гладкая плоская кривая
Γ

Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]). (3.71)

В конкретных алгоритмах вместо нее мы будем брать один из сплайнов,
подробно изученных в предыдущих главах.

Рассмотрим функцию

Φ(t) =

√

|x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)|
((x′(t))2 + (y′(t))2)1/2

. (3.72)

Функция Φ(t) в дальнейшем будет называться регулятором сгущения
узлов. Вид этой функции зависит от рассматриваемой задачи, т.е. от
характера технологической кривой (ломаная, эквидистанта, кусочно –
окружностная кривая и т.д.), от размерности задачи (плоская или про-
странственная кривая, задача восстановления поверхности) и от рас-
сматриваемой метрики.

✲

�
�✠

Φ(t)

Рис. 3.10:
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В случае аппроксимации кривой интерполяционными ломаными по-
чти очевидно, что регулятор сгущения узлов связан с кривизной кри-
вой, так как любой близкий к оптимальному алгоритм должен учиты-
вать сгущение узлов там, где кривизна кривой больше. Тот факт, что
в этом случае регулятор сгущения узлов имеет именно вид (3.72) ме-
нее очевиден. Как будет видно из дальнейшего, это связано с выбором
метрики в которой ведется восстановление. Например, (см. параграф
3.9) при восстановлении кривой в интегральной метрике хаусдорфово-
го типа вместо показателя степени 1/2 будет фигурировать показатель
степени 1/3. Выбор функции Φ(t) нам не подвластен. Он жестко детер-
минирован характером задачи. В какой – то мере идею ее возникновения
можно усмотреть из результатов параграфов 3.2 и 3.3.

Отметим, что функция Φ(t) всегда неотрицательна.
Обсудим теперь вопрос о названии функции Φ(t). Пусть узлы t0i,n

(i = 0, 1, . . . , n) выбраны из условий

∫ t0i,n

0

Φ(t)dt =
i

n

∫ T

0

Φ(t)dt. (3.73)

Положим

Ψ(t) =

∫ t

0

Φ(u)du.

Тогда Ψ(t) есть неубывающая на [0, T ] функция и условия (3.73) примут
вид

Ψ(t0i,n) =
i

n
Ψ(T ) (i = 0, 1, . . . , n). (3.74)

Равенства вида (3.73) в дальнейшем будут фигурировать во всех
наших алгоритмах и поэтому остановимся на них подробнее. Во – пер-
вых, обратим внимание на их геометрический смысл (рис. 3.12). Узлы
t0i,n получаются следующим образом: разбиваем отрезок (O,Ψ(T )) (на

вертикальной оси) на n равных частей и узлы t0i,n это проекции на го-

ризонтальную ось точек пересечения прямых y = i
nΨ(T ) с графиком

функции Ψ(t). Математически это выражается совсем просто

t0i,n = Ψ−1
( i

n
Ψ(T )

)

(i = 0, 1, . . . , n), (3.75)

где f−1 – функция, обратная к f .
Естественно, что равенство возможно использовать лишь тогда, ко-

гда Ψ(t) строго возрастает на [0, T ]. В случае, если функция Ψ(t) име-
ет участки постоянства, необходимы уточнения, которые мы приведем
позже.
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✲

Ψ(t)❏
❏

❏❪

✻
Ψ(T )

0 T

Рис. 3.11:

Как хорошо видно из рисунка 3.12 узлы t0i,n сгущаются там, где
велик градиент функции Ψ(t), т.е. там, где велика величина Φ(t). Можно
показать, что узлы t0i,n сгущены почти пропорционально величине Φ(t).

Действительно, если nα,β(Φ) ([α, β] ⊂ [0, T ]) – число узлов t0i,n по-
павших в промежуток [α, β], то

Ψ(β)−Ψ(α)

Ψ(T )
(n− 1) ≤ nα,β(Φ) ≤

Ψ(β)−Ψ(α)

Ψ(T )
(n+ 1),

т.е. при n→ ∞ выполняется асимптотическое равенство

nα,β(Φ) =
Ψ(β)−Ψ(α)

Ψ(T )
n+O(1).

Отсюда следует, что для любой точки t ∈ [0, T ) и любого числа
δ (0 < t− δ < t < t+ δ ≤ T ) имеет место соотношение

mt−δ,t+δ(Φ) =
n

Ψ(T )

∫ t+δ

t−δ

Φ(u)du+O(1).

Но тогда для непрерывной функции Φ(u) при малых δ выполняется
асимптотическое равенство

mt−δ,t+δ(Φ) =
n

Ψ(T )
2δΦ(t) + o(n δ),
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т.е. мера сгущения узлов в окрестности точки t, выбранных исходя из
равенств (3.73), почти пропорциональна (с коэффициентом пропорци-
ональности Ψ−1(T )) общему их количеству n, длине интервала 2δ и
величине Φ(t).

✲

✻

0 t∗1,n t
∗
2,n t∗n−1,n t∗n,n = T

Ψ(T )

Рис. 3.12:

Если функция Ψ(t) строго возрастает на промежутке [0, T ] и узлы
выбраны из условий (3.73), то с увеличением n максимальная длина
промежутков разбиения (максимальное расстояние между соседними
узлами) стремится к нулю. Если же Ψ(t) имеет участки постоянства, то
ясно, что это не так.

В заключение параграфа отметим, что все приведенные далее алго-
ритмы базируются на том, что оптимальные узлы выбираются исходя
из равенств вида (3.73). Меняться будет лишь вид функции Φ(t). В
каждом алгоритме это будет единственное место, где используются
неявные формулы. Эквивалентные (3.73) и (3.74) формулы (в случае
строгой монотонности функции Ψ(t) ) нельзя считать явными, так как
они требуют вычисления обратной к Ψ(t) функции). Благодаря возмож-
ности замены функции Φ(t) кусочно – постоянной функцией, достаточ-
но грубо аппроксимирующей функцию Φ(t), мы можем предположить
довольно простой и эффективный алгоритм процедуры поиска узлов
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t0i,n по функции Φ(t). Далее он будет вписан во все алгоритмы в каче-
стве одного из элементов (в программной реализации – как подпрограм-
ма). В связи с последним обстоятельством, прежде, чем переходить к
конкретным алгоритмам, мы рекомендуем тщательно ознакомиться со
всеми тонкостями приведенного в конце параграфа 3.7 алгоритма. При
этом можно рассмотреть другие аппроксимации функции Φ(t) кусоч-
но – постоянными или модифицировать сам алгоритм поиска узлов t0i,n
по предложенной нами аппроксимации. Полезно также проварьировать
n, чтобы определиться с границами применимости и скоростью работы
алгоритма.

3.6 Еще раз об идейной стороне вопроса

Repetitio est mater studiorum.

Наши рассуждения в этом параграфе будут более наглядны, если
кривую Γ(t) задать в естественной параметризации или в параметри-
зации близкой к естественной. Способы задания кривой в естественной
или близкой к естественной параметризации нами обсуждались ранее
(см. параграфы 2.4, 2.5). Здесь же лишь напомним, что для задания
плоской гладкой кривой Γ(t) = (x(t), y(t)) в естественной параметриза-
ции необходимо и достаточно, чтобы для всех t выполнялось равенство

(x′(t))2 + (y′(t))2 ≡ 1.

Для задания пространственной гладкой кривой Γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) в
естественной параметризации необходимо и достаточно, чтобы для всех
t выполнялось равенство

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 ≡ 1,

или, что то же
|Γ′(t)| ≡ 1.

В первом случае функция регулирующая узлы Φ(t), фигурирующая
в параграфе 3.6 будет иметь вид

Φ(t) =
√

|x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t)|,

т.е.
Φ(t) =

√

|k(t)|,
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где k(t) = x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t) – кривизна кривой.
Точно так же, функция Φ(t) в задаче, рассмотренной в параграфе

3.9, будет иметь вид
Φ(t) = |k(t)|1/3.

Учитывая сказанное, результаты параграфа 3.6 – 3.9 можно этот
факт резюмировать следующим образом.

Для получения асимптотически оптимального алгоритма восстанов-
ления плоской кривой при помощи интерполяционных ломаных в мет-
рике Хаусдорфа узлы ломаной необходимо сгущать пропорционально
квадратному корню из величины кривизны кривой.

Для получения асимптотически оптимального алгоритма восстанов-
ления плоской кривой при помощи интерполяционных ломаных в инте-
гральной метрике хаусдорфова типа узлы необходимо сгущать пропор-
ционально корню кубическому из величины кривизны кривой.

Таким образом, мы получим "мостик"от самой "жесткой"метрики
(метрики Хаусдорфа, где Φ(t) = |k(t)|1/2) до самой "мягкой"метрики
(интегральной, метрики хаусдорфового типа, где Φ(t) = |k(t)|1/3), то
есть, чем "мягче"метрика, тем меньше необходимо реагировать на кри-
визну.

Можно дать простое геометрическое истолкование результатов, из-
ложенных в предыдущих параграфах.

Хотя рассуждения, приведенные ниже, строго говоря, нельзя на-
звать доказательствами, их имеет смысл привести, ибо они, на наш
взгляд, проясняют суть вопроса и помогают предугадать дальнейшие
модификации и обобщения алгоритмов.

Рассмотрим маленький участок кривой Γ(t) = (x(t), y(t)). Заменим
его дугой касательной к окружности в некоторой точке ξ. Положим

k(ξ) =
1

R
,

где R – радиус этой окружности. Тогда для прогиба ε кривой Γ будет
выполняться приближенное равенство

ε(2R− ε) ≈ h2

4

или

ε ≈ h2

8R
= k

h2

8
.

Так что на каждом участке кривой погрешность аппроксимации при-
мерно равна kh2/8. Если на каком - то участке (участках) кривой по-
грешность больше, чем на остальных, мы можем укоротить звено (или
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увеличить, если погрешность слишком мала) и тем самым уменьшить
общую погрешность. Этот процесс (процесс уменьшения общей погреш-
ности без увеличения количества звеньев) становится невозможным ко-
гда погрешности на каждом участке выравниваются. Но именно этот
факт и отражают теоремы 3.4.2 – 3.4.4. Действительно, если для доста-
точно гладкой кривой, заданной в естественной параметризации, узлы
t∗i,n выбраны из условий

∫ t∗i,n

0

|k(t)|1/2dt = i

n

∫ T

0

|k(t)|1/2dt := i

n
A,

то
∫ t∗i+1,n

ti,n∗

|k(t)|1/2dt =
∫ t∗i+1,n

0

|k(t)|1/2dt−
∫ t∗i,n

0

|k(t)|1/2dt =

=
i + 1

n
A− i

n
A =

1

n
A.

Поэтому для всех i = 0, 1, . . . , n− 1

∫ t∗i+1,n

t∗
i,n

|k(t)|1/2dt = 1

n
A, A =

∫ T

0

|k(t)|1/2dt.

Но тогда, согласно формуле Тейлора (если k(t) – гладкая функция),

1

n
A =

∫ t∗i+1,n

t∗
i,n

(

|k(t∗i+1/2,n)|1/2+

+
k′(t∗i+1/2,n)

|k(t∗i+1/2,n)|1/2
(t− t∗i+1/2,n) +O(h2i−1/2,n)

)

dt,

где
t∗i+1/2,n = (t∗i,n + t∗i+1,n)/2.

Отсюда получаем

1

n
A = |k(t∗i+1/2,n)|1/2hi−1/2,n +O(h3i+1/2,n),

т.е.

|k(t∗i,n)|h2i−1/2,n =

(A
n

)2

+O(h4i−1/2,n),

где, как обычно,
h∗i+1/2,n = t∗i+1,n − t∗i,n.
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Следовательно, для всех i

|k(t∗i,n)|h2i+1/2,n

8
≈ A2

8n2
.

Аналогично обстоят дела и в интегральной метрике. В этом слу-
чае достаточно подсчитать площадь S, ограниченную интерполяцион-
ной ломаной и кругом.

Пишем

S =
πR2α

2π
− R2 sinα

2
=
R2

2
(α− sinα).

Кроме того, при малых α

sinα ≈ h

2R
и

α ≈ h

2R
.

Таким образом,

S ≈ R2α3

12
≈ R2h3

12 · 8R3
=

1

96
k(t∗i,n)h

3.

Мы свели нашу задачу к задаче минимизации величины

1

96

n
∑

i=1

k(t∗i,n)h
3
i−1/2,n =

1

96

n
∑

i−1,n

(k1/3(t∗i,n)hi−1/2,n)
3.

Минимальное (асимптотически минимальное) значение эта величи-
на принимает в случае, когда шаг разбиения hi−1/2,n пропорционален

(почти пропорционален) величине (k(t∗i,n))
1/3.

Теперь становится понятной идеология дальнейших построений. Для
того, чтобы получить наилучшую аппроксимацию ломаными, необхо-
димо указать удобный (явный) алгоритм проведения на каждом про-
межутке вместо интерполяционной ломаной отрезка прямой, лежащего
посредине между ломаной и касательной. Такой алгоритм, при том же
числе звеньев ломаной, даст результат в два раза лучше (с асимптоти-
ческой точки зрения), чем алгоритм использующий интерполяционные
ломаные.

Более того, ясно, что нам нет нужды описывать способ построения
асимптотически наилучшей ломаной. Достаточно "угадать"ее (или, с
помощью каких – то своих умозаключений, получить). Действительно,
если ломаная нам каким – то образом представлена, то для того, чтобы
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доказать, что она асимптотически наилучшая, достаточно показать, что
при одном и том же количестве звеньев, качество аппроксимации в два
раза лучше, чем у соответствующей интерполяционной ломаной.

Строить асимптотически наилучшую ломаную мы будем следующим
образом. Через точки кpивой Γ, соответствующие значениям парамет-
ра tk и tk+1 проведем прямую, а затем параллельно ей – прямую через
точку Γ((tk + tk+1)/2)− (Γ(tk) +Γ(tk+1))/2. Аналогичную операцию на
следующем промежутке. Затем найдем точку пересечения этих прямых
и выделим главный член значения ее асимптотики. Это и будет иско-
мое значение точки излома асимптотически наилучшей ломаной. После
того, как мы его найдем, можно "забыть как мы нашли это значение, и
доказательство начать со слов: "Докажем, что погрешность аппрокси-
мации равна . . . и т.д. Аналогично будет ставиться вопрос и в дальней-
шем. В связи с этим, далее мы не будем подробно описывать метод полу-
чения наилучшего аппарата приближения, а предъявлять конкретный
алгоритм построения аппроксимирующей кривой (ломаной, кусочно -
окружностной линии и пр.) и будем доказывать его асимптотическую
оптимальность.

3.7 Алгоритм линейного интерполятора

Время собирать камни и
время разбрасывать камни.
Библия

Мы уделили большое внимание теоретическому обоснованию постро-
ения асимптотически оптимальной интерполяционной ломаной. Пред-
ложенные в теоремах 3.4.2 – 3.4.4 алгоритмы не выглядят достаточно
конструктивными. В них указан способ определения узлов асимптоти-
чески оптимальной интерполяционной ломаной, но для их применения
необходимо знать не только значения параметрической кривой в некото-
рых точках, но и значения кривизны в узлах кривой. Кроме этого, метод
определения точек разбиения {t∗i,n}ni=1 промежутка изменения парамет-
ра [0, T ] тоже не выглядит достаточно просто алгоритмизируемым.

В этом параграфе мы покажем, что это не совсем так. Здесь мы при-
ведем рабочий алгоритм асимптотически оптимального линейного ин-
терполятора, построенный на основе теоремы 3.4.2. Приведенный ниже
алгоритм будет частным случаем приведенных далее алгоритмов. На-
пример, для получения алгоритма асимптотически оптимального ли-
нейного интерполятора из алгоритма, изложенного в параграфе 3.10,
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достаточно положить в нем все значения z, равными нулю.
То, что линейный интерполятор как составная часть присутствует

во многих приведенных далее алгоритмах, и обуславливает необходи-
мость его подробного рассмотрения. Кроме этого, линейный интерпо-
лятор имеет и самостоятельный интерес . Этот алгоритм можно ис-
пользовать непосредственно в САПРах, для графопостроителей.

Рассматривая задачи связанные с конструированием асимптотиче-
ски оптимальных алгоритмов, мы исходим и будем исходить из того,
что нам известны параметрические уравнения, достаточно точно опи-
сывающие гладкие участки исходной кривой. Мы не считаем это об-
стоятельство сужающим область использования алгоритмов. Вопросам
описания (в том числе и параметрического) кривых были посвящены
первые две главы книги.

Дальнейшее содержание параграфа посвящено построению дискрет-
ных аналогов всех величин, входящих в формулировку теоремы 3.4.2.
На этом пути мы приведем один из алгоритмов линейного интерполя-
тора.

Прежде всего, мы должны представить дискретный аналог самой
кривой Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]).

Методы восстановления кривых, описанные в первых двух главах,
дают нам достаточно хорошее описание кривой параметрическими урав-
нениями в параметризации близкой к естественной (см. параграфы 2.4,
2.5), что позволяет при нахождении дискретного аналога кривой Γ(t)
разбивать отрезок [0, T ] на равные части.

Уже этот первый шаг приводит нас к вопросу – на сколько частей
необходимо разбивать пpи этом отрезок [0, T ]? Т.е. какова может быть
степень дискретизации? Если взять на кривой слишком много точек, то
увеличится объем вычислительной работы, если же точек будет мало –
потеряем точность восстановления контура.

Как показывает теорема 3.4.2, для построения ε-оптимального алго-
ритма линейного интерполятора требуется по порядку примерно ε−1/2

звеньев (и, соответственно, узлов интерполяции). Так что первоначаль-
ная дискретизация должна содержать большее по порядку число точек,
к примеру, по порядку равное ε−1.

Перейдем к детальному изложению алгоритма и его анализу.
Итак, пусть заданы допустимая погрешность ε и параметрические

уравнения Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) гладкого участка исходной кри-
вой.

Прежде всего найдем степень дискретизации кривой

N = [1/ε] + 1
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([α] – целая часть числа α) и определим набор точек

xi = x

(

iT

N

)

, yi = y

(

iT

N

)

(i = 0, 1, . . . , N).

Дальнейшей нашей задачей является построение дискретного ана-
лога функции Φ – регулятора сгущения узлов.

В рассматриваемом нами случае это функция

Φ(t) =

√

|x′′(t)y′(t)− x′(t)y′′(t)|
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
.

Заметим, что основная формула

∫ t∗i,n

0

Φ(t)dt =
i

n

∫ T

0

Φ(t)dt,

определяющая асимптотически оптимальные узлы {t∗i,n}ni=0 однородна
относительно Φ(t), т.е. если функцию заменить на aΦ(t), где a – произ-
вольное положительное число, то узлы, определяемые этой формулой,
не изменятся. Эта особенность позволяет нам рассматривать в качестве
дискретных аналогов производных разности (а не разделенные разно-
сти, как обычно делается при дискретизации производных), что упро-
щает алгоритм.

В дальнейшем в качестве исходных данных будем понимать точ-
ки снимаемые со сплайна с естественной или близкой к естественной
параметризацией, например, со сплайна s∗3(Γ, t). Можно использовать
большой набор точек снимаемых сканером или копиром. В этом случае
требуется предварительное сглаживание данных. Это дает право вме-
сто дискретного аналога функции Φ(t) использовать дискретный аналог
более простого выражения:

√

|x′′(t)y′(t)− x′(t)y′′(t)|.

Дискретными аналогами производных x′i и y′i будут являться разно-
сти

∆xi−1/2 = xi − xi−1 (i = 1, 2, . . . , N)

и
∆yi−1/2 = yi − yi−1 (i = 1, 2, . . . , N).

Соответственно роль вторых производных x′′i и y′′i будут играть вто-
рые разности

∆2xi = ∆xi+1/2 −∆xi−1/2 (i = 1, . . . , N − 1)



3.7. ЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕРПОЛЯТОР 231

и
∆2yi = ∆yi+1/2 −∆yi−1/2 (i = 1, . . . , N − 1).

Недостающие разности (т.е. ∆x−1/2,∆y−1/2, а также ∆2x0,∆
2y0 и

∆2x1,∆
2y1) доопределим следующим образом (см. параграф 1.3)

∆x−1/2 = 2∆x1/2 −∆x3/2, ∆y−1/2 = 2∆y1/2 −∆y3/2

и
∆2x1 = 2∆2x2 −∆2x3, ∆2y1 = 2∆2y2 −∆2y3,

а также

∆2x0 = 3∆2x2 − 2∆2x3, ∆2y0 = 3∆2y2 − 2∆2y3.

Вычислим числа

Φi =
√

|∆2xi∆yi−1/2 −∆2yi∆xi−1/2|+
1

N
(i = 0, 1, . . . , N),

которые и дают нам дискретный аналог регулятора узлов.
Вычислим теперь дискретный аналог первообразной:

Ψ(t) =

∫ t

0

Φ(u)du.

Это будет система чисел

Ψi =
T

N

i
∑

ν=0

Φν (i = 1, 2, . . . , N),

Ψ0 = 0.

Далее, вычислим число кадров (узлов) асимптотически оптимальной
ломаной по формуле

n = [ΨNN/
√
8] + 1

и находим узлы ti (i = 1, 2, . . . , n) асимптотически оптимального раз-
биения согласно алгоритму указанному в теоремах 3.4.2 – 3.4.3

tj = (j − 1)ΨN/n−Ψk−1/Ψk + (k − 2)T/N

где индекс j таков, что

iT

N
≤ tj ≤

(i+ 1)T

N
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и
Ψk < (j − 1)ΨN/n

для k = 2, 3, . . . и i ≤ n.
Остается вычислить дискретные аналоги величин

(x(tj), y(tj)) (j = 0, 1, . . . , n).

Это будут значения

x(tj) = xi

(

i+ 1− Ntj
T

)

+ xi+1

(

Ntj
T

− i

)

,

y(tj) = yi

(

i+ 1− Ntj
T

)

+ yi+1

(

Ntj
T

− i

)

. (3.76)

Остановимся на некоторых деталях приведенного алгоритма. Преж-
де всего отметим, что, во – первых, согласно теореме 3.4.2 для построе-
ния асимптотически оптимальных узлов ti нет необходимости в излиш-
ней детализации (подобной дискретизации). Т.е. достаточно было бы
положить

N = [1/
√
ε] + 1.

В этом случае значительно сократится объем вычислений на первом
этапе (построение узлов tj). Но мы в этом случае столкнемся с тем,
что формулы (3.76) уже не будут надежно определять узлы асимпто-
тически оптимальной ломаной (они их дадут с точностью O(ε), т.е. на
уровне заданной погрешности), что недопустимо. Избежать этого мож-
но, к примеру, так.

Выберем число
N = [1/

√
ε] + 1

и вычислим узлы tj . Затем, если

tj ∈ [(i − 1)T/N, (i+ 1)T/N ],

то вычислим точку (x(tj), y(tj)) по значениям парабол, проходящих че-
рез точки xi−1, xi, xi+1 и yi−1, yi, yi+1 при t = (i−1)T/n, iT/n, (i+1)T/n,
соответственно, т.е. положим

x(tj) = xi−1
N2

2T 2

(

tj −
iT

N

)(

tj −
(i+ 1)T

N

)

−

−xi
N2

T 2

(

tj −
(i− 1)T

N

)(

tj −
(i+ 1)T

N

)

+



3.7. ЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕРПОЛЯТОР 233

+xi+1
N2

2T 2

(

tj −
(i− 1)T

N

)(

tj −
iT

N

)

,

y(tj) = yi−1
N2

2T 2

(

tj −
iT

N

)(

tj −
(i+ 1)T

N

)

−

−yi
N2

T 2

(

tj −
(i− 1)T

N

)(

tj −
(i + 1)T

N

)

+

+yi+1
N2

2T 2

(

tj −
(i − 1)T

N

)(

tj −
iT

N

)

.

Это и будут точки изломов (узлы) искомой интерполяционной ло-
маной.

Ниже приведена программная реализация на языке PASKAL алго-
ритма асимптотически оптимальной линейной интерполяции.

Program line_opt (input,output);
{Программа строит асимптотически оптимальную интерполяционную

ломаную и приводит геометрическую иллюстрацию.
Приближаемая кривая задается или в параметрическом виде или
в виде набора точек. В случае если кривая замкнута, значения
в первой и последней точках должны совпадать.}
uses graph, Crt;
const pi=3.1415926536459;

nm=390;
type arr=array[1..400] of real;
var ii,i,k,m,n,io,nl,rx,ry:integer;

ix,iy:array[1..400]of integer;
x,y,t,tz,f,fi,s,a:array [1..400] of real;
t0,tl,xmx,ymx,xmn,ymn,e,h,al,a1,eps:real;
Ch : char;
o: LongInt;
GraphDriver : integer;
GraphMode : integer;
ErrorCode : integer;
mx,my,hl,tu,xo,yo,la,mu : arr;

Procedure Initialize;
begin
Graphdriver := Detect;
InitGraph(GraphDriver, GraphMode, ’’);
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ErrorCode := GraphResult;
if ErrorCode <> grOk then
begin
Writeln(’Graphics error: ’, GraphErrorMsg(ErrorCode));
readln;
Halt(1);

end;
end;
Procedure pr(l,m,x,hl:arr;n:integer;var xm: arr);
{Вычисление коэффициентов интерполяционного кубического
сплайна, выполняющего роль теоретической кривой.}
var g,f,z,a:array [1..50] of real;

i:integer;
begin
g[1]:=0; f[1]:=0;
for i:=3 to n-2 do
begin
z[i]:=m[i]*(x[i+1]-x[i])/hl[i];
z[i]:=3*(z[i]+l[i]*(x[i]-x[i-1])/hl[i-1]); a[i]:=2;

end;
a[2]:=hl[2]*x[n+1]*(1-x[n+1])*(1-x[n+1]);
a[n-1]:=hl[n-2]*x[n+2]*x[n+2]*(x[n+2]-1);
z[2]:=x[1]-x[2]*(1+2*x[n+1])*sqr(1-x[n+1]);
z[2]:=z[2]-x[3]*sqr(x[n+1])*(3-2*x[n+1]);
z[n-1]:=x[n]-x[n-2]*sqr(1-x[n+2])*(1+2*x[n+2]);
z[n-1]:=z[n-1]-x[n-1]*sqr(x[n+2])*(3-2*x[n+2]);
for i:=2 to n-1 do
begin
f[i]:=-m[i]/(a[i]+l[i]*f[i-1]);
g[i]:=(z[i]-l[i]*g[i-1])/(a[i]+l[i]*f[i-1]);
end;
i:=n-2; xm[n-1]:=g[n-1];
while i>=1 do
begin
xm[i]:=g[i]+f[i]*xm[i+1]; i:=i-1;
end

end;
function fz(j:integer;t:real;i:integer;Z,A:arr):real;
{Вычисление значения интерполяционного кубического
сплайна в текущей точке.}
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var e:real;
begin
if j=0 then
begin
e:=z[i]*sqr(1-t)*(1+2*t)+z[i+1]*t*t*(3-2*t);
fz:=e+a[i]*hl[i]*sqr(1-t)*t-a[i+1]*hl[i]*t*t*(1-t);

end
else if j=1 then
begin
e:=6*(1-t)*t*(z[i+1]-z[i])/hl[i];
fz:=e+a[i]*(1-t)*(1-3*t)-a[i+1]*t*(2-3*t);

end
else if j=2 then
begin
e:=6*(1-2*t)*(z[i+1]-z[i])/sqr(hl[i]);
fz:=e+2*(3*t-2)*a[i]/hl[i]+2*a[i+1]*(3*t-1)/hl[i];
end
else if j=3 then
begin
e:=12*(z[i]-z[i+1])/(hl[i]*sqr(hl[i]));
fz:=e+6*(a[i]+a[i+1])/sqr(hl[i]);
end;

end;

function fx(j:integer;e:real):real;
{Вычисление абсциссы текущей точки.}

begin
io:=1;
while tu[io+1]<=e do io:=io+1;

a1:=(e-tu[io])/hl[io];
fx:=fz(j,a1,io,xo,mx);

if e>=tl then
begin
if o=1 then fx:=fz(j,1,n-2,xo,mx);
end;

end;
function fy(j:integer;e:real):real;
{Вычисление ординаты текущей точки.}

begin
fy:=fz(j,a1,io,yo,my);

if e>=tl then
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begin
if o=1 then fy:=fz(j,1,n-2,yo,my);

end;
end;

function fo(e:real):real;
{Демонстрационная параметрически заданная функция.
Абсцисса x(t)}

begin
fo:=e*sqr(1-e); {замкнутая кривая}

{fo:=e*(sin(4*pi*e)); } {незамкнутая кривая}
end;

function f1(e:real):real;
{Демонстрационная параметрически заданная функция.
Ордината y(t)}

begin
f1:=sqr(e)*(1-e); {замкнутая кривая}

{f1:=e*(cos(4*pi*e));} {незамкнутая кривая}
end;

begin
Initialize;
RestoreCrtMode;
rx:=Round(GetMaxX/2); ry:=Round(GetMaxY/4.2);
o:=1; HighVideo;
Write(’ДЕМОНСТРАЦИЯ АЛГОРИТМА АСИМПТОТИЧЕСКИ ’);
Writeln(’ОПТИМАЛЬНОЙ ЛИНЕЙНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ.’);
Writeln; LowVideo; While KeyPressed do ch:= ReadKey;
Writeln(’Нажмите клавишу Enter’); Writeln;
Write(’Если желаете ввести свои данные, ’);
Writeln(’нажмите любую другую клавишу’);
NormVideo; ch:= ReadKey; While KeyPressed do ch:= ReadKey;

if ch=#13 then
begin
ii:=0; Sound(300); Delay(100); NoSound;
end

else
begin
ii:=1; Sound(600); Delay(100); NoSound;
end;

{Ввод данных.}
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if ii=1 then
begin
Write(’Введите количество точек N=’);readln(n);writeln;
Write(’Введите значение погрешности интерполяции eps= ’);
readln(eps); Writeln(’Покоординатный ввод данных:’);
Write(’(Если кривая замкнута, то первая и последняя ’);
Writeln(’точки должны совпадать)’);
for i:=1 to n do
begin
write(’x[’,i,’]=’); read(xo[i]);
write(’y[’,i,’]=’); read(yo[i]);
writeln;
end;

end
else
begin
n:=40;
for i:=1 to n do
begin
xo[i]:=fo((i-1)/(n-1)); yo[i]:=f1((i-1)/(n-1));

end;
end;
if xo[1]=xo[n]
then if yo[1]=yo[n]
then
begin
o:=0;
for i:=1 to n do
begin
x[i+1]:=xo[i]; y[i+1]:=yo[i];

end;
xo[1]:=xo[n-1]; yo[1]:=yo[n-1];
xo[n+2]:=xo[2]; yo[n+2]:=yo[2];
for i:=2 to n+1 do
begin
xo[i]:=x[i]; yo[i]:=y[i];

end;
n:=n+2;

end;

tu[1]:=0;
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for i:=1 to n-1 do
begin

hl[i]:=sqrt(sqr(xo[i+1]-xo[i])+sqr(yo[i+1]-yo[i]));
tu[i+1]:=tu[i]+hl[i];
end;

if o=0 then
begin
t0:= tu[2]; tl:= tu[n-1];

end;
t[1]:=xo[2]; t[2]:=xo[n-1];
t[3]:=yo[2]; t[4]:=yo[n-1];
xo[2]:=xo[1]; yo[2]:=yo[1];
xo[n-1]:=xo[n]; yo[n-1]:=yo[n];
xo[1]:=t[1]; xo[n]:=t[2];
yo[1]:=t[3]; yo[n]:=t[4];
t[1]:=hl[1]/(hl[1]+hl[2]);
t[2]:=hl[n-2]/(hl[n-1]+hl[n-1]);
hl[2]:=hl[1]+hl[2]; hl[n-2]:=hl[n-1]+hl[n-2];
tu[2]:=0; tu[n-1]:=tu[n];
mu[2]:=hl[2]*sqr(t[1])*(t[1]-1); la[2]:=0;
mu[n-1]:=0; la[n-1]:=hl[n-2]*t[2]*sqr(1-t[2]);

for i:=3 to n-2 do
begin
la[i]:=hl[i]/(hl[i]+hl[i-1]); mu[i]:=1-la[i];

end;
xo[n+1]:=t[1]; xo[n+2]:=t[2];
yo[n+1]:=t[1]; yo[n+2]:=t[2];

{Получение аналитического задания кpивой в виде
интерполяционного кубического сплайна минимального дефекта.}

PR(la,mu,xo,hl,n,mx); PR(la,mu,yo,hl,n,my);
if o=1 then
begin
t0:=0; tl:=tu[n];
end;

xmn:=0; xmx:=0; ymn:=0; ymx:=0;
{Определение минимального и максимального значений координат
приближаемой кривой (для масштабирования "картинки").}

for i:=1 to nm do
begin

x[i]:=fx(0,t0+(i-1)*(tl-t0)/nm);
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y[i]:=fy(0,t0+(i-1)*(tl-t0)/nm);
if x[i]<=xmn then xmn:=x[i];
if x[i]>=xmx then xmx:=x[i];
if y[i]<=ymn then ymn:=y[i];
if y[i]>=ymx then ymx:=y[i];

end;
if ii=0 then eps:=tl/100;{ПРИМЕР}

nl:=399;
h:=(tl-t0)/nl;
for i:=1 to nl+1 do

begin
tz[i]:=t0+(i-1)*h;

end;
al:=0;

{Вычисление значений функции-регулятора узлов.}
for i:=1 to nl+1 do
begin
s[i]:=Sqr(fx(1,tz[i]))+Sqr(fy(1,tz[i]));
a[i]:=(fx(1,tz[i])*fy(2,tz[i])-fy(1,tz[i])*fx(2,tz[i]));
f[i]:=Sqrt(Sqrt(Sqr(a[i])/s[i]))+1/nl;
e:=f[i]*h; al:=al+e; fi[i]:=al;

end;
fi[1]:=0; e:=Sqrt(eps*8); m:=trunc(fi[nl+1]/e)+1; io:=m;
write(’Количество асимптотически оптимальных’);
writeln(’ узлов равно N= ’,m);
if m>399 then m:=390;

{Вычисление асимптотически оптимальных значений параметра.}
t[1]:=t0; i:=2;
for k:=2 to nl+1 do
begin
while fi[k]>=((i-1)*fi[nl+1]/m) do
begin
t[i]:=((i-1)*fi[nl+1]/m-fi[k-1])/f[k]+t0+(k-2)*h;
if i<m+2 then i:=i+1;
if i=m+1 then k:=nl+1;

end;
end;
t[m+1]:=tl; nl:=io;

write(’Значения параметров соответствующие узлам’);
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writeln(’ асимптотически оптимальной ломаной:’);
for i:=1 to m+1 do
writeln(’t(’,i,’)=’,t[i]);
HighVideo; writeln;
writeln(’ ГРАФИЧЕСКАЯ ИЛЛЮСТРАЦИЯ’);
NormVideo; writeln;
writeln(’Зеленым цветом изображена приближаемая кривая.’);
write(’Белым цветом изображена асимптотически ’);
writeln(’оптимальная интерполяционная ломаная.’);
writeln(’(Нажмите любую клавишу)’);
ch:= ReadKey; While KeyPressed do ch:= ReadKey;
for i:=1 to m+1 do

begin
x[i]:=fx(0,t[i]); y[i]:=fy(0,t[i]);

end;
SetGraphMode(0);

n:=2;
for k:=1 to n do
for i:=1 to nm+1 do
begin
e:=t0+(k-1+(i-1)/nm)*(tl-t0)/n;
ix[i]:=round(rx*(fx(0,e)-xmn)/(xmx-xmn))+10;
iy[i]:=round(ry*(fy(0,e)-ymn)/(ymx-ymn))+10;
putpixel(ix[i],iy[i],lightgreen);

end;
for i:=1 to m+1 do

begin
ix[i]:=round(rx*(x[i]-xmn)/(xmx-xmn))+10;
iy[i]:=round(ry*(y[i]-ymn)/(ymx-ymn))+10;

end;
for i:=2 to m+1 do
line(ix[i-1],iy[i-1],ix[i],iy[i]);

Ch := Readkey; closegraph; writeln(’bye’);
end.
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3.8 Асимптотически наилучшая аппроксима-

ция плоских кривых ломаными

Лучшее – враг хорошего.

Во многих задачах, связанных с программным обеспечением станков
с ЧПУ вполне хватает того аппарата восстановления кривых, который
мы рассматривали в предыдущем параграфе. В то же время, почти
очевидно, что чуть изменив ломаную (см. рис. 3.5) можно существенно
(почти в два раза) улучшить качество восстановления кривой. В этом
случае говорят о наилучшей или асимптотически наилучшей аппрокси-
мации кривой ломаными. В этом параграфе мы приведем результаты,
которые позволят построить алгоритм асимптотически наилучшей ап-
проксимации ломаными. Из этих результатов, в частности, будет следо-
вать, что при одном и том же количестве звеньев наилучшая ломаная
дает погрешность (с асимптотической точки зрения) в два раза мень-
ше, чем интерполяционная, или, что при одной и той же допустимой
погрешности обработки наименьшая управляющая программа, постро-
енная на базе наилучших ломаных, будет иметь в

√
2 кадров меньше,

чем соответствующая ей наименьшая управляющая программа, постро-
енная на базе интерполяционных ломаных.

❙
❙

❙❙♦

Γ(t)

✓
✓
✓
✓✼

ε−допустимая ломаная

Рис. 3.13:

Материал, изложенный в этом параграфе, можно условно разделить
на три части:
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1. Постановки задачи и формулировка основного результата.

2. Доказательство оценки сверху, т.е. построение наилучшего (в этом
месте мы можем только предположить это) алгоритма.

3. Доказательство оптимальности приведенного в предыдущем пунк-
те алгоритма.

Третья часть (самая сложная) содержит дополнительные построения,
связанные с получением погрешности восстановления кривой с помо-
щью кусочно – окружностных кривых. Эти результаты носят вспомо-
гательный характер в данном параграфе. Однако, в дальнейшем мы их
будем использовать и по прямому назначению – для построения опти-
мальных алгоритмов кусочно – окружностной аппроксимации. В связи
с этим, результаты связанные с кусочно – окружностной аппроксима-
цией мы изложим с достаточно подробными доказательствами.

Рассмотрим приближение кривых ломаными в хаусдорфовой (визу-
альной) метрике. Пусть, как и ранее, R(Γ1,Γ2) – хаусдорфово расстоя-
ние между кривыми Γ1 и Γ2. Напомним, что это наименьшее значение
ε, при котором кривая Γ1 лежит в ε-коридоре кривой Γ2, а кривая Γ2 –
лежит в ε-коридоре линии Γ1, т.е. (см. рис.3.13):

R(Γ1,Γ2) = min {ε : Γ1 ∈ Kε(Γ2);Γ2 ∈ Kε(Γ1)}.

Ломаную Γn(Γ) с n звеньями будем называть ε- допустимым режи-
мом обработки кривой Γn(Γ), если

R(Γ,Γn(Γ)) ≤ ε.

ε-Оптимальным режимом обработки кривой Γ назовем ε-допустимый
режим обработки с минимальным числом звеньев (в дальнейшем будем
обозначать число его звеньев через nε(Γ) или nε, если понятно о какой
кривой Γ идет речь) (см. рис.3.14).

Последовательность ε-допустимых режимов {Γn(Γ, ε)}∞n=1 будем на-
зывать ε-оптимальный последовательностью режимов обработки кри-
вой Γ, если

lim
ε→0

R(Γ,Γn(Γ, ε))

ε
= 1.

Прежде, чем переходить к изложению алгоритма построения асимп-
тотически оптимальных режимов обработки кривой и его обоснованию,
приведем несколько замечаний, помогающих понять идейную сторону
излагаемых далее алгоритмов.
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Рис. 3.14:

Для простоты изложения, рассмотрим вначале выпуклый участок
кривой Γ и асимптотически оптимальную последовательность интерпо-
ляционных ломаных, описывающих кривую Γ с точностью 2ε.

Очевидно, что для получения из этой кривой наилучшей, необходи-
мо каждое звено этой интерполяционной ломаной сместить на величину
ε в сторону приближаемой кривой Γ.

Для этого необходимо построить прямую параллельную Mi−1Mi на
расстоянии ε от прямой Mi−1Mi в сторону выпуклости кривой Γ и пря-
мую параллельную MiMi+1 на расстоянии ε от прямой MiMi+1 в сто-
рону выпуклости кривой Γ и найти точку пересечения M∗

i этих пря-
мых (см. рис.3.15). И так на каждой паре звеньев. Полученные точки
{M∗

i }n−1
i=1 являются узлами асимптотически оптимальной ломаной для

кривой Γ.

Кажущаяся простота построения этих точек обманчива. Ясно, что
при описании алгоритма построения узлов {M∗

i }n−1
i=1 ломаной, нам при-

дется столкнуться со всеми возможными случаями, в частности, с тем,
который изображен на рис.3.16. К тому же, используя такого рода по-
строения, мы теряем одно из основных преимуществ описанного ранее
алгоритма определения узлов асимптотически оптимальных интерпо-
ляционных ломаных – то, что алгоритм содержит только явные фор-
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мулы. Разрешить это противоречие поможет опять – таки асимптоти-
ческий подход. Как мы уже отмечали в параграфе 3.6, если M∗

i−1/2 –
середина звена Mi−1Mi интерполяционной ломаной, отстоящей от ин-
терполируемой кривой Γ на расстоянии 2ε, то с точностью до величин
более высокого порядка малости, чем ε, длина вектора M∗

i−1/2Mi−1/2

равна 2ε (где Mi−1/2 – середина дуги MiMi+1 кривой Γ). Таким обра-
зом, при сдвиге отрезка ломаной Mi−1Mi вдоль вектора M∗

i−1/2Mi−1/2

на расстояние |M∗
i−1/2Mi−1/2|/2 точка Mi почти совпадает с точкой M∗

i ,
а точка Mi−1 – с точкой M∗

i−1, т.е.

M∗
i ≈Mi +

1

2
(Mi−1/2 −M∗

i−1/2).

Аналогично,

M∗
i ≈Mi +

1

2
(Mi+1/2 −M∗

i+1/2).

В качестве узлов ломаной наилучшего приближения можно взять лю-
бое из этих значений, но, для более высокой устойчивости вычислений
и ввиду равноправности точек Mi−1 и Mi+1 по отношению к точке Mi,
целесообразно в качестве M∗

i взять среднее арифметическое этих вели-
чин, т.е. положить

M∗
i ≈Mi +

1

4
(Mi−1/2 −M∗

i−1/2 +Mi+1/2 −M∗
i+1/2).

Кроме того ясно, что

M∗
i−1/2 =

1

2
(Mi +Mi−1), M∗

i+1/2 =
1

2
(Mi+1 +Mi)

и, следовательно,

M∗
i ≈Mi +

1

8
(2Mi−1/2 + 2Mi+1/2 −Mi+1 − 2Mi −Mi−1). (3.77)

Таким образом мы приходим к явной формуле определения узлов
{M∗

i }ni=1.
Недостатком полученных приближенных равенств является тот факт,

что они содержат точки Mi±1/2 = (xi±1/2, yi±1/2). Чтобы избавится от
этих промежуточных значений кривой снова применим асимптотиче-
ский подход.

Согласно формуле Тейлора

xi+1/2,n = xi,n +
1

2
hi+1/2,nx

′
i,n +

1

8
h2i+1/2,nx

′′
i,n +O(h3i+1/2,n), (3.78)
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Рис. 3.15:

xi+1,n = xi,n + hi+1/2,nx
′
i,n +

1

2
h2i+1/2,nx

′′
i,n +O(h3i+1/2,n), (3.79)

и

xi−1/2,n = xi,n − 1

2
hi−1/2,nx

′
i,n +

1

8
h2i−1/2,nx

′′
i,n +O(h3i−1/2,n), (3.80)

xi−1,n = xi,n − hi−1/2,nx
′
i,n +

1

2
h2i−1/2,nx

′′
i,n +O(h3i−1/2,n), (3.81)

где hi−1/2,n – длина звена Mi−1Mi.
Поэтому

2xi−1/2,n + 2xi+1/2,n − xi−1,n − 2xi,n − xi+1,n =

= −1

4
x′′i,n(h

2
i−1/2,n + h2i+1/2,n) +O(h3i−1/2,n + h3i+1/2,n) =

= −1

2
x′′i,n

(

hi−1/2,n + hi+1/2,n

2

)2

+O

(

(

hi−1/2,n + hi+1/2,n

2

)3
)

.

Если мы повторим аналогичные рассуждения для выражения

xi+1,n − xi,n
λi

− xi,n − xi−1,n

µi
,

где

λi =
hi+1/2,n

hi+1/2,n + hi−1/2,n
µi =

hi−1/2,n

hi+1/2,n + hi−1/2,n
,
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Рис. 3.16:

то получим
xi+1,n − xi,n

λi
− xi,n − xi−1,n

µi
=

= 2x′′i,n

(

hi−1/2,n + hi+1/2,n

2

)2

+ O

(

(

hi−1/2,n + hi+1/2,n

2

)3
)

.

Таким образом, с точностью до величин O((hi−1/2,n + hi+1/2,n)
3) (а

для асимптотически оптимальных узлов это значит – с точностью до
ε
√
ε), будет выполняться равенство

x∗i,n ≈ xi,n + δxi

и, аналогично,
y∗i,n ≈ yi,n + δyi,

где

δxi = − 1

32

(

xi+1,n − xi,n
λi

− xi,n − xi−1,n

µi

)

,

δyi = − 1

32

(

yi+1,n − yi,n
λi

− yi,n − yi−1,n

µi

)

и

λi =
hi+1/2,n

hi+1/2,n + hi−1/2,n
,

µi =
hi−1/2,n

hi+1/2,n + hi−1/2,n
.

Теперь перейдем к формулировке основного результата этого пара-
графа.

Сформулируем его в виде теоремы.
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Теорема 3.8.1 Пусть функции x(t), y(t), определяющие параметриче-
ское задание кривой Γ = (x(t), y(t)), трижды непрерывно дифференци-
руемы на отрезке [0, T ], т.е. (x, y ∈ C3

[0,T ]), α – произвольное число

(0 < α < 1/4) и для произвольного ε > 0 число звеньев n = n(ε) опреде-
лим равенством

n =

[

1

4
√
ε

∫ T

0

Φ(t)dt

]

+ 1. (3.82)

Пусть, кроме того, узлы {t∗i,n}ni=0 выбраны исходя из равенств

∫ t∗i,n

0

(

Φ(t) +
1

nα

)

dt =
i

n

∫ T

0

(

Φ(t) +
1

nα

)

dt, (3.83)

где

Φ(t) =

√

|x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)|
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
.

Тогда последовательность ломаных {Γ0
n(Γ)}∞n=1 с узлами в точ-

ках M∗
i (x

∗
i,n, y

∗
i,n) будет асимптотически оптимальной для кривой Γ.

Здесь
x∗i,n = xi,n + δxi (i = 0, 1, . . . , n), (3.84)

y∗i,n = yi,n + δyi (i = 0, 1, . . . , n), (3.85)

xi,n = x(t∗i,n), yi,n = y(t∗i,n) (i = 0, 1, . . . , n),

δxi = − 1

32

(

xi+1,n − xi,n
λi

− xi,n − xi−1,n

µi

)

(i = 0, 1, . . . , n), (3.86)

δyi = − 1

32

(

yi+1,n − yi,n
λi

− yi,n − yi−1,n

µi

)

(i = 0, 1, . . . , n). (3.87)

Пpи этом

x−1,n =
1

3
(4x0,n + x1,n − 2x2,n), y−1,n =

1

3
(4y0,n + y1,n − 2y2,n),

xn+1,n =
1

3
(4xn,n+xn−1,n−2xn−2,n), yn+1,n =

1

3
(4xn,n+yn−1,n−2yn−2,n),

а также,

λi =
hi+1/2,n

hi+1/2,n + hi−1/2,n
(i = 0, 1, . . . , n),

µi =
hi−1/2,n

hi+1/2,n + hi−1/2,n
(i = 0, 1, . . . , n)
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и

hi+1/2,n = ti+1,n − ti,n (i = 0, . . . , n− 1),

h−1/2,n =
1

3
(4h1/2,n + x3/2,n − 2x5/2,n),

hn+1/2,n =
1

3
(4hn−1/2,n + xn−3/2,n − 2xn−5/2,n).

Как мы видим, узлы ломаной, построенные в теореме 3.8.1, отлича-
ются от соответствующих значений, полученных в теореме 3.4.3, лишь
малыми добавками δxi и δyi. Выбор же узлов разбиения остался без
изменений.

Здесь мы не будем приводить алгоритм нахождения асимптотиче-
ски оптимальной траектории в силу нескольких причин. Во – первых,
он очевидным образом следует из алгоритма, построенного в предыду-
щем параграфе ( достаточно лишь учесть добавки (δxi, δyi)), а, во –
вторых, потому, что он получается как частный случай из задачи об
эквидистанте (при нулевом радиусе фрезы), изложенной далее.

Отметим, что также как и алгоритм предыдущего параграфа, дан-
ный алгоритм (кроме его основного свойства – асимптотической опти-
мальности ) обладает также замечательным свойством равномерности
погрешности приближения, т.е. на каждом звене ломаная отклоняет-
ся как с одной, так и с другой стороны кривой Γ на расстояние почти
равное ε, что чрезвычайно важно для дальнейшей обработки (доводки)
контура детали.

Те рассуждения, которые мы привели для определения добавок δxi
и δyi, строго говоря, нельзя назвать доказательством (они относятся к
разряду доказательных рассуждений) и их и не обязательно было при-
водить. Мы могли бы просто предъявить вид этих добавок и строго до-
казать, что именно они и дают наилучшую аппроксимацию. В дальней-
шем иногда мы так и будем поступать, однако мы постараемся не зло-
употреблять этим приемом (иногда его называют методом вынимания
кролика из шляпы). Несмотря на то, что этот метод позволяет быстрее
всего получить требуемый результат, он лишает читателя возможности
проследить цепь умозаключений, приводящих к желаемому результату
и понять идейную сторону вопроса, а дает лишь результат в готовом
виде.

Доказательство теоремы. Здесь, как и во всех последующих слу-
чаях, нам необходимо доказать две части теоремы. С одной стороны,
требуется доказать, что предъявленный метод обеспечивает (с точно-
стью до величин более малого порядка) ε-аппроксимацию кривой Γ, а с
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другой, доказать, что никакой другой метод не может дать погрешность
аппроксимации меньшую, чем ε.

Перейдем к доказательству первой части теоремы.
Пусть узлы ломаной выбраны из условий (3.83). Для t ∈ [t∗i,n, t

∗
i+1,n]

ломаная будет иметь вид

x− x∗i,n
x∗i+1,n − x∗i,n

=
y − y∗i,n

y∗i+1,n − y∗i,n
.

Тогда расстояние от произвольной точки M(t) = (x(t), y(t)), лежащей
на дуге MiMi+1 до ломаной (звена ломаной) Γ0

n(Γ) будет вычисляться
по формуле

d(t) =
|(x(t) − x∗i,n)(y

∗
i+1,n − y∗i,n)− (y(t)− y∗i,n)(x

∗
i+1,n − x∗i,n)|

√

(x∗i+1,n − x∗i,n)
2 + (y∗i+1,n − y∗i,n)

2
. (3.88)

Исходя из способа построения координат x∗i,n и y∗i,n, и, используя
формулу Тейлора, получаем, что в окрестности точки
Mi+1/2,n(xi+1/2,n, yi+1/2,n) будут иметь место асимптотические равен-
ства

x∗i,n = xi+1/2,n − 1

2
x′i+1/2,nhi+1/2,n +

1

8
x′′i+1/2,n(h

2
i+1/2,n−

−1

8
(hi−1/2,n + hi+1/2,n)

2) + O((hi−1/2,n + hi+1/2,n)
3),

x∗i+1,n = xi+1/2,n +
1

2
x′i+1/2,nhi+1/2,n +

1

8
x′′i+1/2,n(h

2
i+1/2,n−

−1

8
(hi−1/2,n + hi+1/2,n)

2) + O((hi−1/2,n + hi+1/2,n)
3),

и

x(t) = xi+1/2,n + x′i+1/2,n(τ − 1/2)hi+1/2,n +
1

2
x′′i+1/2,n(τ − 1/2)2h2i+1/2,n+

+O(h3i+1/2,n).

Аналогично получаются соотношения для y∗i,n, y∗i+1,n и y(t). Здесь,
как обычно, τ = (t− t∗i+1/2,n)/hi+1/2,n и hi+1/2,n = 2(t∗i+1/2,n − t∗i,n).

Так как узлы {t∗i,n}nn=1 выбраны из условия (3.83), то

∫ t∗i+1,n

t∗
i,n

(

Φ(t) +
1

nα

)

dt =
A
n
, (3.89)
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где

A =

∫ T

0

(

Φ(t) +
1

nα

)

dt.

Тогда отсюда и из формулы Тейлора для функции Φ(t) в окрестно-
сти точки t∗i+1/2,n следует, что

Φ(t) = Φi+1/2,n +Φ′
i+1/2,n(τ − 1/2)hi+1/2,n +O(h2i+1/2,n).

Это позволяет записать

∫ t∗i+1,n

t∗
i,n

(

Φ(t) +
1

nα

)

dt =

(

Φi+1/2,n +
1

nα

)

hi+1/2,n +O(h3i+1/2,n) =
A
n
.

(3.90)
Кроме того, так как в силу (3.83)

hi+1/2,n
1

nα
=

∫ t∗i+1,n

t∗
i,n

1

nα
dt ≤

∫ t∗i+1,n

t∗
i,n

(

Φ(t) +
1

nα

)

dt =
A
n
,

то

hi+1/2,n ≤ A
n1−α

.

Отсюда и из (3.90) получим, что величина i-го шага разбиения будет
удовлетворять асимптотическому равенству

hi+1/2,n =
A

n
(

Φi+1/2,n + n−α
) +O

(

1

n3−2α

)

. (3.91)

Аналогично,

hi−1/2,n =
A

n
(

Φi−1/2,n + n−α
) +O

(

1

n3−2α

)

.

Отсюда и из предыдущих соотношений следует, что

x∗i+1,n − x∗i,n = x′i+1/2,nhi+1/2,n +
1

64
x′′i+1/2,n(hi−1/2,n − hi+3/2)(hi+3/2+

+2hi+1/2,n + hi−1/2,n) +O((hi−1/2,n + hi+1/2,n + hi+3/2)
3) =

=
Ax′i+1/2,n

n
(

Φi+1/2,n + n−α
) +O

(

1

n3−3α

)

(3.92)
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и

x(t) − x∗i,n = x′i+1/2,nτhi+1/2,n +
1

2
x′′i+1/2,n

[(

τ − 1

2

)2

h2i+1/2,n−

−1

4
h2i+1/2,n +

1

32
(hi−1/2,n + hi+1/2,n)

2

]

+O((hi−1/2,n + hi+1/2,n)
3) =

=
Ax′i+1/2,n

n
(

Φi+1/2,n + n−α
)τ +

A2x′′i+1/2,n

2n2
(

Φi+1/2,n + n−α
)2

[

(

τ − 1

2

)2

− 1

8

]

+

+O

(

1

n3−3α

)

.

Аналогичные соотношения получаем для величины y∗i+1,n − y∗i,n, а
также и для величины y(t)− y∗i,n. Подставляя эти значения в соотноше-
ние (3.88), и, проведя очевидные упрощения, получим

d(t) =
A2

2n2
(

Φi+1/2,n + n−α
)2

|x′′i+1/2,ny
′
i+1/2,n − x′i+1/2,ny

′′
i+1/2,n|

√

(x′i+1/2,n)
2 + (y′i+1/2,n)

2
×

×
[

(

τ − 1

2

)2

− 1

8

]

+O

(

1

n3−3α

)

=

=
A2

2n2
(

Φi+1/2,n + n−α
)2Φ

2
i+1/2,n

[

(τ − 1/2)2 − 1/8

]

+O

(

1

n3−3α

)

=

=
A2

2n2

[

(τ − 1/2)2 − 1/8

](

1 +
Ci

nα

)

,

где |Ci| ≤ C (i = 1, 2, . . . , n) и – некоторая постоянная, зависящая
только от кривой Γ. Отсюда и из выбора числа n = n(ε) (см.(3.82)),
получаем

d(t) = 8ε

[

(

τ − 1

2

)2

− 1

8

]

(1− C1,i

√
ε)(1− C2,iε

α/2) =

= 8ε

[

(

τ − 1

2

)2

− 1

8

]

(1 + C3,iε
α/2),

где |Cν,i| ≤ Cν (ν = 1, 2, 3, i = 1, 2, . . . , n) и C1, C2, C3 – постоянные,
зависящие только от кривой Γ.
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Кроме того, так как

max
τ∈[0,1]

[

(

τ − 1

2

)2

− 1

8

]

=
1

8
,

то
max

t∈[t∗
i,n

,t∗
i+1,n

]
d(t) = ε(1 +O(εα/2)),

что и доказывает первую часть теоремы, т.е. то, что алгоритм, приве-
денный в условии теоремы, описывает кривую Γ с точностью до ε, если
пренебречь величинами порядка O(εα/2)).

Доказательство второй части теоремы существенно сложнее. Этот
факт присущ всей теории оптимальных алгоритмов. Как правило, оп-
тимальный алгоритм проще просто угадать, чем доказать, что именно
он и является оптимальным. Для пользователя важно лишь то обсто-
ятельство, что он должен быть уверен, что предъявленный алгоритм
можно упрощать, модернизировать, обобщать, адаптировать к той или
иной конкретной задаче, но улучшить его нельзя. В связи с этим раз-
работчик программного обеспечения может опустить вторую часть до-
казательства теоремы без всякого ущерба для разрабатываемого алго-
ритма.

Идея доказательства второй части теоремы состоит в том, что вна-
чале мы приблизим кривую Γ кусочно – окружностной линией. Глад-
кую кривую Γ можно приблизить (см. 3.8.2) кусочно – окружностны-
ми кривыми с n звеньями с погрешностью порядка O(n−3) (заметим,
что порядок погрешности приближения ломаными не может быть выше
O(n−2)). Этот факт и поможет доказать нам вторую часть теоремы.

Выберем число
N = N(ε) = [ε−0.4] + 1

и приблизим кривую Γ кусочно – окружностной кривой с N звеньями.
Порядок приближения при этом будет равен

O(N−3) = O(ε1.2),

т.е. меньше, чем O(ε), поэтому, если ломаная Γn приближает кривую
Γ с порядком приближения O(ε), то она и кусочно – окружностную
кривую приблизит с порядком O(ε). Затем мы докажем простую лемму
о наилучшем приближении дуги окружности ломаной и воспользуемся
рассуждениями, близкими к тем, которые мы применяли при доказа-
тельстве оценок снизу в теоремах параграфа 3.2 и 3.3.

Вначале докажем лемму об аппроксимации гладкой кривой кусоч-
но – окружностными кривыми. Это утверждение понадобится нам и
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в дальнейшем для задачи отыскания асимптотически оптимальных по-
следовательностей разбиений при восстановлении кривых кусочно – окруж-
ностными линиями.

Пусть кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) задана в естественной
параметризации, и, последовательность {∆n}∞n=1, где

∆n = {ti,n}ni=0 = {0 = t0,n < t1,n < . . . < tn,n = T }

– произвольное разбиение отрезка [0, T ] такое, что

lim
n→∞

max
0≤i≤n−1

hi+1/2,n = lim
n→∞

hn = 0,

где, как и ранее,

hi+1/2,n = (ti+1,n − ti,n)/2 (i = 0, 1, 2, . . . , n− 1).

s
s s

❩
❩❩⑥ γ(Γ,∆n)

Γi,n

Γi+1/2,n

Γi+1,n

Рис. 3.17:

Каждому из разбиений ∆n поставим в соответствие кривую γ(Γ,∆n),
состоящую из дуг окружностей, каждая из которых проходит через точ-
ки Γi,n, Γi+1/2,n, Γi+1,n (см. рис.3.17), где

Γi,n = Γ(ti,n) = (xi,n, yi,n) = (x(ti,n), y(ti,n)) (i = 0, 1, . . . , n)

и

Γi+1/2,n = Γ(ti+1/2,n) =

= (xi+1/2,n, yi+1/2,n) = (x(ti+1/2,n), y(ti+1/2,n)) (i = 0, 1, . . . , n− 1).

Здесь, как и ранее,

ti+1/2,n = (ti+1,n + ti,n)/2 (i = 0, 1, 2, . . . , n− 1).
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Лемма 3.8.2 Пусть кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]), заданная в
естественной параметризации, такова, что x, y ∈ C4

[0,T ]. Тогда при
n→ ∞ равномерно по i выполняется равенство

R(Γ, γ(Γ,∆n)) =
1

72
√
3

max
1≤i≤n

[

|Fi+1/2,n|h3i+1/2,n +O(h4i+1/2,n)

]

,

где
F (t) = x′(t)y′′′(t)− y′(t)x′′′(t)

и, в частности, если
∆̄n = {iT/N}Ni=0 ,

то

R(Γ, γ(Γ, ∆̄n)) =
T 3

72
√
3N3

max
t

|F (t)|+O

(

1

N4

)

.

Доказательство. Пусть t ∈ [ti,n, ti+1,n]. Ради простоты и удобства
доказательства, положим ti,n = a, ti+1,n = b и b − a = 2h. Не нару-
шая общности рассуждений, можно считать, что a = −h и b = h. Тогда
уравнение окружности (т.е. координаты центра X,Y и радиус R), про-
ходящей через точки

(x(−h), y(−h)), (x(0), y(0)) (x(h), y(h)),

определится из системы уравнений






(X − x(−h))2 + (Y − y(−h))2 = R2,
(X − x(0))2 + (Y − y(0))2 = R2,
(X − x(h))2 + (Y − y(h))2 = R2.

Решая эту систему уравнений, легко определить координаты центра
и величину радиуса искомой окружности. Получим

X = Ax/Bx, (3.93)

где
Ax = (y(0)− y(h))

(

x2(−h)− x2(0) + y2(−h)− y2(0)
)

−
−(y(0)− y(−h))

(

x2(h)− x2(0) + y2(h)− y2(0)
)

,

Bx = 2((y(0)− y(−h))(x(0)− y(h))− (y(0)− y(h))(x(0) − x(−h)))

и
Y = Ay/By, (3.94)
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где
Ay = (x(0)− x(−h))

(

y2(h)− y2(0) + x2(h)− x2(0)
)

−

−(x(0)− x(h))(y2(−h)− y2(0) + x2(−h)− x2(0)),

By = 2((y(0)− y(−h))(x(0)− y(h))− (y(0)− y(h))(x(0) − x(−h)))

и
R =

√

(X − x(0))2 + (Y − y(0))2.

Согласно формуле Тейлора, если x
(ν)
0 = x(ν)(0), то

x(h) = x0 + x′0h+
1

2
x′′0h

2 +
1

6
x′′′0 h

3 +
1

24
x
(4)
0 h4 +O(h5) (3.95)

и

x(−h) = x0 − x′0h+
1

2
x′′0h

2 − 1

6
x′′′0 h

3 +
1

24
x
(4)
0 h4 +O(h5), (3.96)

Аналогичные асимптотические равенства верны и для y(h) и y(−h).
Учитывая теперь естественную параметризацию кривой Γ, в част-

ности, тот факт, что
(x′(t))2 + (y′(t))2 = 1

и
x′(t)x′′(t) + y′(t)y′′(t) = 0,

получаем при h→ 0

(y(0)− y(−h))(x2(h)− x2(0) + y2(h)− y2(0)) =

= 2h2
(

y′(0)− 1

2
y′′0h+

1

6
y′′′0 h

2 − 1

24
x′′′0 h

3 +O(h4)
)

×

×((x0x
′(0) + y0y

′(0)) +
1

2
h(x0x

′′
0 + y0y

′′
0 + 1)+

+
1

4
h2(x0x

′′′
0 + y0y

′′′
0 ) +

1

24
h4
(

x0x
(4)
0 + y0y

(4)
0 + x′0x

′′′
0 + y′0y

′′′
0

)

+O(h4)).

Тогда числитель Ax будет иметь вид

h3
(

(x′0y
′′
0 − x′′0y

′
0) +

1

6
h2(x′0y

(4)
0 − x

(4)
0 y′0)−

−1

3
h2(2(x′0y

′′′
0 − x′′′0 y

′
0)− 2y′0 −

1

6
h2y′0(x

′
0x

′′′
0 + y′0y

′′′
0 )− 1

3
h2y′′′0 )

)

+O(h6).
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Аналогично устанавливаем, что знаменатель Bx равен

h3
(

(x′0y
′′
0 − x′′0y

′
0) +

1

12
h2(x′0y

(4)
0 − x

(4)
0 y′0)−

−1

6
h2(x′′0y

′′′
0 − x′′′0 y

′′
0 )

)

+O(h6).

Подставляя значения Ax и Bx, после очевидных упрощений, прийдем к
асимптотическому равенству

X = x0 −
y′0 +

1
12h

2y′0(x
′
0x

′′′
0 + y′0y

′′′
0 ) + 1

6h
2y′′′0 +O(h4)

k0 +
1
12h

2F ′
0 − 1

4h
2(x′′0y

′′′
0 − x′′′0 y

′′
0 ) +O(h4)

. (3.97)

Аналогично устанавливаются следующие равенства

Y = y0 +
x′0 +

1
12h

2y′0(x
′
0x

′′′
0 + y′0y

′′′
0 ) + 1

6h
2x′′′0 +O(h4)

k0 +
1
12h

2F ′
0 − 1

4h
2(x′′0y

′′′
0 − x′′′0 y

′′
0 ) +O(h4)

и

R =

√

1 + 1
2h

2y′0(x
′
0x

′′′
0 + y′0y

′′′
0 ) +O(h4)

|k0 + 1
12h

2F ′
0 − 1

4h
2(x′′0y

′′′
0 − x′′′0 y

′′
0 ) +O(h4)| , (3.98)

где
k(t) = x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t),

и, как уже отмечали ранее,

F (t) = k′(t) = x′(t)y′′′(t)− y′(t)x′′′(t).

Пусть, теперь

ε2(t) = (x(t) −X)2 + (y(t)− Y )2 −R2.

Отсюда и из формулы Тейлора

x(ξ) = x0 + x′0ξ +
1

2
x′′0ξ

2 +
1

6
x′′′0 ξ

3 +
1

24
x
(4)
0 ξ4 +O(h5)

(где ξ ∈ [−h, h]) и аналогичного соотношения для y(ξ), получаем

ε(t) =
1

6

k0F0(h
2 − ξ2)ξ +O(h4)

k0 +
1
12h

2F ′
0 − 1

4h
2(x′′0y

′′′
0 − x′′′0 y

′′
0 ) +O(h4)

=

=
1

6
F0(h

2 − ξ2)ξ +O(h4).
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Заменив здесь ε(t) на εi(t), число −h на ti,n, число 0 на ti+1/2,n, и
число h на hi+1/2,n/2, получим

εi(t) =
1

48
Fi+1/2,n(1− τ2)τh3i+1/2,n +O(h4i+1/2,n),

где τ = 2 (t− ti+1/2,n)/hi+1/2,n.
Таким образом

R(Γ, γ(Γ,∆n)) = max
i
εi,

где
εi = max

t∈[ti,n,ti+1,n]
εi(t).

Легко видеть, что

max
|τ |≤1

|τ(1 − τ2)| = 2

3
√
3
.

Таким образом, равномерно по i

εi(t) =
1

72
√
3
Fi+1/2,nh

3
i+1/2,n +O(h4i+1/2,n)

и

R(Γ, γ(Γ,∆n)) =
1

72
√
3

max
1≤i≤n−1

[

|Fi+1/2,n|h3i+1/2,n +O(h4i+1/2,n)
]

.

Отсюда и следует утверждение леммы.

Замечание 3.8.3 Если условие x, y ∈ C4
[0,T ] в лемме 3.8.2 заменить

условием x, y ∈ C5
[0,T ] то равномерно по i и по t будут выполняться

более точные асимптотические равенства

εi(t) =
1

48
Fi+1/2,n(1− τ2)τh3i+1/2,n + ψi+1/2,n(1− τ2)(3 − τ2)h4i+1/2,n+

+O(h5i+1/2,n)

где τ = 2 (t− ti+1/2,n)/hi+1/2,n и ψ(t) = ψ(Γ, t).

Это утверждение устанавливается аналогично предыдущему.

Обозначим через l(Γi,n,Γi+1/2,n,Γi+1,n) длину дуги окружности ко-
торая проходит через точки Γi,n, Γi+1/2,n, Γi+1,n, и, как и ранее, пусть
Ri+1/2,n – радиус этой окружности.
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Кроме того, положим

qi+1/2,n(Γ) =
l(Γi,n,Γi+1/2,n,Γi+1,n)

4
√

Ri+1/2,n

.

Приведем вспомогательное утверждение, необходимое нам в даль-
нейшем.

Лемма 3.8.4 Пусть кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) такова, что
x, y ∈ C4

[ti,n,ti+1,n]
. Тогда при n → ∞ равномерно по i выполняется ра-

венство

qi+1/2,n(Γ) =
1

4
hi+1/2,nΦi+1/2,n(1 +O(h2i+1/2,n)).

В частности, если разбиение

{ti,N}Ni=0 = {iT/N}Ni=0

равномерное, то

qi+1/2,N (Γ) =
T

2N
Φi+1/2,N (1 +O(N−2)),

где, как и ранее,

Φ(t) =

√

|x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t)|
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
.

Доказательство. Ясно, что если ϕi+1/2,n – центральный угол, стяги-
вающий дугу окружности, проходящей через точки Γi,n, Γi+1/2,n, Γi+1,n

и Ri+1/2,n – ее радиус, то

l(Γi,n,Γi+1/2,n,Γi+1,n) = ϕi+1/2,nRi+1/2,n.

Таким образом,

qi+1/2,n(Γ) =
l(Γi,n,Γi+1/2,n,Γi+1,n)

4
√

Ri+1/2,n

=

=
ϕi+1/2,nRi+1/2,n

4
√

Ri+1/2,n

=
1

4
ϕi+1/2,n

√

Ri+1/2,n. (3.99)

Как и ранее, без ущерба для строгости доказательства, можно счи-
тать, что

Γi,n = (xi,n, yi,n) = (x(−h), y(−h)),
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Γi+1,n = (xi+1,n, yi+1,n) = (x(h), y(h))

и
Γi+1/2,n = (xi+1/2,n, yi+1/2,n) = (x(0), y(0)) = (x0, y0),

где h – длина дуг окружности Γi,nΓi+1/2,n и Γi+1/2,nΓi+1,n.
Как легко видеть (см. рис.3.18)

s ssΓ(t)

Γi

Γi+1Γi+1/2

α

β

ϕ

θ

Рис. 3.18:

6 ϕ = 2π − (2 6 α+ 2 6 θ) = 2(π − (6 α+ 6 θ)),

где 6 α – угол между вектором, соединяющим центр окружности и точку
Γi,n, и вектором Γi,nΓi+1/2,n и 6 θ – угол между вектором, соединяющим
центр окружности и точку Γi+1,n и вектором Γi+1,nΓi+1/2,n.

Если 6 β – угол между векторами Γi,nΓi+1/2,n и Γi+1/2,nΓi+1,n, то он
дополняет 6 α + 6 θ до π). Тогда 6 β = π − (6 α + 6 θ). Отсюда получаем
6 ϕ = 2 6 β. Из векторной алгебры известно, что

sinβ =
|Γi,nΓi+1/2,n × Γi+1/2,nΓi+1,n|
|Γi,nΓi+1/2,n| |Γi+1/2,nΓi+1,n|

,

где a×b – векторное произведение векторов a и b, а |a| – длина вектора
a. В координатной форме это будет выглядеть так

sinβ =
|(x0 − x(−h))(y(h) − y0)− (y0 − y(−h))(x(h) − x0)|

√

(x0 − x(−h))2 + (y0 − y(−h))2
√

(x(h) − x0)2 + (y(h)− y0)2
.

(3.100)
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Так как, по условию, x и y имеют четыре непрерывные производные, то
используя формулы Тейлора в окрестности точки x0 (см.(3.95) и (3.96)),
найдем более удобный для использования вид числителя

|(x0 − x(−h))(y(h)− y0)− (y0 − y(−h))(x(h)− x0)| =

=
∣

∣

∣

(

x′0h− 1

2
x′′0h

2 +
1

6
x′′′0 h

3 − 1

24
x
(4)
0 h4 +O(h5)

)

×

×
(

y′0h+
1

2
y′′0h

2 +
1

6
y′′′0 h

3 +
1

24
y
(4)
0 h4 +O(h5)

)

−

−
(

x′0h+
1

2
x′′0h

2 +
1

6
x′′′0 h

3 +
1

24
x
(4)
0 h4 +O(h5)

)

×

×
(

y′0h− 1

2
y′′0h

2 +
1

6
y′′′0 h

3 − 1

24
y
(4)
0 h4 +O(h5)

)

∣

∣

∣.

Раскрывая скобки, проведем очевидные упрощения. Тогда числитель
примет вид

h3
∣

∣

∣

∣

(x′0y
′′
0 − x′′0y

′
0) +

h2

12
((x′0y

(4)
0 − x

(4)
0 y′0)− 2(x′′0y

′′′
0 − x′′′0 y

′′
0 ))

∣

∣

∣

∣

+O(h6).

Перейдем к рассмотрению знаменателя. Для этого вначале преобра-
зуем подкоренное выражение

(x0 − x(−h))2 + (y0 − y(−h))2 =

(

x′0h− 1

2
x′′0h

2 +
1

6
x′′′0 h

3 +O(h4)

)2

+

+

(

y′0h− 1

2
y′′0h

2 +
1

6
y′′′0 h

3 +O(h4)

)2

= h2((x′0)
2 + (y′0)

2)−

−h3(x′0x′′0 + y′0y
′′
0 ) + h4

(

1

4
((x′′0 )

2 + (y′′0 )
2

)

+
1

6
(x′0x

′′′
0 + y′0y

′′′
0 )) +O(h5)

и
(x(h)− x0)

2 + (y(h)− y0)
2 = h2

(

(x′0)
2 + (y′0)

2
)

+

+h3
(

x′0x
′′
0 + y′0y

′′
0

)

+ h4
(

1

4

(

(x′′0 )
2 + (y′′0 )

2
)

+
1

6

(

x′0x
′′′
0 + y′0y

′′′
0

)

)

+O(h5).

Тогда знаменатель можно записать в виде

h2((x′0)
2 + (y′0)

2) + C∗ h4,
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где |C∗| < C и C – постоянная, зависящая только от кривой Γ(t) =
(x(t), y(t)). Подставляя полученные значения числителя и знаменателя
в равенство (3.100) и проводя некоторые упрощения, получаем

β =
h|x′0y′′0 − x′′0y

′
0|

(x′0)
2 + (y′0)

2
+O(h2).

Таким образом, центральный угол стягивающий дугу, проходящую че-
рез точки (x(−h), y(−h)), (x0, y0) и (x(h), y(h)), с точностью до h2, будет
равен величине

2h|x′0y′′0 − x′′0y
′
0|

(x′0)
2 + (y′0)

2
. (3.101)

Для завершения доказательства заметим, что с точностью до O(h)
можно в качестве R взять радиус кривизны кривой Γ(t) в точке (x0, y0),
т.е.

R =
((x′0)

2 + (y′0)
2)3/2

|x′0y′′0 − x′′0y
′
0|

(1 +O(h)). (3.102)

Используя (3.101) и (3.102) в (3.99), получаем

q =
1

4
ϕ
√
R =

h

2

√

|x′0y′′0 − x′′0y
′
0|

√

(x′0)
2 + (y′0)

2
+O(h2) =

h

2
Φ0 +O(h2).

Заменяя h на hi+1/2,n/2, а Φ0 на Φi+1/2,n, получаем утверждение леммы
3.8.4.

Лемма 3.8.5 Пусть γ – дуга окружности радиуса R. Если отрезок
прямой длины lε лежит в ε-коридоре дуги γ, то

lε ≤ 4
√
Rε.

Доказательство. Рассмотрим отрезок прямой максимальной длины
Lε, лежащий в ε-коридоре Kε(γ) (см. рис.3.19).

Нетрудно видеть, что его длина Lε выражается равенством

Lε = 2(R+ ε) sin
ϕ

2
,

где угол ϕ такой, что

cos
ϕ

2
=
R− ε

R+ ε
.

Тогда

sin
ϕ

2
=

√

1− cos2
ϕ

2
=

√

1−
(

R− ε

R+ ε

)2

=
2
√
Rε

R+ ε
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ϕ

ε

ε
γ

Рис. 3.19:

и максимальная длина отрезка, который может поместиться в коридоре
Kε(γ), будет выражена равенством

Lε = 4
√
Rε.

Следовательно, длина lε любого другого отрезка, лежащего в коридоре
Kε(G) будет меньше, т.е. будет удовлетворять неравенству

lε ≤ 4
√
Rε.

Доказательство оставшейся части теоремы 3.8.1 следует из леммы
3.8.2 и следующего ниже утверждения.

Лемма 3.8.6 Пусть γ – дуга окружности радиуса R и длиной l(γ).
Если ℓn – ломаная, такая, что хаусдорфово расстояние между этой
ломаной и дугой не превосходит данного значения ε

R(γ, ℓn) ≤ ε,

то

n ≥ l(γ)

4
√
Rε

(1 +O(
√
ε).
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Доказательство. Из предыдущей леммы имеем

l(γ) ≤ n l(ℓn) + 2ε ≤ 4n
√
Rε+ 2ε.

Отсюда сразу получаем неравенство

n ≥ l(γ)− 2ε

4
√
Rε

=
l(γ)

4
√
Rε

(1 +O(
√
ε)).

Основываясь на изложенных выше вспомогательных утверждениях,
докажем оценку снизу в теореме 3.8.1.

Пусть параметрически заданная кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ])
удовлетворяет условию теоремы 3.8.1. Рассмотрим разбиение

∆̄N =

{

iT

N

}N

i=0

,

где
N = [ε−0.4] + 1,

а ε – заданная погрешность аппроксимации.
Тогда по лемме 3.8.2, если γ(Γ, ∆̄N ) – кусочно – окружностная функ-

ция, которая для t ∈ [i T/N, (i+1)T/N ] совпадает с окружностью, про-
ходящей через точки

Γi,N = Γ(i T/N), Γi+1/2,N = Γ((2i+ 1)T/(2N)),

Γi+1,N = Γ((i + 1)T/N),

и ломаная Γn = Γn(Γ) такая, что хаусдорфово расстояние между этой
ломаной и кривой Γ не превосходит заданного значения ε, т.е.

R(Γ,Γn) ≤ ε,

то при ε→ 0 имеет место оценка

R(γ(Γ, ∆̄N ),Γn) ≤ ε (1 + o(1)) .

Если ni - число звеньев ломаной Γn(Γ), то в силу лемм 3.8.4 и 3.8.6,
получаем

ni ≥
T

4N
√
ε
Φi+1/2,n(1 +O(

√
ε)).

Кроме того, использование формулы Тейлора, приводит нас к равенству

∫ (i+1)T/N

iT/N

Φ(t)dt =

∫ (i+1)T/N

iT/N

(

Φi+1/2,n + Φ′
i+1/2,N

(

t−
(

i+
1

2

)

T

N

)

+
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+Φ′′(ξi,N )

(

t−
(

i+
1

2

)

T

N

)2
)

dt,

где ξi,N ∈ [iT/N, (i+ 1)T/N ]. Отсюда следует, что

∫ (i+1)T/N

iT/N

Φ(t)dt =
T

N
Φi+1/2,N +

2T 3

3N3
Φ′′(ξi,N ).

Следовательно,

T

N
Φi+1/2,N =

∫ (i+1)T/N

iT/N

Φ(t)dt +O(N−3).

Таким образом, число звеньев n ломаной Γn будет удовлетворять
неравенству

n ≥ 1

4
√
ε

N−1
∑

i=0

∫ (i+1)T/N

iT/N

Φ(t)dt+O(N
√
ε).

Отсюда и из того, что N = [ε−0.4] + 1, получаем

n ≥ 1

4
√
ε

∫ T

0

Φ(t)dt+O(ε0.1),

что и завершает доказательство.

3.9 Оптимальное восстановление плоских кри-

вых ломаными в интегральной метрике

Геометрия – от греч. γη̃ – земля и
µετρέω – мерю. Произошла от необхо-
димости вычисления площадей.
БСЭ т.10 с.533

В предыдущих параграфах отмечено, что многие задачи оптимиза-
ции траектории движения инструмента сводятся к задаче восстановле-
ния кривой ломаными так, чтобы нигде на контуре погрешность при-
ближения (ошибка описания или допуск обработки) не превосходила
заданной допустимой величины ε. Как правило, в точном машиностро-
ении необходима дальнейшая обработка детали. Это может быть шли-
фовка либо какая – то иная лекальная доводка. В ряде случаев затраты
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на эти операции обходятся дороже или соизмеримы с затратами на пер-
воначальную обработку. В этом случае можно исходить из того, что
затраты на доводку изделия пропорциональны количеству материала,
снимаемого с детали во время доводки. Таким образом первоначаль-
ное описание контура кривой должно быть, во – первых, таким, чтобы
ломаная лежала почти (с точностью до величин более малых) с одной
стороны контура, а, во – вторых, чтобы площадь фигуры, ограничен-
ной контуром и аппроксимирующей ломаной, не превышала заданной
величины ε.

❇
❇◆

Γ(t)

❳❳❳❳③
ε−

Рис. 3.20:

Пусть, вначале, Γ – замкнутая кривая. Обозначим через K(Γ) об-
ласть, ограниченную кривой Γ. Ломаную Γ+

ε (Γ) будем называть ε+-
допустимой в интегральной метрике, если Γ+

ε (Γ) ∈ K(Γ), и, площадь
фигуры, ограниченной ломаной Γ+

ε и кривой Γ не превосходит задан-
ной погрешности ε.

Аналогично, ломаную Γ−
ε (Γ) будем называть ε−-допустимой в инте-

гральной метрике, если Γ−
ε ∈ ℜ\K(Γ) (где ℜ – множество всех точек на

плоскости), и, площадь фигуры, ограниченной ломаной Γ−
ε и кривой Γ

не превосходит ε (см. рис.3.20).
ε+-допустимую ломаную (не обязательно единственную) с минималь-

ным числом звеньев n+(ε) назовем ε+ -оптимальной ломаной или ε+-
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оптимальным допустимым интегральным режимом обработки кривой
Γ (см. рис.3.21).

Аналогично, ε−-допустимую ломаную с минимальным числом зве-
ньев n−(ε) назовем ε−-оптимальным допустимым интегральным режи-
мом обработки кривой Γ.

Подобно тому, как мы уже делали ранее, задачу о нахождении ε±

оптимального интегрального режима обработки кривой, сформулируем
следующим образом.

Среди всех ломаных, Γ+
ε (или Γ−

ε ) найти ту, которая имеет мини-
мальное число звеньев.

Двойственная задача будет иметь следующий вид. Среди всех ло-
маных с n звеньями, лежащих с одной стороны кривой, найти ту, у
которой площадь, ограниченная этой кривой и кривой Γ, минимальна.

Как и в случае аналогичной задачи для классической хаусдорфовой
метрики, и здесь нет необходимости в определении точного решения.
Асимптотический подход обеспечивает необходимую на практике точ-
ность решения. Асимптотически оптимальный алгоритм будет иметь не
только "почти"оптимальное число узлов, обеспечивающее заданную по-
грешность, но и ломаная в этом случае будет проходить "почти"с одной
стороны заданного контура.

Как и в предыдущем параграфе, здесь естественно возникают два
случая:

1. Контур обрабатываемой детали выпуклый вне (от инструмента).

2. Контур обрабатываемой детали выпуклый во внутрь.

Почти очевидно, что в первом случае кусочно – линейная аппрокси-
мация должна быть по отрезкам касательных к контуру, а во – втором –
по отрезкам хорд (по интерполяционной ломаной), ибо в противном слу-
чае, ломаную всегда можно подправить так, чтобы площадь ограничен-
ная ею и кривой при том же количестве звеньев, уменьшилась.

Как и ранее, будем считать, что кривая Γ задана в естественной
параметризации Γ(t) = (x(t), y(t)) и пусть

k(t) = x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t),

и

Φ±(t) =

(

1

48
|k(t)|(3 ± signk(t))

)1/3

,

δxi = − 1

32

(

xi,n − xi−1,n

µi
− xi+1,n − xi,n

λi

)

,
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❇
❇◆

Γ(t)

❳❳❳❳③
ε−

Рис. 3.21:

δyi = − 1

32

(

yi,n − yi−1,n

µi
− yi+1,n − yi,n

λi

)

,

где, как и ранее,

λi = hi+1/2,n/(hi−1/2,n + hi+1/2,n),

µi = hi−1/2,n/(hi−1/2,n + hi+1/2,n).

Кроме того, пусть

Ψ± =

(

∫ T

0

Φ±(t)dt

)3

.

Теорема 3.9.1 Пусть функции x(t), y(t), определяющие параметриче-
ское задание кривой Γ, трижды непрерывно дифференцируемы на от-
резке [0, T ] (x, y ∈ C3

[0,T ]), α – произвольное число (0 < α < 2/3) и при

любом ε число звеньев n± = n±(ε) определяется равенством

n± =

[

√

1

ε
Ψ±

]

+ 1,
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а узлы t±i,n выбраны из равенств

∫ t±
i,n

0

(

Φ±(t) +
1

nα

)

dt =
i

n

∫ T

0

(

Φ±(t) +
1

nα

)

dt.

Тогда последовательность ломаных {Γ+
n+(Γ)}∞n+=1 с узлами в точ-

ках M+
i (x+i,n, y

+
i,n) будет ε+-оптимальным интегральным режимом

обработки кривой Γ, где

x+i,n = xi,n + δ+xi,n, y+i,n = yi,n + δ+yi,n (i = 0, 1, . . . , n),

xi,n = x(t+i,n), yi,n = y(t+i,n) (i = 0, 1, . . . , n)

и

δ+xi,n = − 1

32

(

xi+1,n − xi,n
λi

− xi,n − xi−1,n

µi

)

(1− sign qi,n),

δ+yi,n = − 1

32

(

yi+1,n − yi,n
λi

− yi − yi−1,n

µi

)

(1− sign qi,n).

Последовательность ломаных {Γ−
n−(Γ)}∞n−=1 определяемая узлами

в точках M−
i (x−i,n, y

−
i,n) будет асимптотически ε−-оптимальным ре-

жимом обработки кривой Γ.
Здесь

x−i,n = xi,n + δxi,n (i = 1, 2, . . . , n),

y−i,n = yi,n + δyi,n (i = 1, 2, . . . , n),

xi,n = x(t−i,n), yi,n = y(t−i,n) (i = 0, 1, . . . , n)

где

δxi,n = − 1

32

(

xi,n − xi−1,n

µi
− xi+1,n − xi,n

λi

)

(1 + sign qi,n),

δyi,n = − 1

32

(

yi,n − yi−1,n

µi
− yi+1,n − yi,n

λi

)

(1 + sign qi,n).

В первом и во втором случаях

qi,n = (xi+1,n − xi−1,n)(yi+1,n − 2yi,n + yi−1,n)−

−(yi+1,n − yi−1,n)(xi−1,n − 2xi,n + xi+1,n).
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Доказательство теоремы. В этом случае, как и ранее, нам необхо-
димо доказать две части. Сначала покажем, что последовательность
ломаных, предложенных в формулировке теоремы, обеспечит (с точ-
ностью до величин более высокого порядка малости) ε-аппроксимацию
кривой в интегральной метрике, а затем покажем, что никакая другая
последовательность ломаных, лежащих с одной стороны от кривой, не
может дать меньшую погрешность.

В принципе, необходимо доказать еще, что последовательность ло-
маных {Γ+

n+(Γ)}∞1 лежит "почти"с внутренней стороны контура, а по-

следовательность ломаных {Γ−
n−(Γ)}∞1 – "почти"с внешней стороны, и

расшифровать, что такое "почти". Мы не будем останавливаться на
этом вопросе, так как, во – первых, это почти очевидно, а во – вторых,
подобное утверждение доказано в теореме 3.8.1.

Пусть {∆n}∞n=1 – произвольная последовательность разбиений от-
резка [0, T ] такая, что

lim
n→∞

max
0≤i≤n−1

hi+1/2,n = 0.

Как и в предыдущем параграфе, для простоты написания, вначале мож-
но считать, что ti,n = −h и ti+1,n = h.

Как известно из общего курса математического анализа, площадь S
фигуры, ограниченной непрерывной, выпуклой вверх параметрической
кривой Γ(t) = (x(t), y(t)) и отрезком прямой, соединяющим ее крайние
точки, будет определяться равенством

S = −y(−h) + y(h)

2
(x(h)− x(−h)) +

∫ h

−h

y(t)x′(t)dt =

=
1

2

∫ h

−h

(2y(t)− y(−h)− y(h))x′(t)dt

или равенством

S =
x(−h) + x(h)

2
(y(h)− y(−h))−

∫ h

−h

x(t)y′(t)dt =

= −1

2

∫ h

−h

(2x(t)− x(−h)− x(h))y′(t)dt.

Среднее арифметическое этих величин (это та же площадь S) вычис-
ляться по формуле

S =
1

4

∫ h

−h

[

(2y(t)− y(−h)− y(h))x′(t)− (2x(t)− x(−h)− x(h))y′(t)
]

dt.

(3.103)
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Используя формулу Тейлора для функции Γ(t) = (x(t), y(t)) в окрест-
ности точки 0, получаем

x(t) = x0 + x′0t+
1

2
x′′0 t

2 +
1

6
x′′′(θ1(t))t

3

и

x′(t) = x′0 + x′′0 t+
1

2
x′′′(θ2(t))t

3,

где |θj(t)| ≤ h. Кроме того

x(h) = x0 + x′0h+
1

2
x′′0h

2 +
1

6
x′′′(θ1(h))h

3,

x(−h) = x0 − x′0h+
1

2
x′′0h

2 − 1

6
x′′′(θ1(−h))h3.

Аналогичные соотношения верны и для y.
Поэтому

(2x(t)− x(−h)− x(h))y′(t) =

= 2x′0y
′
0t+ 2x′0y

′′
0 t

2 + y′0x
′′
0 (t

2 − h2) +M(Γ)h3,

где M(Γ) – величина, ограниченная постоянной, зависящей только от
кривой Γ. Аналогично

(2y(t)− y(−h)− y(h))x′(t) =

= 2x′0y
′
0t+ 2y′0x

′′
0 t

2 + x′0y
′′
0 (t

2 − h2) +N(Γ)h3.

Используя эти соотношения в (3.103), приходим к равенствам

S =
1

4

∫ h

−h

((t2 + h2)(x′′0y
′
0 − x′0y

′′
0 ) + L(Γ)h3)dt =

=
2

3
(x′′0y

′
0 − x′0y

′′
0 )h

3 + L1(Γ)h
4.

Аналогично устанавливается, что если кривая Γ выпукла вниз, то пло-
щадь фигуры, ограниченной этой кривой и хордой, стягивающей ее кон-
цы, будет удовлетворять асимптотическому равенству

S = −2

3
(x′′0y

′
0 − x′0y

′′
0 )h

3 + L2(Γ)h
4.

Если же кривая меняет свою выпуклость на отрезке, то

S = L∗(Γ)h
4.
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Таким образом, для любой гладкой кривой

S =
2

3
|x′′0y′0 − x′0y

′′
0 |h3 + L∗(Γ)h

4. (3.104)

Аналогичные рассуждения показывают, что если S – площадь фигуры,
ограниченной кривой Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [−h, h]) и касательной к ней
в точке 0

x′0(y − y0) = y′0(x− x0),

то

S =
1

3
|x′′0y′0 − x′0y

′′
0 |h3 + L∗∗(Γ)h

4. (3.105)

Учитывая теперь, что

k0(t) = y′′0 (t)x
′
0(t)− y′0(t)x

′′
0 (t),

получаем

S =
1

6
|k0|(3 + signk0)h

3 + C(Γ)h4.

Рассматривая теперь промежуток [ti,n, ti+1,n], получаем для приближе-
ния контура изнутри

Si+1/2,n =
h3i+1/2,n

48
|ki+1/2,n|(3 + sign ki+1/2,n) + Ci,n(Γ)h

4
i+1/2,n,

где константы Ci,n(Γ) равномерно по i ограничены. Следовательно

S =

n−1
∑

i=0

Si+1/2,n =

=

n−1
∑

i=0

(

h3i+1/2,n

48
|ki+1/2,n|(3 + sign ki+1/2,n) + Ci,n(Γ)h

4
i+1/2,n

)

=

=
n−1
∑

i=0

(Φ+
i+1/2,n)

3h3i+1/2,n + C(Γ)h4i+1/2,n.

Аналогично, для приближения контура снаружи

S =

n−1
∑

i=0

(Φ−
i+1/2,n)

3h3i+1/2,n + C1(Γ)h
4
i+1/2,n.
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Дальнейшие рассуждения проведем для случая ε+-оптимального режи-
ма.

При ki+1/2,n > 0

Si+1/2,n =
1

12
|ki+1/2,n|h3i+1/2,n + Ci,n(Γ)h

4
i+1/2,n =

= (Φ+
i+1/2,n)

3h3i+1/2,n + Ci,n(Γ)h
4
i+1/2,n.

Рассуждения, аналогичные тем, что мы провели при доказательстве
теоремы 3.8.1, приводят к соотношению

hi+1/2,n =
A

n(Φ+
i+1/2,n + n−α)

+O

(

1

n3−2α

)

,

где

A =

∫ T

0

(Φ+(t) + n−α)dt.

Поэтому

Si+1/2,n =
A3(Φ+

i+1/2,n)
3

n3(Φ+
i+1/2,n + n−α)3

+O

(

1

n3+2α

)

=

=
A3

n3

(

1− 3

Φ+
i+1/2,nn

α

)

+O

(

1

n3+2α

)

=
A3

n3
+

Ci,n

n3+α
.

Если же ki+1/2,n < 0, то ломаная описывается уравнением

x− x+i,n

x+i+1,n − x+i,n
=

y − y+i,n

y+i+1,n − y+i,n
,

где величины x+i,n и y+i,n определены в условии теоремы. Тогда

x+i+1,n − x+i,n = xi+1,n − xi,n − (δ+xi+1,n − δ+xi,n) =

= xi+1,n − xi,n − 1

8

(

x′′i+1,n

(

hi+1/2,n + hi+3/2,n

2

)2

−

−x′′i,n
(

hi+1/2,n + hi−1/2,n

2

)2
)

+O
(

h3i+1/2,n

)

.



3.9. ЛОМАНЫЕ В ИНТЕГРАЛЬНОЙ МЕТРИКЕ 273

Снова используя формулу Тейлора, приходим к соотношениям

x+i+1,n − x+i,n = hi+1/2,nx
′
i+1/2,n +O

(

1

n3−3α

)

и

y+i+1,n − y+i,n = hi+1/2,ny
′
i+1/2,n +O

(

1

n3−3α

)

.

Т.е. угловой коэффициент ломаной с точностью до слагаемого порядка
O
(

n−2+2α
)

совпадает с угловым коэффициентом касательной к кривой

Γ в точке (xi+1/2,n, yi+1/2,n). Кроме того, по построению, линия Γ+
n+(Γ)

с точностью до слагаемого O(h3i+1/2,n) проходит через эту же точку.

Таким образом, линия Γ+
n+(Γ) и касательная

x− xi+1/2,n

x′i+1/2,n

=
y − yi+1/2,n

y′i+1/2,n

совпадают на отрезке [ti,n, ti+1,n] с точностью до O
(

n−2+2α
)

. Следова-
тельно, равномерно по i выполняется равенство

Si+1/2,n =
A3

n3
+
Ci,n(Γ)

n3+α

Если на отрезке кривизна меняет знак, то на этом отрезке есть точка
перегиба кривой. Исходя из этого факта, нетрудно доказать, что

Si+1/2,n =
Ci,n(Γ)

n3+α
.

Таким образом

S =
n−1
∑

i=0

(A3

n3
+
Ci,n(Γ)

n3+α

)

=
A3

n2
+O

(

1

n2+α

)

.

Отсюда, учитывая выбор числа n, окончательно получаем оценку свер-
ху

S =
A3ε

A3
(1 + o(1)) = ε (1 + o(1)) .

Доказательство оценки снизу проводится по схеме доказательства оцен-
ки снизу теоремы 3.8.1 и основывается на утверждениях аналогичных
леммам 3.8.4 – 3.8.6.

Приведем эти утверждения для случая вписанной ломаной.
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Как и ранее обозначим через l(Γi,n,Γi+1/2,n,Γi+1,n) длину дуги окруж-
ности, проходящей через точки Γi,n, Γi+1/2,n, Γi+1,n, и, Ri+1/2,n – радиус
этой окружности.

Кроме того, положим

qi+1/2,n(Γ) =
l(Γi,n,Γi+1/2,n,Γi+1,n)

3
√

12Ri+1/2,n

.

Лемма 3.9.2 Пусть кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) такова, что
x, y ∈ C4

[ti,n,ti+1,n]
. Тогда при n → ∞ равномерно по i выполняется ра-

венство

qi+1/2,n(Γ) = hi+1/2,n
3

√

|ki+1/2,n|
12

(1 +O(h2i+1/2,n)).

Лемма 3.9.3 Пусть γ – дуга окружности радиуса R. Если отрезок
прямой длины lε стягивает на этой дуге сегмент площадью не более
ε, то

lε ≤ 3
√
12Rε.

Лемма 3.9.4 Пусть γ – дуга окружности радиуса R и длиной l(γ).
Если ℓn вписанная ломаная, такая, что площадь фигуpы ограниченной
этой ломаной и дугой не превосходит данного значения ε, то

n ≥ l(γ)
3
√
12Rε

(1 +O(
√
ε).

Аналогичные соотношения имеют место для описанных ломаных.

3.10 Оптимальная кусочно – линейная ин-

терполяция пространственных кривых

Разве в мире бесконечном направленье
есть?
Разве далям бесконечным измеренье
есть?
Низами

Как мы уже отмечали ранее, наиболее простой и часто используемой
технологической кривой является интерполяционная ломаная. Подав-
ляющее большинство аппроксимационных алгоритмов в той или иной
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степени используют интерполяционные ломаные. Вопросу асимптоти-
чески оптимальной кусочно – линейной интерполяции на плоскости мы
уделили достаточно внимания в параграфе 3.4. Безусловно, что анало-
гичная задача актуальна и в пространственном случае. Уникальность
кусочно – линейной интерполяции заключается в чрезвычайно простом
ее задании, независимо от того, плоская ли интерполируемая кривая
или пространственная.

Так, если Γ(t) - параметрически заданная кривая (t ∈ [0, T ]) и

∆n = {0 = t0,n < t1,n < . . . < tn,n = T }

– разбиение промежутка изменения параметра, то параметрическое
задание интерполяционной ломаной будет таким

ℓ(Γ,∆n, t) = Γi,n(1− τ) + Γi+1,nτ,

где Γi,n = Γ(ti,n) и

τ = (t− ti,n)/hi+1/2,n, hi+1/2,n = ti+1,n − ti,n.

В координатной форме это будет выглядеть так

Γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) (t ∈ [0, T ])

и

ℓ(Γ,∆n, t) =







xi,n(1 − τ) + xi+1,n τ,
yi,n(1− τ) + yi+1,n τ,
zi,n(1− τ) + zi+1,n τ.

Введем в рассмотрение вектор – функцию

Γ(ν)(t) = (x(ν)(t), y(ν)(t), z(ν)(t)),

и пусть

Φ(t) =

√

|Γ′(t)× Γ′′(t)|
|Γ′(t)| ,

где a×b – векторное произведение векторов a и b, а |a| – длина вектора
a.

Основной результат параграфа сформулируем в виде следующей
теоремы.

Теорема 3.10.1 Пусть функции x(t), y(t) и z(t), определяющие пара-
метрически заданную кривую Γ(t) – трижды непрерывно – дифферен-
цируемы на отрезке [0, T ], т.е. x, y, z ∈ C3

[0,T ] и α – произвольное число
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из интервала (0, 2/3). Пусть при каждом n узлы {ti,n}ni=0 выбраны из
равенств

∫ ti,n

0

(Φn(t) + 1/nα)dt =
i

n

∫ T

0

(Φn(t) + 1/nα)dt

(i = 0, 1, . . . , n),

где {Φn}∞n=1 – произвольная последовательность неотрицательных сум-
мируемых на отрезке [0, T ] функций, такая, что

‖Φ− Φn‖∞ ≤Mn−α.

Тогда последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1, а, следовательно, и

последовательность {ℓ(Γ,∆∗
n, t)}∞n=1 интерполяционных ломаных бу-

дет асимптотически оптимальной для кривой Γ (в метрике Хаусдор-
фа) и при n→ ∞ будут выполняться соотношения

inf
∆n

R(Γ, ℓ(Γ,∆n)) = R(Γ, ℓ(Γ,∆∗
n))

(

1 +O

(

1

n

))

=

=
1

8n2

(

∫ T

0

Φ(t)dt

)2

+O

(

1

n3

)

.

Заметим, что, как и для случая плоской ломаной, условие существова-
ния непрерывных третьих производных x′′′(t), y′′′(t) и z′′′(t) избыточно
и от него можно избавиться. Тогда формула выбора узлов несколько
усложнится.

Сформулируем двойственную, более важную для нас, задачу – за-
дачу построения ломаной с минимальным количеством звеньев, интер-
полирующую кривую Γ с заданной точностью ε.

Теорема 3.10.2 Пусть выполнены условия предыдущей теоремы и при
любом ε число n = n(ε) задано равенством

n =

[

1√
8ε

∫ T

0

Φ(t)dt

]

+ 1,

как и ранее, [α] – целая часть числа α, и узлы t∗i,n выбраны, исходя из
равенств

∫ ti,n

0

(Φn(t) + 1/nα)dt =
i

n

∫ T

0

(Φn(t) + 1/nα)dt.
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Тогда последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 (∆∗

n = {t∗i,n}∞n=1) при
ε → 0 будет асимптотически ε-оптимальной для кривой Γ при при-
ближении ее интерполяционными ломаными.

Доказательство теоремы 3.10.1. Пусть {∆n}∞n=1 – произвольная
последовательность разбиений отрезка [0, T ] такая, что при n→ ∞ мак-
симальная длина интервалов разбиения стремится к нулю, т.е.

lim
n→∞

max
0≤i≤n−1

hi+1/2,n = 0.

Тогда, как мы уже отмечали, уравнение интерполяционной ломаной для
t ∈ [ti,n, ti+1,n] будет иметь вид

ℓ(Γ,∆n, t) = Γi,n(1− τ) + Γi+1,nτ,

где τ ∈ [0, 1]. Поэтому

|Γ(u)− ℓ(Γ,∆n, t)|2 = |Γ(u)− Γi,n(1− τ) − Γi+1,nτ |2 =

= |Γ(u)− Γi,n − (Γi+1,n − Γi,n)τ |2,
и, следовательно, будет иметь место равенство

R(Γ, ℓ(Γ,∆n)) = max
1≤i≤n

max
u∈[ti,n,ti+1,n]

min
τ∈[0,1]

(ai,n − τbi,n)
2, (3.106)

где
ai,n = Γ(u)− Γi,n, bi,n = Γi+1,n − Γi,n.

Отсюда и из леммы 2.1.2 (см. параграф 2.1) сразу получаем

R(Γ, ℓ(Γ,∆n)) = max
1≤i≤n

max
u∈[ti,ti+1,n]

|ai × bi|2
|bi|2

. (3.107)

Если положить ti,n = −h, и ti+1,n = h то, используя в векторной форме
формулу Тейлора, получаем

ai,n = Γ(u)− Γi,n = Γ′
0(ξ + h) +

1

2
Γ′′
0 (ξ

2 − h2) +O(h3)

и
bi,n = 2Γ′

0h+O(h3).

Отсюда и из того, что a× a = 0, имеем

ai,n × bi,n = Γ′′
0 × Γ′

0h(ξ
2 − h2) +O(h4),
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где ξ ∈ [−h, h].
Возвращаясь назад, заменив −h на ti,n и h – на ti+1,n, получим

ai,n×bi,n =
hi+1/2,n

2
Γ′′
i+1/2,n×Γ′

i+1/2,n(u− ti,n)(ti+1,n−u)+O(h4i+1/2,n),

т.е.

R(Γ, ℓ(Γ,∆n)) =

= max
1≤i≤n

max
u∈[ti,n,ti+1,n]

1

2

(

|Γ′′
i+1/2,n × Γ′

i+1/2,n|
|Γ′

i+1/2,n|
(u− ti,n)(ti+1,n − u)+

+O(h3i+1/2,n)

)

= max
1≤i≤n

1

8

(

Φ2
i+1/2,nh

2
i+1/2,n +O(h3i+1/2,n)

)

.

Отсюда и из теоремы 3.2.1 и следствия 3.2.3 сразу получаем утвержде-
ние теоремы 3.10.1.

Ясно, что дискретная реализация алгоритма во многом повторит
содержание параграфа 3.7.

3.11 Построение оптимальных эквидистант

для ломаных

Путешественники ехали без всяких
приключений... только в стороне сине-
ли верхушки отдаленного леса, тянув-
шегося по берегам Днепра.
Н.В.Гоголь "Тарас Бульба".

Во многих инженерных задачах, в частности, при построении управ-
ляющих программ для металлообрабатывающих станков, не столь важ-
но знать по какой траектории движется режущая кромка инструмента,
лишь бы эта траектория лежала в поле допуска. Основная задача здесь
состоит в построении эквидистанты (для задач металлообработки это
траектория движения центра фрезы). Традиционный подход решения
такого рода задач состоит в следующем. В начале строят подходящую
траекторию движения режущей кромки, а уже к ней подстраивают эк-
видистанту, которую и используют в качестве траектории движения
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центра инструмента. Однако такой подход построения траектории дви-
жения центра фрезы неестественен и неэффективен, ибо, если траекто-
рия движения режущей кромки описывается ломаной, то соответствую-
щая ей эквидистанта, во – первых, содержит в два раза больше кадров,
а во – вторых, состоит не только из кусочно – линейных участков, но и
из дуг окружностей (см. рис. 3.22).

О нерациональности такого подхода говорит и то, что если исполь-
зовать для построения управляющей траектории дуги окружностей, то
можно эту траекторию построить с существенно меньшим количеством
участков. Об этом подробно мы будем говорить позже.

Более естественным является построение оптимальной траектории
не для обрабатываемого контура, а построение такой кусочно – линей-
ной траектории с минимальным числом звеньев, эквидистанта к кото-
рой (на расстоянии радиуса фрезы) лежит в поле допуска обрабатыва-
емого контура.

Перейдем к точным формулировкам.

Пусть известна кривая Γ (для простоты изложения будем считать
ее замкнутой). Внутренней эквидистантой кpивой Γ(t) назовем внутрен-
нюю границу r-коридора Kr(Γ) кривой Γ(t). Внутреннюю эквидистанту
будем обозначать Γ+

r (t). Соответственно внешнюю границу r-коридора
кривой назовем внешней эквидистантой Γ(t) и обозначим через Γ−

r (t).

Пусть ℵn – некоторое определенное множество функций с кусочно -
однородной структурой (вид технологической кривой). Это может быть
множество ломаных, линий состоящих из склеенных дуг окружностей,
параметрических сплайнов и пp.

Для заданной кривой Γ и величины ε линию Γn ∈ ℵn назовем допу-
стимым режимом, если ее r-коридор Kr(Γn) является двусвязным мно-
жеством и кривая Γ целиком лежит в ε-коридоре внутренней (внешней)
эквидистанты Γ±

r (t).

Допустимый режим Γn0 ∈ ℵn (n0 = n0(ε)) назовем оптимальным,
если для любого другого допустимого режима Γn ∈ ℵn будет иметь
место неравенство no ≤ n.

Последовательность допустимых режимов {Γ∗
n(ε)} назовем асимпто-

тически оптимальной. если при ε→ 0 будет n(ε) = n0(1 + o(1)).

Пусть теперь ℵn – множество ломаных с n звеньями.

Ведем в рассмотрение функцию

Φ(t) =

√

|x′′(t)y′(t)− x′(t)y′′(t)|
√

(x′(t))2 + (y′(t))2
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Γn(t)

◗◗s
Γ−
r
(t)

Γ(t)
��✠

Рис. 3.22:

и обозначения

G(t) =

√

|x′(t)x′′(t) + y′(t)y′′(t)|
(x′(t))2 + (y′(t))2

и

x∗i,n = xi,n + δxi,n (i = 0, 1, ..., n), y∗i,n = yi,n + δyi,n (i = 0, 1, ..., n),

где

δxi,n = − 1

32

(

xi+1,n − xi,n
λi

− xi,n − xi−1,n

µi

)

и

δyi,n = − 1

32

(

yi+1,n − yi,n
λi

− yi,n − yi−1,n

µi

)

.

Здесь

λi =
hi+1/2,n

hi+1/2,n + hi−1/2,n
, µi =

hi−1/2,n

hi+1/2,n + hi−1/2,n
.

Теорема 3.11.1 Пусть кривая Γ, не имеющая точек самопересече-
ния, задана параметрическими уравнениями

Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]).

И узлы разбиения {∆∗
n∗} определены равенствами (3.83). Тогда после-

довательность ломаных {Γε(∆
∗
n∗)} с узлами в точках

Xi,n = x∗i,n ±
r y′i,n

√

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2
,
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Yi,n = y∗i,n ∓
r x′i,n

√

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2

будет асимптотически ε-оптимальным внутренним (внешним) ре-
жимом обработки кривой Γ.

Замечание 3.11.2 Если будут наложены условия на площадь, огра-
ниченную искомым контуром и траекторией режущей кромки, то
значения x∗i,n, y

∗
i,n нужно брать из теоремы (3.9.1).

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно показать,
что точки эквидистанты, соответствующие узлам ломаной Γε(∆n), бу-
дут лежать в коридоре Kε+o(ε)(Γ), или (что то же), что расстояние

dj,n =
|(Xi,n − x∗j,n)(y

∗
j+1,n − y∗j,n)− (Yi,n − y∗j,n)(x

∗
j+1,n − x∗j,n)|

√

(x∗j+1,n − x∗j,n)
2 + (y∗j+1,n − y∗j,n)

2

при j = i и j = i− 1 с точностью до o(ε) будет равно r.
Пусть, вначале, j = i и задана эквидистанта Γ+

r .
B параграфе 3.8 (см. (3.94)) мы установили, что

x∗i+1,n − x∗i,n =
Ax′i+1/2,n

n(Φi+1/2,n + n−α)
+O

(

1

n3−3α

)

и

y∗i+1,n − y∗i,n =
A y′i+1/2,n

n(Φi+1/2,n + n−α)
+O

(

1

n3−3α

)

,

где

A =

∫ T

0

(Φ(t) + n−α)dt.

Таким образом,

1
√

(x∗i+1,n − x∗i,n)
2 + (y∗i+1,n − y∗i,n)

2
=

=
n(Φi+1/2,n + n−α)

A
√

(x′i+1/2,n)
2 + (y′i+1/2,n)

2

(

1 +O

(

1

n3−3α

))

.

С другой стороны,

(Xi,n − x∗i,n)(y
∗
i+1,n − y∗i,n)− (Yi,n − y∗i,n)(x

∗
i+1,n − x∗i,n) =
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= r





y′i,n
√

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2
y′i+1/2,n +

x′i,n
√

(x′i,n)
2 + (y′i,n)

2
x′i+1/2,n



 ·

·
( A
n(Φi+1/2,n + n−α)

+O

(

1

n3−3α

))

.

Тогда проводя несложные преобразования и учитывая равенство (3.93)

hi+1/2,n =
rA

n(Φi+1/2,n + n−α)
+O

(

1

n3−2α

)

получаем

di,n =
rA

n(Φi+1/2,n + n−α)

(

√

(x′i+1/2,n)
2 + (y′i+1/2,n)

2−

−hi+1/2,n

2
G2

i+1/2,n

√

(x′i+1/2,n)
2 + (y′i+1/2,n)

2

)

×

× n(Φi+1/2,n + n−α)

A
√

(x′i+1/2,n)
2 + (y′i+1/2,n)

2

(

1 +O

(

1

n3−3α

))

=

= r

(

1− hi+1/2,n

2
G2

i+1/2,n

)(

1 +O

(

1

n3−3α

))

.

Таким образом

di,n = r

(

1−
AG2

i+1/2,n

2n(Φi+1/2,n + n−α)

)

(

1 +O

(

1

n3−3α

))

.

Учитывая выбор числа n, сразу получаем, что при ε → 0 равномерно
по i выполняется соотношение

di,n = r(1 + o(1)),

что и требовалось доказать.
Случай j = i−1, а так же случай эквидистанты Γ−

r рассматривается
аналогично.

Замечание 3.11.3 Во многих случаях требуется описание контура с
одной стороны. Этот вопрос мы достаточно подробно обсуждали в
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параграфе 3.9. При этом мы акцентировали внимание на интеграль-
ных свойствах. Однако, одностороннее приближение может быть по-
лезным и в случае использования хаусдорфовой метрики. Тогда в тео-
реме 3.11.1 качестве радиуса r нужно взять величину погрешности
ε, тогда {Γ+

ε } будет последовательностью ε-оптимальных ломаных,
описывающих замкнутый контур Γ изнутри, а {Γ−

ε } будет описывать
извне.

3.12 Оптимальная кусочно – окружностная

интерполяция

И вывел Моисей народ свой на Землю
обетованную....
Библия

Большая часть современных станков с ЧПУ используют управляю-
щие программы, направляющие центр фрезы либо по ломаной, либо по
дуге окружности. При одной и той же заданной погрешности обработки
(точности) при аппроксимации траектории движения центра фрезы по
дугам окружностей можно добиться значительно меньшего числа пере-
ключений, чем при аппроксимации этой траектории кусочно – линейной
функцией. Особенно ощутимо это проявляется в случае, когда число
переключений велико, т.е. при высокоточной обработке. Качественный
выигрыш при кусочно – окружностной аппроксимации будет виден, из
результатов этого и следующего параграфа.

В предыдущих параграфах мы подробно обсудили различные подхо-
ды к построению оптимальных (точнее – асимптотически оптимальных)
траекторий движения центра фрезы по кусочно – линейным траекто-
риям. Были рассмотрены некоторые наиболее употребляемые алгорит-
мы, на которых основаны (с той или иной модификацией) почти все
управляющие программы для ЧПУ. Аналогичных алгоритмов кусоч-
но – окружностной аппроксимации значительно меньше. Это, в первую
очередь, связано с тем (и в этом мы сполна убедимся чуть позже), что
задача аппроксимации кусочно – окружностными линиями (и особен-
но определение погрешности аппроксимации) технически гораздо слож-
нее соответствующей задачи кусочно – линейной аппроксимации. И, во
вторых, здесь невозможно использовать интуитивные геометрические
соображения правильного расположения точек стыковки соседних дуг.

Напомним некоторые старые и введем новые обозначения.
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Через ℜn обозначим множество всех непрерывных кривых, состоя-
щих из n дуг окружностей (включая отрезки прямых, которые рассмат-
риваются как дуги окружностей бесконечно большого радиуса).

Как и ранее, кривую Γn ∈ ℜn будем называть ε – допустимой для
кривой Γ, если она лежит в ε коридоре кривой Γ, а кривую Γn0 (n0 =
n0(ε)) будем называть ε – оптимальной для кривой Γ, если она ε допу-
стима, и для любой ε допустимой кривой Γn выполняется неравенство
n ≥ n0.

Последовательность ε – допустимых кривых Γn∗(ε) будем называть
асимптотически оптимальной для кривой Γ, если при n→ ∞ выполня-
ется асимптотическое равенство

n∗(ε) = n0(ε) (1 + o(1)) .

Рассмотрим один конкретный метод восстановления кривой (в дальней-
шем мы покажем, что при подходящем выборе разбиений, он асимпто-
тически оптимален) кусочно – окружностными линиями.

Пусть кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) задана в естественной
параметризации и

{∆n}∞n=1 = {{ti,n}ni=0}∞n=1

произвольная последовательность разбиений промежутка изменения па-
раметра [0, T ].

Через γ(Γ,∆n, t) обозначим кривую, которая для t ∈ [ti,n, ti+1,n] (i =
0, 1, 2, . . . , n−1) совпадает с дугой окружности, проходящей через точки

Γi,n, Γi+1/2,n, Γi+1,n,

где

Γi,n = (x(ti,n), y(ti,n)), Γi+1/2,n = (x(ti,n+hi+1/2,n/2), y(ti,n+hi+1/2,n/2)),

и
hi+1/2,n = ti+1,n − ti,n (i = 0, 1, ..., n− 1).

Будем считать, что и эта кривая задана в естественной параметризации.
Ясно, что

γ(Γ,∆n) ∈ ℜn.

Последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 будем называть асимптотиче-

ски оптимальной для кривой Γ, если при n→ ∞ выполняется асимпто-
тическое равенство

R(Γ, γ(Γ,∆∗
n)) = inf

∆n

R(Γ, γ(Γ,∆n)) (1 + o(1)) .
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Основной целью настоящего параграфа является отыскание асимптоти-
чески оптимальных последовательностей {∆∗

n}∞n=1 и построении на их
основе асимптотически оптимальных алгоритмов восстановления глад-
ких кривых кусочно – окружностными линиями γ(Γ,∆n).

Заметим, что практически эта задача решена нами ранее, параграфе
3.8. Об этом мы поговорим чуть позже.

Справедливо более сильное утверждение. Последовательность кри-
вых {γ(Γ,∆∗

n)}∞n=1 является асимптотически оптимальной на всех мно-
жествах {ℜn} (т.е. никакая другая последовательность непрерывных
кусочно – окружностных линий не может дать результат лучший (в
асимптотическом смысле), чем {γ(Γ,∆∗

n)}∞n=1). Тем самым, задача об
асимптотически оптимальном восстановлении гладких кривых непре-
рывными кусочно – окружностными линиями полностью решена.

Ради удобства ссылок основные результаты параграфа сформулиру-
ем в виде теорем.

Пусть
k(t) = x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t)

и
Φ(t) = |x′(t)y′′′(t)− y′(t)x′′′(t)|1/3.

Теорема 3.12.1 Пусть функции x(t), y(t), определяющие кривую Γ(t),
заданную в естественной параметризации, таковы, что x, y ∈ C4

[0,T ]

числа M > 0, α ∈ (0, 1/4) и {Φn}∞n=1 – произвольная последователь-
ность кусочно - непрерывных функций такая, что

‖Φ− Φn‖∞ ≤Mn−α,

а узлы {t∗i,n}ni=0 выбраны из равенств

∫ t∗i,n

0

(Φn(t) + n−α)dt =
i

n

∫ T

0

(Φn(t) + n−α)dt

(i = 0, 1, . . . , n).

Тогда последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 будет асимптотически

оптимальной для кривой Γ, и при n → ∞ будет выполняться асимп-
тотическое равенство

inf
∆n

{R(Γ, γ(Γ,∆n))} = R(Γ, γ(Γ,∆∗
n))(1 +O(1/n)) =

=
1

72
√
3n3

(

∫ T

0

Φ(t)dt

)3

+ o
(

n−3
)

.



286 ГЛАВА 3. ОПТИМАЛЬНОЕ ОПИСАНИЕ КРИВЫХ

На тех участках кривой, где Φ(t) 6= 0 справедливо более сильное, чем
эта теорема утверждение.

Теорема 3.12.2 Пусть кривая Γ(t), заданная в естественной пара-
метризации такова, что x, y ∈ C5

[0,T ], k(t) 6= 0 и Φ(t) 6= 0 для t ∈ [0, T ],

а узлы {t⋆i,n}ni=0 выбраны из равенств

∫ t⋆i,n

0

Φ(t)dt =
i

n

∫ T

0

Φ(t)dt

(i = 0, 1, . . . , n).

Тогда
inf
∆n

{R(Γ, γ(Γ,∆n))} = R(Γ, γ(Γ,∆⋆
n)) + O(1/n5) =

=
1

72
√
3n3

(

∫ T

0

Φ(t)dt

)3

+O
(

n−5
)

.

Таким образом, на этих участках кривой погрешности при оптимальных
и асимптотически оптимальных разбиениях совпадают с точностью до
O(n−5)!

Доказательство этих теорем легко получается из леммы 3.8.2 и тео-
ремы 3.2.1, а также следствия 3.2.3 и 3.2.4 соответственно.

Сформулируем более важную для нас двойственную задачу – за-
дачу построения кусочно – окружностной кривой с минимальным ко-
личеством звеньев, интерполирующую заданную кривую Γ с заданной
точностью ε.

Теорема 3.12.3 Пусть выполнены условия теоремы 3.12.1 и при лю-
бом положительном ε→ 0

n = n(ε) =

[

1
3
√

72
√
3ε

∫ T

0

Φ(t)dt

]

+ 1

(как и ранее, [α] – целая часть числа α), и узлы t∗i,n (i = 0, 1, . . . , n)
выбраны исходя из равенств

∫ t∗i,n

0

(Φn(t) + n−α)dt =
i

n

∫ T

0

(Φn(t) + n−α)dt.

Тогда последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 (∆∗

n = {t∗i,n}∞n=1) при
ε → 0 будет асимптотически ε-оптимальной для кривой Γ при при-
ближении ее кусочно – окружностными линиями.
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Заметим, что представленные этими теоремами результаты более важ-
ные, ибо, как показывает следующее утверждение, последовательности,
определенные в этих теоремах, асимптотически наилучшие не только
среди интерполяционных кусочно – окружностных кривых, но и вооб-
ще, среди всех кривых из n дуг.

Теорема 3.12.4 Пусть кривая Γ(t), заданная в естественной пара-
метризации такова, что x, y ∈ C3

[0,T ], тогда

inf
γ∈ℜn

R(Γ, γ) ≥ 1

72
√
3n3

(

∫ T

0

Φ(t)dt

)3

(1 + o(1)) .

В результате наших исследований мы установили, что при приближении
с точностью ε количество звеньев интерполяционной ломаной больше
соответствующего количества дуг γ(Γ,∆∗

n) примерно в ε−1/6 раз. Инте-
ресно сверить насколько более "гладкая"склейка дуг γ(Γ,∆∗

n), чем сты-
ковка звеньев интерполяционной ломаной. Понятно, что в этом случае
мы можем сверять только величину степени негладкости того и иного
аппарата приближения. Для асимптотически оптимальной интерполя-
ционной ломаной величина степени негладкости определена в теореме
3.4.5. Определим эту величину для кусочно -окружностной кривой.

Теорема 3.12.5 Пусть выполнены условия теоремы 3.12.1, тогда

α(γ(Γ,∆∗
n), t

∗
i,n) = o(n−2),

если же выполнены условия теоремы 3.12.2, то

α(γ(Γ,∆⋆
n), t

⋆
i,n) =

∣

∣

∣

∣

A ki,n
2nFi,n

∣

∣

∣

∣

3

+O(n−4),

где A =
∫ T

0
Φ(t)dt, ki,n = k(Γ, t⋆i,n) – значение кривизны кривой Γ точке

Γ(t⋆i,n) и Fi,n = k′(t⋆i,n).

Доказательство. Для рассматриваемого случая при произвольном раз-
биении ∆n (см. рис.3.23)

sinα(γ(Γ,∆n), ti) =

∣

∣ΓiOi−1/2 × ΓiOi+1/2

∣

∣

Ri−1/2Ri+1/2
.

Если центр окружности на промежутке изменения параметра [ti, ti+1]
имеет координаты Oi+1/2

(

Xi+1/2, Yi+1/2

)

, то
∣

∣ΓiOi−1/2 × ΓiOi+1/2

∣

∣ =
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✑
✑
✑
✑
✑✑✸

❳❳❳❳❳❳③

Oi−1/2

Oi+1/2

Ri−1/2

Ri+1/2
Γi−1

Γi+1

Γi

α

α

Рис. 3.23:

=
∣

∣

(

Xi−1/2 − xi
) (

Yi+1/2 − yi
)

−
(

Yi−1/2 − yi
) (

Xi+1/2 − xi
)∣

∣ =

=
1

16
hi+1/2hi−1/2(hi+1/2 + hi−1/2)|x′iy′′i − y′ix

′′
i |+ Ci(Γ)|h2i+1/2 − h2i−1/2|+

+O((hi+1/2 + hi−1/2)
4),

где Ci(Γ) – постоянная зависящая только от кривой Γ.
Как известно (см. (3.96))

Ri+1/2 =
1

ki+1/2

(

1 +O
(

h2i+1/2

))

=
1

ki

(

1 +O
(

hi+1/2

))

,

то для любого разбиения ∆n будет

sinα(γ(Γ,∆n), ti) =

(

1

16
hi+1/2hi−1/2(hi+1/2 + hi−1/2)|k3i |+

+C∗
i (Γ)|h2i+1/2 − h2i−1/2|

)

(

1 +O
(

hi+1/2 + hi−1/2

))

.

Пусть узлы {t∗i,n}ni=1 выбраны из условия теоремы 3.12.1, то есть

∫ t∗i+1,n

t∗
i,n

(Φn(t) + n−α)dt =
1

n

∫ T

0

(Φn(t) + n−α)dt.



3.12.КУСОЧНО-ОКРУЖНОСТНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 289

Из выбора Φn имеем

∫ t∗i+1,n

t∗
i,n

(Φ(t) +M1n
−α)dt =

1

n

∫ T

0

(Φ(t) +M2n
−α)dt =

=
1

n

(

∫ T

0

Φ(t)t+M2T n
−α

)

=
1

n
A+M3n

−1−α,

где Mν =Mν(Γ) (i = 1, 2, 3) – некоторые постоянные.
По теореме о среднем для интегралов найдется такая точка ξi+1/2 ∈

[t∗i,n, t
∗
i+1,n], что

(

Φ(ξi+1/2) +M1n
−α
)

h∗i+1/2,n =
1

n
(A+M3n

−α),

т.е.

h∗i+1/2 =
A+M3n

−α

n
(

Φ(ξi+1/2) +M1n−α
)

и

h∗i−1/2 =
A+M3n

−α

n
(

Φ(ξi−1/2) +M4n−α
) .

Тогда

h∗i−1/2,n − h∗i+1/2,n =

=
(A+M3n

−α)
(

|Φ(ξi+1/2)| − |Φ(ξi−1/2)|+M5n
−α
)

n
(

Φ(ξi−1/2) +M4n−α
) (

Φ(ξi+1/2) +M1n−α
) =

= O

(

1

n
ω (|Φ|, 2 h∗n)

)

.

Отсюда сразу следует первое утверждение теоремы. Если выполняются
условия теоремы 3.12.2, то доказательство проводится аналогично.

Для кpивой Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) заданной в естественной па-
раметризации положим k(t) = x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t) и Φ(t) = |k′(t)|1/3 =
|x′(t)y′′′(t)− y′(t)x′′′(t)|1/3.

Через γ(Γ,∆n [0,T ], t) обозначим кривую, которая для t ∈ [ti,n, ti+1,n]
совпадает с дугой окружности, проходящей через точки Γi,n, Γi+1/2,n,
Γi+1,n. Введем в рассмотрения числа

Xi+1/2,n = xi+1/2,n − 1

qi+1/2,n

(

y′i+1/2,n +
h2i+1/2,n

12
(x′i+1/2,nx

′′′
i+1/2,n+
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+y′i+1/2,ny
′′′
i+1/2,n) +

1

6
h2i+1/2,ny

′′′
i+1/2,n

)

,

Yi+1/2,n = yi+1/2,n +
1

qi+1/2,n

(

x′i+1/2,n +
h2i+1/2,n

12
(x′i+1/2,nx

′′′
i+1/2,n+

+y′i+1/2,ny
′′′
i+1/2,n) +

1

6
h2i+1/2,nx

′′′
i+1/2,n

)

,

и

Ri+1/2,n =
1

qi+1/2,n

√

1 +
h2i+1/2,n

2
(x′i+1/2,nx

′′′
i+1/2,n + y′i+1/2,ny

′′′
i+1/2,n),

где

qi+1/2,n = ki+1/2,n +
h2i+1/2,n

12
Φi+1/2,n−

−
h2i+1/2,n

4
(x′′i+1/2,ny

′′′
i+1/2,n − x′′′i+1/2,ny

′′
i+1/2,n).

Можно показать, что с точностью доO(h3i+1/2,n) точка (Xi+1/2,n, Yi+1/2,n)
совпадает с центром этой окружности, а Ri+1/2,n – с ее радиусом.

Определим числа

x+i = Xi+1/2,n + (xi,n −Xi+1/2,n)(Ri+1/2,n ± r signki+1/2,n)/Ri+1/2,n,
(3.108)

x−i = Xi−1/2,n + (xi,n −Xi−1/2,n)(Ri−1/2,n ± r signki+1/2,n)/Ri−1/2,n

(3.109)
и

y+i = Yi+1/2,n + (yi,n − Yi+1/2,n)(Ri+1/2,n ± r sign ki+1/2,n)/Ri+1/2,n,
(3.110)

y−i = Yi−1/2,n + (yi,n − Yi−1/2,n)(Ri−1/2,n ± r signki+1/2,n)/Ri−1/2,n.
(3.111)

Через ℜn(Γ, ε) обозначим множество ε-допустимых (для кpивой Γ)
линий состоящих из n дуг окружностей (не обязательно непрерывных).

Теорема 3.12.6 Пусть M > 0, α ∈ (0, 1/4), функции x(t), y(t), опреде-
ляющие кривую Γ(t), заданную в естественной параметризации, та-
ковы, что x, y ∈ C4

[0,T ], числа и при любом ε вычислим число

n = n(ε) =

[

1
3
√

72
√
3ε

∫ T

0

|Φ(t)|dt
]

+ 1.
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Узлы t∗i,n выберем исходя из условия теоремы 3.12.1, где {Φn}∞n=1 – про-
извольная последовательность кусочно - непрерывных функций таких,
что

‖Φ− Φn‖∞ ≤Mnα.

Для t ∈ [t∗i,n, t
∗
i+1,n] (i = 0, . . . , n(ε)−1) γ̃(Γ,∆n [0,T ], t) есть окружность

радиуса Ri+1/2,n ± r sign ki+1/2,n, проходящая через точки

(x̃i, ỹi) =

(

1

2
(x+i + x−i ),

1

2
(y+i + y−i )

)

,

(x̃i+1, ỹi+1) =

(

1

2
(x+i+1 + x−i+1),

1

2
(y+i+1 + y−i+1)

)

,

Тогда последовательность {γ̃(Γ,∆n(ε) [0,T ], t)} будет асимптотически
оптимальным внутренним (внешним) режимом обработки кривой Γ

среди всех ε- допустимых режимов из множества ℜn(Γ, ε).

3.13 Алгоритм оптимального кусочно –

окружностного интерполятора

Бросая в воду камешки, смотри на кру-
ги расходящиеся от них, иначе твое бро-
сание будет пустою забавою.
Косьма Прутков

Как и в случае кусочно – линейной аппроксимации, уделим внима-
ние построению рабочего алгоритма определения асимптотически опти-
мальной кусочно – окружностной кривой. В этом параграфе мы будем
опираться на результаты предыдущих параграфов.

Ход рассуждений существенно повторяет рассуждения при постро-
ении алгоритма оптимального кусочно – линейного интерполятора, но,
естественно, будет опираться на теорему 3.12.1.

Опираясь на результаты первых двух глав, будем считать, что нам
известны в естественной параметризации уравнения, достаточно точно
описывающие гладкие участки кривой.

Дальнейшее содержание параграфа посвящено построению дискрет-
ных аналогов всех величин, входящих в формулировку теоремы 3.12.1.

Вначале опишем дискретный аналог самой кривой Γ(t) = (x(t), y(t))
(t ∈ [0, T ]).
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Из теоремы, о построении ε-оптимального алгоритма интерполиру-
ющей кусочно – окружностной кривой, требуется по порядку примерно
ε−1/3 звеньев (и, соответственно, узлов интерполяции). Так что, перво-
начальная дискретизация должна опираться на большее число опорных
точек, к примеру, около ε−1/2.

Перейдем к детальному изложению алгоритма и его анализу.
Итак, пусть задана допустимая погрешность ε и параметрические

уравнения Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) гладкого участка кривой.
Прежде всего найдем степень дискретизации кривой

N = [1/
√
ε] + 1

([α] – целая часть числа α) и тогда определим набор опорных точек

xi = x

(

iT

N

)

, yi = y

(

iT

N

)

(i = 0, 1, . . . , N).

Дальнейшей нашей задачей является построение дискретного ана-
лога функции – регулятора узлов для кусочно – окружностных линий.

В рассматриваемом нами случае это функция

Φ(t) = 3
√

|x′′′(t)y′(t)− x′(t)y′′′(t)|.

Использование в качестве теоретического задания кривой сплайна
s∗3(Γ, t), что мы и будем предполагать в дальнейшем, позволяет исполь-
зовать то, что его параметризация близка к естественной.

Дискретными аналогами производных x′i и y′i будут выступать раз-
ности

∆xi−1/2 = xi − xi−1 (i = 1, 2, . . . , N)

и
∆yi−1/2 = yi − yi−1 (i = 1, 2, . . . , N).

Соответственно вместо вторых производных x′′i и y′′i будут высту-
пать вторые разности

∆2xi = ∆xi+1/2 −∆xi−1/2 (i = 1, . . . , N − 1),

и
∆2yi = ∆yi+1/2 −∆yi−1/2 (i = 1, . . . , N − 1).

Недостающие разности доопределим следующим образом (см. пара-
граф 1.1)

∆x−1/2 = 2∆x1/2 −∆x3/2, ∆y−1/2 = 2∆y1/2 −∆y3/2
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и
∆2x0 = 2∆2x1 −∆2x2, ∆

2y0 = 2∆2y1 −∆2y2,

а также определим

∆3xi−1/2 = ∆2xi −∆2xi−1 (i = 1, . . . , N),

∆3yi−1/2 = ∆2yi −∆2yi−1 (i = 1, . . . , N).

Вычислим числа

Φi =
3

√

|∆3xi−1/2∆yi−1/2 −∆3yi−1/2∆xi−1/2|+
1

N
(i = 0, 1, . . . , N),

которые и дают нам дискретный аналог регулятора узлов.
Вычислим теперь дискретный аналог первообразной:

Ψ(t) =

∫ t

0

Φ(t)dt.

Это будет система чисел

Ψi =
T

N

i
∑

ν=0

Φν , (i = 1, 2, . . . , N),

Ψ0 = 0.

Далее, вычислим число кадров (узлов) асимптотически оптималь-
ного алгоритма

n =

[

ΨN

3
√

72ε
√
3

]

+ 1.

После этого определим узлы асимптотически оптимального разбиения
ti (i = 1, 2, . . . , n) согласно алгоритму, указанному в теореме 3.12.1

tj = (j − 1)ΨN/n−Ψk−1/Ψk + (k − 2)T/N

при
iT

N
≤ tj ≤

(i+ 1)T

N
и

Ψk <
(j − 1)

n
ΨN

для k = 2, 3, . . . и i ≤ n.
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Остается вычислить дискретные аналоги величин

(x(tj), y(tj)) (j = 0, 1, . . . , n).

Их легко вычислить, ибо, как мы уже отмечали, в качестве теорети-
ческого задания контура мы берем сплайн s∗3(Γ, t) = (s∗3(x, t), s

∗
3(y, t)).

Таким образом, можно считать, что

x(tj) = s∗3(x, tj)

и

y(tj) = s∗3(y, tj).

3.14 Гладкая аппроксимация кусочно –

окружностными линиями

Обстоятельства переменчивы, принци-
пы – никогда.
О. Бальзак

В параграфе 3.12 мы рассмотрели вопрос о восстановлении кривых
кусочно – окружностными линиями и об определении асимптотически
оптимального набора узлов при таком восстановлении. Мы убедились,
что в результате такого восстановления (теорема 3.12.5) получается по-
чти гладкая кривая, состоящая из дуг окружностей, т.е. углы между
правыми и левыми касательными в точках стыковки окружностей при
таком выборе узлов малы.

Для некоторых задач техники оказывается такое решение недоста-
точным. Например, при конструировании некоторых кулачковых ме-
ханизмов, требуется идеально (или почти идеально) гладкое описание
контура. Настоящий параграф посвящен одному из способов такого опи-
сания.

Как и в предыдущих параграфах, точное решение задачи о постро-
ении кусочно – окружностной линии с минимальным числом звеньев,
описывающей данную кривую (контур) с заданной точностью, приво-
дит к трудоемкой минимаксной задаче. Трудности при ее решении еще
более возрастут, если мы будем искать решение задачи в виде гладкой
линии. В качестве вспомогательной задачи, в данном параграфе нам
потребуется решение ее для случая двух дуг окружностей. И уже на
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этом примере (хотя мы будем решать не оптимизационную, а более лег-
кую, интерполяционную задачу) мы будем иметь представление об этих
трудностях.

Естественным (а в этой книге – традиционным) выходом из этого
положения является использование асимптотического подхода.

Как и ранее, считаем, что кривая Γ задана в естественной парамет-
ризации.

Идейная сторона алгоритма, предложенного в настоящем парагра-
фе, состоит в следующем. Кривую Γ мы разбиваем на маленькие участ-
ки (дуги) и каждую дугу Mi−1Mi восстанавливаем парой окружностей,
которые обладают следующими свойствами:

1. окружности проходят через точки Mi−1 и Mi, соответственно;

2. в точках Mi−1 и Mi касательные к кривой и окружности совпада-
ют;

3. в точке пересечения окружности склеиваются гладко (касатель-
ные к окружностям в точке пересечения совпадают).

Ясно, что в этом случае результирующая кривая, состоящая из дуг
окружностей, будет гладкой.

Реализовать изложенный подход мы будем следующим образом.
Выберем параметры окружностей для t ∈ [ti, ti+1] исходя из следу-

ющих условий.
Пусть на отрезке [ti, ti+1] (на дугеMi,Mi+1) – γ+i есть дуга окружно-

сти, проходящей через точку Mi, а γ−i+1 есть дуга окружности, проходя-
щей через точку Mi+1, и M∗

i+1/2 – точка пересечения этих окружностей.
Тогда:

1. вектор (x′i, y
′
i) будет направляющим вектором касательной в точке

Mi−1 к окружности γ+i , а вектор (x′i+1, y
′
i+1) – касательный вектор

к окружности γ−i+1 в точке Mi+1;

2. в точке пересечения M∗
i+1/2 направления касательных к окружно-

стям γ−i+1 и γ+i совпадают (т.е. точкаM∗
i+1/2 и центры окружностей

γ+i и γ−i+1 лежат на одной прямой);

3. точка пересечения M∗
i+1/2 лежит недалеко от Mi+1/2, т.е. почти

равноудалена от точек Mi и Mi+1 .

Формализация первого условия такова. Если (x+i , y
+
i ) – центр окруж-

ности γ+i , а (x−i+1, y
−
i+1) – центр окружности γ−i+1 (см. рис 3.24), то это
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s

s
s

ss
O+

i (x
+
i , y

+
i )

O−
i+1(x

−
i+1, y

−
i+1)

Mi+1

Mi

M∗
i+1/2

PPPq
Γ

�
�✠

γ−i+1
❩
❩
❩⑦

γ+i

Рис. 3.24:

условие примет вид

x+i = xi − R+
i

y′i
√

(x′i)
2 + (y′i)

2
, (3.112)

y+i = yi + R+
i

x′i
√

(x′i)
2 + (y′i)

2
(3.113)

и

x−i+1 = xi+1 −R−
i+1

y′i+1
√

(x′i+1)
2 + (y′i+1)

2
, (3.114)

y−i+1 = yi+1 +R−
i+1

x′i+1
√

(x′i+1)
2 + (y′i+1)

2
(3.115)

(здесь R+
i и R−

i+1 – радиусы окружностей Γ+
i и Γ−

i+1, соответственно).
Второе условие формализуется в виде

x+i − x∗i+1/2

x+i − x−i+1

=
y+i − y∗i+1/2

y+i − y−i+1

. (3.116)

Третье – в виде

x∗i+1/2 =
xi+1 + xi

2
− x′i+1 − x′i

4
hi+1/2 −

yi+1 − yi
2

ϑ, (3.117)
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y∗i+1/2 =
yi+1 + yi

2
− y′i+1 − y′i

4
hi+1/2 −

xi+1 − xi
2

ϑ, (3.118)

где ϑ – некоторый параметр, принимающий достаточно малые значения.
Кроме того, ясно, что

(x+i − x∗i+1/2)
2 + (y+i − y∗i+1/2)

2 = (R+
i )

2, (3.119)

(x−i+1 − x∗i+1/2)
2 + (y−i+1 − y∗i+1/2)

2 = (R−
i+1)

2. (3.120)

С целью упрощения записей, введем дополнительные обозначения

x̃i+1/2 =
xi+1 − xi

2
− x′i+1 − x′i

4
hi+1/2 (3.121)

и

ỹi+1/2 =
yi+1 − yi

2
− y′i+1 − y′i

4
hi+1/2. (3.122)

Таким образом, для того, чтобы найти необходимые значения парамет-
ров окружностей γ+i и γ−i+1, необходимо решить систему девяти урав-
нений (3.112) – (3.120) с девятью неизвестными: координат центров
окружностей γ+i и γ−i+1, радиусов их, координат точки пересечения окруж-
ностей и значения параметра ϑ, характеризующего удаленность точки
M∗

i+1/2 от точки Mi+1/2.

Используя в (3.119) уравнения (3.117) – (3.118), получим

(

x+i − x̃i+1/2 +
1

2
∆yi+1/2 ϑ

)2

+

(

y+i − ỹi+1/2 +
1

2
∆xi+1/2 ϑ

)2

= (R+
i )

2

или
(

xi − x̃i+1/2 +
1

2
∆yi+1/2 ϑ− y′iR

+
i

)2

+

+

(

yi − ỹi+1/2 +
1

2
∆xi+1/2 ϑ+ x′iR

+
i

)2

= (R+
i )

2

Раскрывая скобки, и, учитывая тот факт, что кривая задана в есте-
ственной параметризации, пишем

R+
i =

1

2
· Ai

Bi
,

где

Ai =

(

xi − x̃i+1/2 +
1

2
∆yi+1/2 ϑ

)2

+

(

yi − ỹi+1/2 +
1

2
∆xi+1/2 ϑ

)2
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и

Bi = y′i

(

xi − x̃i+1/2 +
1

2
∆yi+1/2 ϑ

)

− x′i

(

yi − ỹi+1/2 +
1

2
∆xi+1/2 ϑ

)

.

Аналогично, из (3.120) получаем

R−
i+1 =

1

2
· Ci

Di
,

где

Ci =

(

xi+1 − x̃i+1/2 +
1

2
∆yi+1/2 ϑ

)2

+

(

yi+1 − ỹi+1/2 +
1

2
∆xi+1/2 ϑ

)2

и

Di = y′i+1

(

xi+1 − x̃i+1/2 +
1

2
∆yi+1/2 ϑ

)

−

−x′i+1

(

yi+1 − ỹi+1/2 +
1

2
∆xi+1/2 ϑ

)

.

Раскрывая скобки и проводя преобразования, приходим к равенству

R+
i =

Ei

Fi
,

где

Ei =
1 + ϑ2

4
(∆xi+1/2)

2 + (∆yi+1/2)
2 − hi+1/2

4
(∆xi+1/2∆x

′
i+1/2+

+∆yi+1/2∆y
′
i+1/2) +

hi+1/2

16
((∆x′i+1/2)

2 + (∆y′i+1/2)
2)+

+
ϑhi+1/2

4
(∆yi+1/2∆x

′
i+1/2 −∆xi+1/2∆y

′
i+1/2)

и

Fi = (∆xi+1/2 y
′
i − xi∆yi+1/2) +

hi+1/2

2
(∆x′i+1/2 y

′
i−

−xi∆y′i+1/2) + ϑ(∆xi+1/2x
′
i − yi∆yi+1/2).

Аналогично получаем

R−
i+1 =

Gi

Hi
,

где

Gi =
1 + ϑ2

4
(∆xi+1/2)

2 + (∆yi+1/2)
2 − hi+1/2

4
(∆xi+1/2∆x

′
i+1/2+
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+∆yi+1/2∆y
′
i+1/2) +

hi+1/2

16
((∆x′i+1/2)

2 + (∆y′i+1/2)
2)+

+
ϑhi+1/2

4
(∆yi+1/2∆x

′
i+1/2 −∆xi+1/2∆y

′
i+1/2)

и

Hi = (∆xi+1/2y
′
i+1 − xi+1∆yi+1/2) +

hi+1/2

2
(∆x′i+1/2y

′
i+1−

−xi+1∆y
′
i+1/2) + ϑ(∆xi+1/2x

′
i+1 − yi+1∆yi+1/2).

В приведенных выражениях значения радиусов R+
i и R−

i+1 выражены
через неизвестное значение параметра ϑ. Чтобы определить его, исполь-
зуем равенство (3.116):

(

x+i − x̃i+1/2 +
1
2∆yi+1/2 ϑ

)

x+i − x−i+1

=

(

y+i − ỹi+1/2 +
1
2∆xi+1/2 ϑ

)

y+i − y−i+1

или, что то же,

(

x+i − x̃i+1/2 +
1

2
∆yi+1/2 ϑ

)

(y+i − y−i+1) =

=

(

y+i − ỹi+1/2 +
1

2
∆xi+1/2 ϑ

)

(x+i − x−i+1).

Кроме того, из (3.112) – (3.115) следует равенство

(

∆yi+1/2 + x′i+1 R
−
i+1 − x′iR

+
i

)

(

xi − y′iR
+
i − x̃′i+1/2 +

1

2
∆yi+1/2 ϑ

)

=

=
(

∆xi+1/2 + y′i+1 R
−
i+1 − y′iR

+
i

)(

yi − x′iR
+
i − ỹ′i+1/2 +

1

2
∆xi+1/2 ϑ

)

,

что вместе с уравнениями, определяющими значения R+
i и R−

i+1, при-
водит к уравнению четвертой степени относительно параметра ϑ.

Точное решение этого уравнения приводит к громоздким формулам.
Можно найти решение его с помощью последовательных приближений.
Для выбора начального значения ϑ0 учтем, что, если применить фор-
мулу Тейлора для x и y, то легко показать, что

R+
i =

h2i+1/2(1 + ϑ2) + 1
2h

3
i+1/2 ϑ (x

′
iy

′′
i − y′ix

′′
i ) +O(h4i+1/2)

h2i+1/2(x
′
iy

′′
i − y′ix

′′
i ) + 2ϑhi+1/2 +O(h3i+1/2)

. (3.123)
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Учитывая теперь, что ϑ << hi+1/2, получаем

R+
i =

1

|x′iy′′i − y′ix
′′
i |
(1 +O(hi+1/2)) = R0

i (1 +O(hi+1/2)), (3.124)

здесь R0
i = |ki|−1 – радиус кривизны кривой Γ в точке Mi (т.е. R+

i

отличается на O(hi+1/2) от радиуса кривизны кривой Γ в точке Mi).

Аналогично доказывается, что R−
i+1 на O(hi+1/2) отличается от радиуса

кривизны кривой в точке Mi+1.
В качестве начального значения параметра возьмем

ϑ0 =
1

2

A

B
, (3.125)

где
A = (∆yi+1/2 + x′i+1 R

−
i+1 − x′iR

+
i )(xi − y′iR

+
i − x̃i+1/2)−

−(∆xi+1/2 + y′i+1R
−
i+1 − y′iR

+
i )(yi − x′iR

+
i − ỹi+1/2))

и
B = (∆xi+1/2 + y′i+1R

−
i+1 − y′iR

+
i )∆xi+1/2−

−(∆yi+1/2 + x′i+1 R
−
i+1 − x′iR

+
i )∆yi+1/2,

а вместо R+
i будет R0

i – радиус кривизны кривой Γ в точке Mi, и вместо
R−

i+1 – радиус кривизны кривой Γ в точкеMi+1 . Определив таким обра-
зом значение параметра ϑ0, вычислим соответствующие ему значения
радиусов R+

i иR−
i+1 и подставив их в (3.125), получим новое значение

параметра ϑ = ϑ1 и т.д., пока не получим это значение с нужной нам
точностью.

После получения значения параметра ϑ формулы (3.123) и (3.112) –
(3.115) полностью определяют значения радиусов R+

i и R−
i+1 и центров

(x+i , y
+
i ) и (x−i+1, y

−
i+1) окружностей.

Теперь, когда мы рассмотрели механизм построения гладкой кусоч-
но – окружностной кривой, восстанавливающей исходную кривую Γ,
перейдем к задаче отыскания асимптотически оптимального набора уз-
лов для такого способа восстановления.

Пусть кривая Γ задана в естественной параметризации, и ∆n – про-
извольное разбиение отрезка [0, T ]. Каждому разбиению ∆n поставим в
соответствие кривую γ(Γ,∆n, t), определенную на каждом промежутке
[ti, ti+1] по алгоритму, приведенному выше.

Кривую γ(Γ,∆n, t) будем называть ε-допустимым решением для кри-
вой Γ, если

R(Γ, γ(Γ,∆n)) ≤ ε,
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ε-допустимое решение с минимальным числом звеньев (половиной чис-
ла дуг окружностей) (обозначим число звеньев через n0(ε) ) будем на-
зывать ε-оптимальным решением задачи.

Последовательность ε-допустимых решений {γ(Γ,∆∗
n)}∞n=1 будем на-

зывать асимптотически оптимальной для кривой Γ, если при ε → 0
выполняется асимптотическое равенство

n∗(ε) = n0(ε) (1 + o(1)) .

Следующее утверждение служит базой для построения алгоритма
определения последовательности гладких кусочно – окружностных ли-
ний с асимптотически оптимальным числом звеньев, восстанавливаю-
щих исходную кривую Γ(t) с заданной точностью.

Теорема 3.14.1 Пусть кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]), задан-
ная в естественной параметризации, такова, что x, y ∈ C4

[0,T ] и чис-

ла M > 0, α ∈ (0, 1/4) Если последовательность {Φn}∞n=1 кусочно –
непрерывных на отрезке [0, T ] функций такова, что

‖Φn − Φ‖∞ ≤ M

nα
(M ≡ const),

здесь, как и ранее

Φ(t) = |x′′′(t)y′(t)− y′′′(t)x′(t)|1/3,

а последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 определена равенствами

∫ t∗i,n

0

(

Φn(t) + n−α
)

dt =
i

n

∫ T

0

(

Φn(t) + n−α
)

dt

(i = 1, 2, . . . , n),

то последовательность γ(Γ,∆∗
n) будет асимптотически оптималь-

ной и при будет выполняться асимптотическое равенство

R(Γ, γ(Γ,∆∗
n)) = inf

∆n

R(Γ, γ(Γ,∆n)) (1 + o(1)) =

=
8

81n3

(

∫ T

0

Φ(t)dt

)3

+ o(n−3).

Двойственным к этому будет следующее утверждение
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Теорема 3.14.2 Пусть ε→ 0, выполнены условия теоремы 3.14.1,

n∗ =

[

2

44/3(ε)1/3

∫ T

0

Φ(t)dt

]

+ 1,

а последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 определена равенствами

∫ t∗i,n∗

0

(

Φn(t) + n−α
∗

)

dt =
i

n∗

∫ T

0

(

Φn(t) + n−α
∗

)

dt

(i = 1, 2, . . . , n∗).

Тогда последовательность γ(Γ,∆∗
n) будет асимптотически оптималь-

ной для кривой Γ(t).

Доказательство этих утверждений проводится по схеме, неодно-
кратно изложенной в предыдущих параграфах этой главы. Необходимо
лишь доказать, что для любой последовательности разбиений {∆n}∞n=1

такой, что hn → 0 при n → ∞ для t ∈ [ti, ti+1/2] выполняется асимпто-
тическое равенство

R(Γ, γ(Γ,∆n), t) =
h3i+1/2

3
|Fi|τ(τ + 1)2 +O(h4i+1/2),

где τ = (t− ti)/(2hi+1/2), а F (t) = y′′′(t)x′(t)− x′′′(t)y′(t).
Это равенство нетрудно получить с помощью рассуждений, подоб-

ных тем, которые были приведены в предыдущих параграфах.

3.15 Оптимальное восстановление плоских кри-

вых сплайнами Безье

Хороший вкус позволяет оценить даже
плохое.
Ю.Скрылев

Одним из наиболее распространенных методов описания гладких
контуров в задачах инженерной геометрии являются функции Безье.
Как правило, при этом используются квадратичные функции Безье,
если между начальной и конечной точками интерполяции есть одна
промежуточная точка, и кубические, если промежуточных точек две.
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Если же точек больше, то для использования функций Безье, сводят
задачу к двум предыдущим случаям.

Широкое использование функций Безье обусловлено конструктив-
ным удобством их построения. C другой стороны, тот факт, что проме-
жуточные точки лежат относительно далеко от линии Безье, часто не
позволяет использовать этот аппарат достаточно точного восстановле-
ния контуров.

В данном параграфе предложен алгоритм построения параболиче-
ской функции Безье наименее отклоняющейся (асимптотически) от ап-
проксимируемой кривой в хаусдорфовой (визуальной) метрике.

Пусть Γ(t) – гладкая плоская кривая, заданная в естественной па-
раметризации Γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [0, T ], т.е. в качестве параметра t
используется длина дуги, отсчитываемая от некоторой фиксированной
точки, что соответствует выполнению условия

(x′(t))2 + (y′(t))2 ≡ 1 (t ∈ [0, T ]).

Пусть

∆2n+1 = {0 = t1,2n+1 < t2,2n+1 < ... < t2n+1,2n+1 = T }

– произвольное разбиение промежутка изменения параметра,

hi+1/2,2n+1 = ti+1,2n+1 − ti,2n+1 (i = 0, 1, ..., 2n)

и
xi,2n+1 = x(ti,2n+1) (i = 0, 1, ..., 2n+ 1),

yi,2n+1 = y(ti,2n+1) (i = 0, 1, ..., 2n+ 1).

Для t ∈ (t2i−1,2n+1, t2i+1,2n+1) параболическая параметрически за-
данная функция Безье будет иметь вид (см. параграф 2.6)

BΓ(t) = (Bx(t), By(t)),

где

Bx(t) = (1− τ)2x2i−1,2n+1 + 2τ(1− τ)x2i,2n+1 + τ2x2i+1,2n+1,

By(t) = (1 − τ)2y2i−1,2n+1 + 2τ(1− τ)y2i,2n+1 + τ2y2i+1,2n+1

и

τ =
t− t2i−1,2n+1

h2i−1/2,2n+1 + h2i+1/2,2n+1
.
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Рассмотрим множество значений

x̃2i,2n+1 = x2i,2n+1 −
1

2
∆2x2i,2n+1 (i = 1, 2, ..., n),

где
∆2x2i,2n+1 = x2i+1,2n+1 − 2x2i,2n+1 + x2i−1,2n+1,

и

ỹ2i,2n+1 = y2i,2n+1 −
1

2
∆2y2i,2n+1 (i = 1, 2, ..., n),

где
∆2y2i,2n+1 = y2i+1,2n+1 − 2y2i,2n+1 + y2i−1,2n+1.

Обозначим
BΓ̃(t) = (Bx(t), By(t)),

где
Bx̃(t) = (1 − τ)2x2i−1,2n+1 + 2τ(1 − τ)x̃2i,2n+1+ (3.126)

+τ2x2i+1,2n+1 = (1 − τ)2x2i−1,2n+1+

2τ(1 − τ)

(

x2i,2n+1 −
1

2
∆2x2i,2n+1

)

+ τ2x2i+1,2n+1,

и
Bỹ(t) = (1− τ)2y2i−1,2n+1 + 2τ(1 − τ)ỹ2i,2n+1+ (3.127)

+τ2y2i+1,2n+1 = (1 − τ)2y2i−1,2n+1+

+2τ(1− τ)

(

y2i,2n+1 −
1

2
∆2y2i,2n+1

)

+ τ2y2i+1,2n+1.

Как и ранее, разбиение ∆0
2n+1 будем называть оптимальным, если

R(Γ, BΓ̃(∆0
n)) = inf

∆n

R(Γ, BΓ̃(∆n)).

Последовательность разбиений {∆∗
2n+1}∞n=1 будем называть асимптоти-

чески оптимальной, если при n→ ∞

R(Γ, BΓ̃(∆∗
2n+1)) = inf

∆n

R(Γ, BΓ̃(∆2n+1)) (1 + o(1))

Введем в рассмотрение функции

F (t) = x′(t)y′′′(t)− x′′′(t)y′(t),

и
Φ(t) = |F (t)|1/3.
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Пусть {Φn(t)}∞n=1 – произвольная последовательность функций таких,
что

‖Φ− Φn‖∞ ≤ n−α,

где α ∈ (0, 1/4).

Теорема 3.15.1 Пусть параметрическая кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈
[0, T ]) такова, что x, y ∈ C4

[0,T ], число α ∈ (0, 1/4) и последователь-

ность разбиений {∆∗
2n+1}∞n=1 определяется из равенств

t∗2i+1,2n+1 = θi,n, t∗2i,2n+1 = (θi+1,n + θi,n)/2, (3.128)

где точки θi,n однозначно определяются из условий

∫ θi,n

0

(Φn(t) + n−α)dt =
i

n

∫ T

0

(Φn(t) + n−α)dt (3.129)

(i = 0, 1, ..., n).

Тогда последовательность разбиений {∆∗
n}∞n=1 будет асимптотически

оптимальной и при n→ ∞

R(Γ, BΓ̃(∆∗
2n+1)) =

1

9
√
3n3

(

∫ T

0

Φ(t)dt

)3

+ o(n−3).

Рассмотрим обратную задачу, когда по имеющейся погрешности опи-
сания кривой необходимо построить аппроксимативный аппарат с ми-
нимальным числом узлов.

Пусть ε – заданная ошибка описания контура. Линию Безье BΓ̃(t)
назовем ε-допустимой для кривой Γ(t), если

R(Γ, BΓ̃) ≤ ε.

ε-допустимую кривую BΓ̃(∆0
2n0+1, t) назовем ε-оптимальной, если для

всех ε-допустимых кривых BΓ̃(∆n, t) будет выполняться неравенство

no ≤ n.

Последовательность ε-допустимых кривых {BΓ̃(∆∗
2n∗+1, t)}∞n=1 назо-

вем асимптотически ε-оптимальной, если

n∗ = no (1 + o(1)) .
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Теорема 3.15.2 Пусть параметрическая кривая Γ(t) = (x(t), y(t)) (t ∈
[0, T ]) такова, что x, y ∈ C4

[0,T ], и число n∗ определяется равенством

n∗ =

[

1
3
√

9
√
3ε

∫ T

0

Φ(t)dt

]

+ 1,

(здесь [a] – целая часть числа a). Кроме того пусть последователь-
ность разбиений {∆∗

2n∗+1}∞n=1 определяется из равенств (3.129).

Тогда последовательность {BΓ̃(∆∗
2n∗+1, t)}∞n=1 будет асимптоти-

чески ε-оптимальной.

В вопросах связанных с приближением гладких кривых, часто важно
знать насколько гладким является аппарат восстановления кривой.

Теорема 3.15.3 Пусть задана в параметрической форме кривая Γ(t) =
(x(t), y(t)) (t ∈ [0, T ]) такая, что x, y ∈ C4

[0,T ], последовательность

разбиений {∆∗
2n∗+1}∞n=1 определяется из равенств (3.129). Тогда мак-

симальное значение степени негладкости кривой Безье будет следую-
щим

max
t
α(BΓ̃(∆∗

2n∗+1), t) = O

(

1

n3

)

.

Если же кривая Γ такова, что F (t) > 0 при всех t ∈ [0, T ], и последо-
вательность разбиений {∆⋆

n}∞n=1 определяется из равенств

t⋆2i+1,2n+1 = θ⋆i,n, t⋆2i,2n+1 = (θ⋆i+1,n + θ⋆i,n)/2,

где точки θ⋆i,n однозначно определены условиями

∫ θ⋆
i,n

0

Φ(t)dt =
i

n

∫ T

0

Φ(t)dt (3.130)

(i = 0, 1, ..., n).

Тогда

α(BΓ̃(∆⋆
n), t

⋆
2i+1,2n+1) =

A2i+1,n

n3
+ o

(

1

n3

)

,

где

A2i+1,n = A3

(

F ′
2i+1,2n+1

36
+

φ2i+1,2n+1

16F2i+1,2n+1

)

,

где

A =

∫ T

0

Φ(t)dt,

φ(t) = x(4)(t)y′(t)− y(4)(t)x′(t).
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Доказательство теоремы 3.15.1. Используя формулу Тейлора для функ-
ции x(t) в окрестности точки x2i,2n+1, получаем

Bx̃(t) = (1 − τ)2x2i−1,2n+1 + 2τ(1 − τ)x̃2i,2n+1 + τ2x2i+1,2n+1 =

= (1−τ)2x2i−1,2n+1+2τ(1−τ)
(

x2i,2n+1 −
1

2
∆2x2i,2n+1

)

+τ2x2i+1,2n+1 =

= x2i,2n+1 + x′2i,2n+1(−(1 − τ)2h2i−1/2,2n+1 − τ(1 − τ)(h2i+1/2,2n+1−

−h2i−1/2,2n+1) + τ2h2i+1/2,2n+1) +
1

2
x′′2i,2n+1((1− τ)2h22i−1/2,2n+1−

−τ(1− τ)(h22i+1/2,2n+1 + h22i−1/2) + τ2h22i+1/2,2n+1)+

+
1

3!
x′′′2i,2n+1(−(1 − τ)2h32i−1/2,2n+1 − τ(1 − τ)(h32i+1/2,2n+1−

−h32i−1/2,2n+1) + τ2h32i+1/2,2n+1) + O((h2i+1/2,2n+1 + h2i−1/2,2n+1)
4).

Отсюда ясно, что для t ∈ (t2i−1,2n+1, t2i+1,2n+1)

x(t)−Bx̃(t) =
3

2
x′2i,2n+1τ(τ − 1)(h2i+1/2,2n+1 − h2i−1/2,2n+1)−

−1

2
x′′2i,2n+1τ(1 − τ)(h2i+1/2,2n+1 − h2i−1/2,2n+1)

2 +
1

6
x′′′2i,2n+1τ(1−

−τ)(τ(h2i+1/2,2n+1 + h2i−1/2,2n+1)
3 − (3h2i+1/2,2n+1h

2
2i−1/2,2n+1−

−h32i+1/2,2n+1)) +O((h2i+1/2,2n+1 + h2i−1/2,2n+1)
4).

Если h2i−1/2,2n+1 = h2i+1/2,2n+1 := hi,n (и в дальнейшем мы будем рас-
сматривать лишь такие разбиения), то первые слагаемые в правой ча-
сти последнего соотношения обращаются в ноль, и при этом условии
погрешность будет иметь вид

x(t)−Bx̃(t) =
4

3
x′′′2i,2n+1τ(1 − τ)(τ − 1/2)h3i,n +O(h4i,n).
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Так как

x(t) − x(ζ) = x′(t)ξ +
x′′(t)

2
ξ2 +

x′′′(t)

6
ξ3 + O(ξ4),

где ξ = t−ζ, то равномерно по i выполняется асимптотическое равенство

x(ζ)−Bx̃(t) = x(t) −Bx̃(t) + x(ζ) − x(t) =

=
4

3
x′′′2i,2n+1τ(1−τ)(τ−1/2)h3i,n−x′(t)ξ−

x′′(t)

2
ξ2− x′′′(t)

6
ξ3+O(ξ4+h4i,n).

Кроме того, для t ∈ (t2i−1,2n+1, t2i+1,2n+1)

R(Γ, B(̃Γ)) ≤

≤
√

‖x(t)−Bx̃(t)‖2C[t2i−1,2n+1,t2i+1,2n+1]
+ ‖y(t)−Bỹ(t)‖2C[t2i−1,2n+1,t2i+1,2n+1]

=

= O(h3i,n)

равномерно по i. Поэтому, при определении хаусдорфового расстояния
достаточно рассматривать лишь такие ξ, при которых равномерно по i
будет выполняться условие ξ = O(h3i,n). В этом случае будет

x(ζ) −Bx̃(t) =
4

3
x′′′2i,2n+1τ(1 − τ)(τ − 1/2)h3i,n − x′(t)ξ +O(h4i,n),

а также

y(ζ)−Bỹ(t) =
4

3
y′′′2i,2n+1τ(1 − τ)(τ − 1/2)h3i,n − y′(t)ξ +O(h4i,n).

Пусть

|Γ(ζ) −BΓ̃(∆n, t)|2 = (x(ζ) −Bx̃(t))2 + (y(ζ) −Bỹ(t))2.

Тогда, если maxhi+1/2,n → 0 при n→ ∞, то при достаточно больших n
будет выполняться соотношение

max
ζ

min
t

|Γ(ζ) −BΓ̃(∆n, t)|2 =

= max
i

max
0<τ<1

(

(

4

3
F2i,2n+1τ(1 − τ)(τ − 1/2)h3i,n

)2

+O(h7i,n)

)

=

= max
i

(

(

1

9
√
3
F2i,2n+1h

3
i,n

)2

+O(h7i,n)

)

.
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Аналогично,

max
t

min
ζ

|Γ(ζ) −BΓ̃(∆n, t)|2 = max
i

(

(

1

9
√
3
F2i,2n+1h

3
i,n

)2

+O(h7i,n)

)

.

Таким образом, если maxhi+1/2,n → 0 при n → ∞, то при достаточно
больших n равномерно по i будет выполняться соотношение

R2(Γ, B(̃Γ,∆n)) = max
i

(

(

1

9
√
3
F2i,2n+1h

3
i,n

)2

+O(h7i,n)

)

.

Отсюда, из теоремы 3.2.1 и следствия 3.2.3 немедленно следует тре-
буемое утверждение.

Утверждение теоремы 3.15.2 легко получить из теоремы 3.15.1.
Доказательство теоремы 3.15.3. Из приведенных ранее соотноше-

ний легко вывести следующее асимптотическое равенство

Bx̃(t) = x2i,2n+1 + x′2i,2n+1hi+1/2,2n+1(2τ − 1) +
1

2
x′′2i,2n+1h

2
i,n(2τ − 1)2+

+
1

3!
x′′′2i,2n+1h

3
i,n(2τ − 1) +

1

4!
x
(4)
2i,2n+1h

4
i,n(2τ − 1)2 +O(h5i,n).

Поэтому

B′x̃(t) = x′2i,2n+1 + x′′2i,2n+1hi+1/2,n(2τ − 1) +
1

3!
x′′′2i,2n+1h

2
i,n+

+
1

12
x
(4)
2i,2n+1h

3
i,n(2τ − 1) +O(h4i,n).

Отсюда получаем

B′x̃2i+1,2n+1 = x′2i+1,2n+1 −
1

3
x′′′2i+1,2n+1h

2
i,n +

1

4
x
(4)
2i+1,2n+1h

3
i,n +O(h4i,n)

и

B′x̃2i+1,2n+1 = x′2i+1,2n+1−
1

3
x′′′2i+1,2n+1h

2
i+1,n−

1

4
x
(4)
2i+1,2n+1h

3
i+1,n+O(h

4
i+1,n),

а также аналогичные соотношения для B′ỹ2i+1,2n+1.
Из этих соотношений следует, что

sinα(BΓ̃(∆n), t2i+1,2n+1) =

= (
1

3
(x′′′2i+1,2n+1y

′
2i+1,2n+1 − x′2i+1,2n+1y

′′′
2i+1,2n+1)(h

2
i+1,n − h2i,n)+



310 ГЛАВА 3. ОПТИМАЛЬНОЕ ОПИСАНИЕ КРИВЫХ

+
1

4
(x

(4)
2i+1,2n+1y

′
2i+1,2n+1 − x′2i+1,2n+1y

(4)
2i+1,2n+1)(h

3
i+1,n + h3i,n)+

+O((hi+1,n + hi+1/2,n)
4)).

Учитывая выбор узлов, указанный в условии теоремы 3.15.3, полу-
чаем

h⋆i,n =
A

2n(F2i+1,2n+1)1/3
+

F ′
2i+1,2n+1A2

24n2(F2i+1,2n+1)2/3
+O(n−3)

и

h⋆i+1,n =
A

2n(F2i+1,2n+1)1/3
−

F ′
2i+1,2n+1A2

24n2(F2i+1,2n+1)2/3
+O(n−3).

Отсюда и из предыдущего вытекает, что для всех i

sinα(BΓ̃(∆⋆
n), t2i+1,2n+1) =

A3

n3

(

F ′
2i+1,2n+1

36
+

φ2i+1,2n+1

16F2i+1,2n+1

)

,

что и завершает доказательство теоремы 3.15.3.
Приведем один алгоритм, реализующий полученный результат. Бу-

дем считать, что кривая задана набором точек, достаточно точно опи-
сывающих данный контур. Это может быть набор значений, снятых
копиром, сканером и пр.(сглаженных тем или иным методом) или на-
бор, полученный пополнением с помощью аппроксимирующей линии по
известным опорным точкам (например, сплайнов).

Итак, пусть известны точки гладкой кривой

Mi,N = (xi,N , yi,N ) (i = 1, 2, ..., N)

и величина погрешности (допуска) ε.
Вычислим величины

li+1/2,N =
√

(xi+1,N − xi,N )2 + (yi+1,N − yi,N )2 (i = 1, 2, . . . , N − 1),

и

σi,N =

i
∑

ν=1

lν+1/2, (i = 1, 2, . . . , N − 1).

Дискретными аналогами производных x′i,N и y′i,N будут выступать раз-
деленные разности

∆xi+1/2,N =
xi+1,N − xi,N
li+1/2,N

(i = 1, 2, . . . , N − 1)
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и

∆yi+1/2,N =
yi+1,N − yi,N
li+1/2,N

(i = 1, 2, . . . , N − 1).

Соответственно, вместо вторых производных x′′i,N и y′′i,N будут высту-
пать вторые разделенные разности

∆2xi,N =
∆xi+1/2,N −∆xi−1/2,n

li+1/2,N + li−1/2,n
(i = 2, . . . , N − 1)

и

∆2yi,N =
∆yi+1/2,N −∆yi−1/2,n

li+1/2,N + li−1/2,n
(i = 2, . . . , N − 1).

А также вместо третьих производных –

∆3xi+1/2,N =
∆2xi+1,N −∆2xi,N

li+3/2 + li+1/2,N + li−1/2,n
(i = 2, . . . , N − 2)

и

∆3yi+1/2,N =
∆2yi+1,N −∆2yi,N

li+3/2 + li+1/2,N + li−1/2,n
(i = 2, . . . , N − 2).

Вычислим числа

Fi+1/2,N = ∆xi+1/2,N∆3yi+1/2,N −∆3xi+1/2,N∆yi+1/2,N

(i = 1, . . . , N − 1),

здесь
F1/2 = F3/2, FN−1/2 = FN−3/2.

Вычислим, теперь, дискретный аналог первообразной

Ψ(t) =

∫ t

0

Φ(t)dt.

Это будет набор чисел

Ψi,N =
i
∑

ν=1

(|Fν+1/2|1/3 +N−1)lν+1/2 (i = 1, 2, . . . , N − 1),

Ψ0 = 0.

Далее, вычислим число узлов асимптотически оптимального алго-
ритма

n =

[

6
3
√

9
√
3ε

ΨN−1

]

+ 1
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и определим узлы асимптотически оптимального разбиения ti,n (i =
1, 2, . . . , 2n+ 1) согласно алгоритму, указанному в теореме 3.15.1

tj,n = (j − 1)ΨN−1/(2n+ 1)−Ψk−1/Ψk + (k − 2)σN−1/N

при
iσN−1

N
≤ tj,n ≤ (i + 1)σN−1

N
и

Ψk < (j − 1)ΨN/(2n+ 1) (k = 2, 3, . . . , i ≤ 2n+ 1).

Остается вычислить дискретные аналоги

(x(tj,n), y(tj,n)) (j = 1, . . . , 2n+ 1)

для tj,n ∈ (σi,n, σi+1,n). В качестве эти точек можно взять значения па-
рабол, проходящих через точки xi−1,N , xi,N , xi+1,N и yi−1,N , yi,N , yi+1,N ,
соответственно.

Функцию Безье с требуемыми свойствами построим по полученной
информации используя формулы (3.126) – (3.127).
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