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ПРЕДИСЛОВИЕ НАУЧНОГО РЕДАКТОРА

Издание книги на русском языке, в которой описывается при­
менение современных статистических методов анализа социальных 
и гуманитарных данных во всем их разнообразии, было и ожидае­
мо, и необходимо. Ни для кого не секрет, что Россия значительно 
отстает от стран Западной Европы и СШ А в области приложения 
количественных методов. В этих странах подобных учебников, адре­
сованных читателям самого различного уровня подготовки (от сту­
дентов колледжей, еще не имеющих даже степени бакалавра, до 
докторантов, избравших прикладную статистику и измерения в гу­
манитарных науках своей основной специализацией), издается ве­
ликое множество, однако соответствующих переводов на русский 
язык не было с тех пор, как прекратилось издание серии «Библио­
течка иностранных книг для экономистов и статистиков». За по­
следнюю четверть XX в. за рубежом достигнуты большие успехи в 
области статистики с точки зрения как развития науки (появились 
новые методы статистического анализа), так и программного обес­
печения (все больше методов реализуется в широко используемых 
статистических пакетах), а также в области методологии (понима­
ния того, какие методы и в каких случаях использовать). Западные 
исследователи активно применяют статистические методы разной 
степени сложности, о которых российские ученые узнают либо из 
публикуемых статей, либо из выступлений на конференциях.

За последние годы было издано достаточно много моногра­
фий и учебных пособий, написанных отечественными авторами. 
Но они охватывают в основном простейшие и самые распрост­
раненные способы статистического анализа: описательную ста­
тистику, сопоставление двух выборок, а все выходящее за рамки 
этого обязательного минимума рассматривается только в озна­
комительном формате (А.Д. Наследов, 2004; А. П. Кулаичев, 2006) 
либо посвящено отдельным методам (А. Н. Гусев, 2000; О. В. М и­
тина, И. Б. Михайловская, 2001). В результате большое количество 
методов, уже широко известных и активно используемых колле­
гами за рубежом, позволяющих проверять более интересные и диф­
ференцированные гипотезы, до настоящего времени известны 
узкому кругу исследователей, применяются крайне редко (напри­
мер, дискриминантный анализ, анализ ковариаций) или не ис­
пользуются вообще (логлинейный анализ).
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Структурное моделирование, оформившееся как методология 
работы с данными в США и странах Западной Европы в конце 
70-х —начале 80-х годов XX в. и по сути органично включающее 
практически все линейные статистические методы — от опреде­
ления простейших показателей до многомерного регрессионно­
го и факторного анализа, получившего здесь естественное раз­
витие и объединение (О. В. Митина, 2005), является, по нашему 
мнению, абсолютно необходимым в психологии и других гума­
нитарных дисциплинах, но только начинает применяться в Рос­
сии, поэтому учебно-методическое обеспечение особенно акту­
ально.

Хотя статистический анализ имеет многовековую историю, по- 
настоящему оформление прикладной статистики как методоло­
гии работы с числовыми данными можно связывать с именем 
Ф. Гальтона, который в конце XIX в. впервые применил статис­
тический анализ в биологии и психологии, ввел в психологию 
тесты и опросники (включая и сам термин «тест»), разработал 
близнецовый анализ. В 1888 г. ученый выступил с докладом на 
заседании Королевского общества «Корреляции и их измерение, 
преимущественно по антропометрическим данным».

Применение статистических методов во многом шло параллель­
но и взаимосвязанно с развитием метрических дисциплин как в 
естественных и инженерных (био-, хемометрика, метрология), так 
и в гуманитарных, социальных (измерения в психологии, социо­
логии, экономике, истории) областях и способствовало их офор­
млению в науки с точки зрения требований строгости, доказа­
тельности, объективности, верифицируемости и пр. Статистика 
помогает доказывать различные гипотезы о проявлениях психоло­
гических свойств личности, целесообразности использования но­
вых средств и методов лечения, причин и следствий тех или иных 
заболеваний и отклонений, предсказывать результаты политичес­
ких выборов, проводить разработку месторождений полезных ис­
копаемых, контролировать работу атомных станций и т.д. Как 
правило, проверяются гипотезы о количественных характеристи­
ках различных параметров (переменных) и связи этих параметров 
друг с другом попарно или в более сложных конфигурациях. Затем 
возникает вопрос точности и обоснованности результатов. Насколь­
ко надежны результаты исследования? Достаточно ли большая 
выборка? Существуют ли подвыборки, в которых взаимосвязь меж­
ду установленными переменными значимо различается? Насколько 
можно доверять полученным измерениям? На все эти вопросы 
можно ответить с помощью статистических методов. Ш ирокое рас­
пространение компьютеров привело к тому, что возможность про­
вести статистический анализ имеет практически каждый, одна­
ко, для того чтобы не сделать ошибочных выводов, необходимы 
соответствующие знания.
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Одним из наиболее ранних примеров такого рода стал так на­
зываемый парадокс Симпсона (Е.Н. Simpson, 1951). Предположим, 
нам необходимо проверить эффективность определенного вида воз­
действия. Это могут быть какой-то новый вид психотерапевтиче­
ского воздействия, медицинский препарат, обучение какому-то 
предмету в школе или в вузе по новой методике и т.д. На фор­
мальном уровне, для того чтобы зафиксировать наличие или от­
сутствие воздействия, вводится независимая дихотомическая пе­
ременная X , принимающая значения «О» при отсутствии воздей­
ствия и «1», если воздействие имело место. Необходимо оценить, 
влияет ли X  на значения зависимой переменной Y, соответствую­
щей успешности. Дихотомическая переменная К= 1, если эффект 
был зафиксирован (успех достигнут), К=0 — при отсутствии эф ­
фекта (успеха). Согласно всем требованиям проведения подобного 
рода экспериментов, всех испытуемых разделяют на две равные 
группы: экспериментальную (подвергшуюся воздействию) и кон­
трольную (воздействию не подвергавшуюся). В приведенной ниже 
таблице общее количественное распределение в контрольную и 
экспериментальную группы указано в столбцах, озаглавленных 
«Всего», строки содержат информацию о достигнутом результате 
(успехе). Ведь можно обучиться какому-либо предмету и по ста­
рым учебникам, решить свою психологическую проблему и без 
вмешательства психотерапевта и т.д.

Согласно данным, представленным в таблице, в эксперименте 
принимало участие 2000 испытуемых1. Они были поровну распре­
делены в экспериментальную и контрольную группы в соответ­
ствии со стандартными требованиями экспериментального дизайна. 
Из 1 ООО человек, подвергшихся воздействию изучаемого фактора 
(попавших в экспериментальную группу), успех был зафиксиро-

Табл и ца. Оценка успешности воздействия по всей выборке в целом 
и по каждому полу

Успех

Количество
испытуемых

Воздействие

Есть (X-  1) Нет (*=0)

Всего Муж­
чины

Жен­
щины

Всего Муж­
чины

Жен­
щины

Всего Муж­
чины

Жен­
щины

Да
(К=1) 1 100 375 725 500 300 200 600 75 525

Нет 
(Y= 0) 900 625 275 500 450 50 400 175 225

Всего 2000 1000 1000 1000 750 250 1000 250 750

1 Все данные, содержащиеся в таблице, являются гипотетическими.
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ван у 500 человек (у половины — 50% ), у испытуемых, входив­
ших в контрольную группу, успех был зафиксирован у 600 чело­
век (т.е. в 60% случаях). Предположим теперь, что мы хотим про­
анализировать эффекты воздействия отдельно на подвыборках муж­
чин и женщин. И тех и других было поровну, а конкретные данные 
проведения эксперимента по каждой из этих подвыборок содер­
жатся в столбцах, озаглавленных «мужчины» и «женщины» соот­
ветственно. Успех был зафиксирован у 300 из 750 мужчин, вхо­
дивших в экспериментальную группу (40%), и у 75 из 250 муж­
чин, входивших в контрольную группу (30 %). Аналогично достигли 
успеха 200 из 250 женщин, входивших в экспериментальную группу 
(80%), и 525 из 750 женщин, входивших в контрольную группу 
(70%). Таким образом, согласно полученным результатам, изуча­
емое воздействие оказывает положительный эффект на мужчин и 
женщин в отдельности, но не на выборку в целом. В итоге имеем 
парадокс1.

Чтобы исключить ошибочные построения, научные сообще­
ства вырабатывают стандарты представления результатов статис­
тического анализа. И от рецензентов в научных журналах требуется 
оценивать предлагаемые публикации не только с точки зрения со­
держательной ценности представленных результатов, но и с точки 
зрения статистической грамотности их получения и обоснования.

В нашей стране при высоком уровне математической подготов­
ки студентов и развитии математической науки в целом все, что 
связано с прикладными областями, исторически считалось чем- 
то малозначимым. Интересно в связи с этим процитировать пись­
мо великого математика Н. Н. Лузина одному из наиболее талант­
ливых своих учеников А. Н. Колмогорову, написанное в середине 
20-х годов XX в.: «...Мое желание, чтобы Вы несколько удалились 
от работ по теории вероятностей. И вовсе не потому, что Ваш 
вклад в нее не фундаментален: я прекрасно знаю, что он оцени­
вается всеми, как равноценный вкладу классиков. Но самое-то 
теория вероятностей не стоит Вас: ее источники сомнительные... 
и ее действие на работающих в ней не положительное. Вам дан 
высокий дух, и я хочу, чтобы Вы его силы берегли для вещей, 
которые под силу очень немногим». В то же время в традиции зару­
бежных ученых умение измерять и сопоставлять результаты полу­
ченных измерений еще в XIX в. рассматривалось как необходимый 
компонент общей грамотности и культуры. Приведем цитату из 
Карманной книги солдата того времени: «Подразумевается, что

1 Было бы ошибкой думать, что подобного рода ситуации носят искусствен­
ный характер, чтобы их можно было встретить в реальном исследовании. Реаль­
ный пример, с которым столкнулись исследователи, выясняя, не отдается ли 
при отборе кандидатов в аспирантуру преимущество представителям одного пола 
перед другим, изложен в (P. I.Bickel, Е.А. Hammel, I.W .O ’Connell, 1985).
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вы неплохо знаете арифметику; по крайней мере, две первые 
книги Евклида; планиметрию; алгебру вплоть до квадратных урав­
нений и фортификацию. Следует научиться с первого взгляда 
распознавать обычные разновидности растительного покрова, 
включая различные виды древесных пород. Для удобства измере­
ния расстояний и т. п. каждому следует знать точную длину свое­
го обычного шага и научиться точно отсчитывать шагами ярды; 
следует знать точную длину своей ступни, кисти, локтя, сабли, 
а также руки — расстояние от кончиков пальцев левой кисти до 
правого уха; следует знать высоту своего колена, талии и линии 
глаз, а также точное отношение объема своей питьевой кружки к 
пинте» (G.Wolseley, 1886).

Эти и ряд других обстоятельств привели к тому, что среди оте­
чественных ученых сложилась традиция считать психологию сугу­
бо гуманитарной наукой, а потому в определенном смысле даже 
несовместимой с количественным анализом, «приводящим к вы­
холащиванию принципов гуманности».

В последние годы российские психологи все интенсивнее со­
трудничают с американскими и западноевропейскими коллега­
ми, получают приглашения опубликовать результаты своих работ 
в иностранных журналах, но часто сталкиваются с проблемами, 
связанными с качеством выполнения и описания результатов ко­
личественного анализа данных. Для решения этих проблем, на наш 
взгляд, необходимо обеспечить доступ к определенной информа­
ции — удачно составленным лекционным курсам, качественным 
учебникам и монографиям; возможность присутствовать на докла­
дах и мастер-классах, проводимых ведущими специалистами в этой 
области. Современная мобильность — возможность участия в зару­
бежных мероприятиях и Интернет-коммуникации — позволяет ре­
шить эти проблемы.

Наиболее образованными в области использования статисти­
ческих методов оказались ученые-экономисты. И это неудивительно. 
Исторически сложилось так, что благодаря экономике у многих 
математиков появилась возможность стать лауреатами Нобелевской 
премии. Интегрирование математики в эту область науки способ­
ствовало интенсивному развитию эконометрики непосредственно 
(за счет собственных достижений) и косвенным образом (через 
повышение общего уровня математической грамотности ученых- 
экономистов). По мнению Нобелевского комитета, в настоящее 
время эконометрика применяется в качестве стандартного метода 
микроэкономики, изучающей все, начиная от расходов на веде­
ние домашнего хозяйства и предпринимательских инвестиций и 
заканчивая организацией производств, рынков труда и эффекта­
ми государственной политики.

Россия в данном случае не является исключением. Статисти­
ческая и математическая грамотность эконометриков — достой­
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ный пример для подражания. Госстандарт, утвержденный М ини­
стерством образования РФ для соответствующих специальностей, 
свидетельствует о возможности хорошей подготовки прикладных 
статистиков среди гуманитариев и социальных исследователей в 
нашей стране.

Отметим также, что, несмотря на лидерство статистики в об­
ласти работы с количественными данными, это не единственный 
способ анализировать и репрезентировать результаты. Неправомерно 
сводить эконометрию, биометрию, клиометрию, психометрию и 
т.д. исключительно к статистике. В настоящее время методология 
гораздо шире и включает методы нелинейных динамических си­
стем, нейронные сети, симуляционное моделирование и др. Од­
нако даже в этом случае при построении моделей на основе функ­
ционального подхода исследователи используют данные предва­
рительного статистического анализа, например аппроксимации 
или регрессии, прежде чем строить дифференциальную или раз­
ностную модель (О. В. Митина, В. Ф. Петренко, 2002). Более того, 
уместно напомнить, что даже математические физики, традици­
онно отдающие предпочтение аналитическим методам дифферен­
циальных и интегральных уравнений, функционального анализа 
и т .п ., в настоящее время предлагают учитывать флуктуационные 
эффекты, полноценно проанализированные с помощью статис­
тических методов (В. И. Кляцкин, 2002). С учетом таких тенден­
ций правомерно прогнозировать развитие количественных мето­
дов анализа и математического моделирования в противополож­
ную сторону: от использования статистических методов к постро­
ению функциональных моделей. И в этом случае статистика будет 
играть роль не только иллюстратора результатов, но и своеобраз­
ного фундамента для построения дальнейших операциональных 
моделей, а значит, требования к уровню ее использования суще­
ственно возрастают.

Теория и практика анализа данных в той или иной науке, яв­
ляясь одной из ее отраслей, занимают не какое-то обособленное 
место, а выполняют важную интегрирующую функцию. Исполь­
зование сходного математического аппарата при решении иссле­
довательских задач из разных сфер науки позволяет фиксировать 
их однотипность и тем самым помогает классифицировать иссле­
довательские научные проблемы как интегральные, объединяю­
щие в единый класс частные задачи, возникшие в различных от­
раслях, но по сути своей являющиеся проявлениями обобщенной 
латентной проблемы.

Здесь уместно вспомнить идею Л.С. Выготского (1982) о срав­
нении методологии со скелетом: внешним, наблюдаемым в про­
стейших случаях, когда внутренности остаются мало дифферен­
цированы и слабо детерминированы этим каркасом, и внутрен­
ним (являющимся опорой, костью каждого движения), и необхо­
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димости различать низшие и высшие типы методологической 
организации. В настоящее время можно констатировать, что ис­
пользование математического аппарата соответствует первому 
типу методологии, т.е. исследователь не имеет точного представ­
ления о том, какие методы, в каких случаях целесообразно при­
менять, а исходит в первую очередь из того, что ему знакомо, 
привычно. Осознанное с этой точки зрения интегрирование мате­
матики в такой методологический каркас позволяет осуществить 
его преобразование из внешнего во внутренний. Можно предпо­
ложить, что постановка проблемы и тип решаемой задачи суще­
ственным образом определяют выбор того или иного метода. Имен­
но поэтому, по всей видимости, неправомерно ставить вопрос о 
создании учебника по всем методам анализа данных. Возможна 
лишь выработка основных стратегий, в рамках которой ученый 
должен проявить свой исследовательский талант, чувство «темы» 
и «данных». Однако для того чтобы такого рода творчество стало 
действительно доступным, необходимо в полном масштабе осво­
ить технологию: совокупность приемов, алгоритмов и техник, 
используемых в той или иной науке на протяжении всей истории 
ее развития.

Итак, перейдем к анализу предлагаемой читателю книги. Соб­
ственный научный интерес автора связан с анализом психологи­
ческих и педагогических данных. Преподавательскую деятельность 
он также ведет для студентов этих специальностей, чем и объяс­
няется психологическое содержание рассматриваемых в книге при­
меров. Поэтому, безусловно, книга в первую очередь привлечет 
внимание ученых и аспирантов психолого-педагогического про­
филя; несмотря на то что требования к выполнению статистиче­
ских процедур достаточно универсальны, тем не менее для каж­
дой дисциплины существует своя специфика: степень строгости, 
допустимая погрешность, правила интерпретации и т.д. Однако и 
все остальные исследователи, чьи интересы связаны с анализом 
данных, найдут в ней много полезного для себя. Точно так же 
целесообразным является изучение психологами соответствующих 
книг для экономистов, медиков или биологов.

В каждой главе разбирается хотя и искусственный (сокращен­
ный), но все же достаточно содержательный пример, что делает 
процедуру интерпретации достаточно осмысленной и стимулиру­
ет читателя не только проделать вслед за автором все вычисления, 
но, быть может, повторить их и на других переменных из этого 
примера, представляющих содержательный интерес. Все расчеты 
автор эксплицирует, и это методически очень полезно. Конечно, 
в настоящее время никто не выполняет вычисления ни на бумаге, 
ни даже с помощью калькулятора, однако при изучении того или 
иного метода целесообразно хоть раз проделать все выкладки «вруч­
ную», чтобы не относиться к компьютерной программе как к чер­
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ному ящику (со страхом и недоверием или, наоборот, возлагая 
слишком большие надежды).

Необходимо заметить, что применение количественных мето­
дов сродни искусству и наивно было бы ожидать, что прочтя одну 
или даже несколько книг, вы обретете желаемую степень уверен­
ности при работе. Главное — это большая практика. Именно тогда 
вы обнаруживаете «подводные камни», которые не указаны ни в 
одной книге — авторы даже порой не рефлексируют их. Поэтому 
не огорчайтесь, если, просчитав за автором весь пример, а потом 
выполнив все процедуры на компьютере, вы все еще не обрели 
желаемой уверенности. Главное — сохранить мотивацию продол­
жать освоение этой области.

Второй очень правильный методический прием (помимо вклю­
чения в объяснения всех численных расчетов) — последователь­
ное и подробное описание диалога работы с компьютером. При­
ведение в книге пошагово всех интерфейсных окон позволяет чи­
тателю без особых проблем воспроизвести все шаги самостоятельно 
и делает этот процесс воспроизводимым даже для читателей са­
мого начального уровня компьютерной грамотности (не секрет, 
что среди психологов и педагогов таких немало).

Базовой программой, с помощью которой проанализировано 
большинство примеров, является SPSS. Это действительно наи­
более популярная среди западных психологов и педагогов про­
грамма, и ее полезно освоить. При этом работать лучше с ^ р у ­
сифицированной версией. Недостатки русификации англоязыч­
ных статистических программ связаны с отсутствием устоявшейся 
статистической терминологии (в силу недостаточной развитости 
статистики в нашей стране). Поэтому переводчики порой прояв­
ляют фантастическую изобретательность, переводя то или иное 
слово, но при этом увеличивают хаос в сознании пользователя, 
не имеющего профессиональной математической и статистиче­
ской подготовки. Отсюда возникает путаница при переводе, на­
пример, таких терминов: «part correlation» и «partial correlation». 
Или человек с удивлением осознает, что «ящик с усами» и «Ьох- 
plot» — это одно и то же, или обнаруживает, что «индекс пригод­
ности» обозначает надежность альфа-Кронбаха.

Одну «нишу» с SPSS (для исследователей и аспирантов, спе­
циализирующихся в гуманитарных и социальных науках) занима­
ет программа STATISTICA. Это более молодая, но быстро разви­
ваемая программа, имеющая множество дополнительных про­
граммных блоков, существенно расширяющих ее возможности. 
Большей частью они не востребованы отечественными учеными 
(например, алгоритмы нейронных сетей), но в перспективе вла­
дение программой STATISTICA может оказаться очень полезным.

Для читателей, имеющих начальный уровень компьютерного и 
статистического образования, полезно будет в качестве дополни­
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тельной точки опоры использование программы STADIA, создан­
ной в России (автор А. П. Кулаичев), а потому во многом учиты­
вающей специфику отечественной аудитории (хорошо продуман­
ный с методической точки зрения, дружественный интерфейс 
легко осваивается студентами-первокурсниками, встроенный Help 
достаточно информативен и понятен и содержит статистические 
рекомендации). Кроме того, автором STADIA недавно выпущен 
учебник (А. П. Кулаичев, 2006).

Для реализации конфирматорного факторного анализа и путе­
вого анализа, являющихся частными случаями структурного мо­
делирования, в книге используется еще одна программа — LISREL, 
узконаправленная для анализа структурных моделей. Эта програм­
ма не является распространенной в России, однако для примера, 
рассматриваемого в гл. 2, достаточно возможностей демонстраци­
онной версии, бесплатно загружаемой прямо с сайта. На наш 
взгляд, кроме LISREL существуют более дружественные програм­
мы, с помощью которых выполнять структурное моделирование, 
в частности конфирматорный факторный анализ, оказывается на­
много легче. Примером такой программы является EQS (Р. М. Ben­
der, 1996; О. В. Митина, 2005). Также у SPSS есть дополнительная 
надстройка AMOS, но она не входит в стандартный пакет и ее 
нужно приобретать дополнительно, в то время как в программе 
STATISTICA этот блок устанавливается по умолчанию (Л.Я .Дор- 
фман, А. В. Огородников, 2005).

После каждой главы приведен список литературы, рекомен­
дуемый автором, а также редактором перевода. Предлагаемые 
списки не претендуют на полноту, главное, что указанные в них 
книги еще не стали библиографической редкостью и их можно 
найти в книжных магазинах (год издания — не ранее 2000 г.). 
Правила применения той или иной процедуры можно найти и в 
справочной информации (Help) используемых программ SPSS, 
STATISTICA, STADIA, а также на их веб-сайтах.

О. В. Митина



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА СЕРИИ

Серия «Постижение методов социальных исследований» ста­
вит своей задачей помочь студентам познакомиться с тем, как 
проводятся исследования в области общественных наук, и разоб­
раться в различных проблемах методологии исследований в дан­
ной области. Книги этой серии адресованы студентам, аспиран­
там и начинающим исследователям, в программы обучения кото­
рых входят разделы, посвященные методам исследований в науках
о человеке и обществе, будущим социологам, исследователям со­
циальной политики, психологам, культурологам, демографам, 
политологам, криминалистам, а также тем, кто специализируется 
в области социального взаимодействия, организационных иссле­
дований и т.п. Эти книги будут полезны при проведении исследо­
ваний в рамках курсовых работ, дипломных проектов, диссерта­
ций.

Книги серии помогут читателям «постичь» проблемы и методы 
исследований в области общественных наук, что означает разви­
тие умения ценить те радости и огорчения, с которыми связано 
любое исследование в этой области, выработать навыки исполь­
зования определенных методов обработки данных и знаний ос­
новных проблемных моментов в обсуждаемых областях. Относи­
тельный акцент на том или ином из этих аспектов меняется от 
книги к книге, но цель каждой из них — осветить конкретный 
метод или проблему с позиций практического исследователя, а 
не представить просто сборник «пошаговых» инструкций. Чтобы 
достичь этой цели, серия включает освещение основных методов 
социальных исследований и рассмотрение большого числа про­
блем и спорных вопросов. Каждая книга серии написана практи­
ческим исследователем, имеющим опыт использования рассмат­
риваемых методов или решения обсуждаемых проблем и вопросов. 
Таким образом, авторы опираются на свои практические знания 
и личный опыт.

Несмотря на то что существует множество книг, посвященных 
основам статистического анализа данных, сравнительно неболь­
шое их количество в доступной форме рассматривает более изыс­
канные виды и аспекты анализа. Именно это удалось сделать Дун­
кану Крамеру в предлагаемой вниманию читателя книге. Он опи­
рается на опыт чтения лекций и проведения семинаров, а также
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написания книг, освещающих основные методы статистического 
анализа данных. Его подход состоит в том, чтобы на тщательно 
разобранных примерах познакомить начинающего студента или 
исследователя с рассматриваемыми методами. Более того, он свя­
зывает изложение статистических методов с объяснением того, 
какие шаги должны предпринять читатели, чтобы реализовать 
эти методы, используя компьютерные программы. Насколько это 
возможно, Д. Крамер уделяет внимание применению SPSS — наи­
более широко используемого психологами пакета программ для 
статистического анализа. Кроме того, проведен разбор большей 
части результатов, выдаваемых рассматриваемыми в книге ком­
пьютерными программами, и указаны моменты, на которые не­
обходимо обращать внимание и как интерпретировать получен­
ные результаты.

Дункан Крамер подробно знакомит читателя с такими широко 
используемыми в западной экспериментальной психологии мето­
дами, как множественная регрессия, логлинейный анализ, логи­
стическая регрессия и дисперсионный анализ. Знание этих мето­
дов принципиально важно, если исследователь хочет выйти за 
рамки простых манипуляций с данными и традиционной описа­
тельной статистики. Более того, изучение тех или иных методов 
анализа требует также знаний того, как их применять на практи­
ке, а в наше время это во многом сводится к умению использо­
вать соответствующее программное обеспечение для реализации 
представленных методов. Именно в этом особая ценность книги 
Д.Крамера, уделяющего большое внимание изучению компью­
терных программ. В то же время исследователь должен знать, как 
интерпретировать полученные в ходе статистической обработки 
данных результаты, и в этом отношении книга окажет неоцени­
мую помощь в объяснении того, как правильно читать и понимать 
файлы, содержащие результаты работы компьютерных программ.

Эта книга очень своевременна, учитывая тот факт, что студен­
тов всячески поощряют приобретать навыки, которые можно пе­
редать другим, а высшие учебные заведения, в свою очередь, при­
званы формировать такие умения у студентов. Знание того, как 
осуществлять более сложные и тонкие виды статистического ана­
лиза данных и как использовать программное обеспечение в связи 
с таким анализом, является важным компонентом внедрения по­
добных навыков в практику. В этом качестве данная книга окажет 
неоценимую помощь студентам, исследователям и преподавате­
лям высших учебных заведений.

Алан Брайман



ПРЕДИСЛОВИЕ

Цель этой книги состоит в том, чтобы служить введением в 
некоторые из основных статистических методов, которые, одна­
ко, нельзя назвать абсолютно общеизвестными и повсеместно 
используемыми в социальных науках и психологии для анализа 
количественных данных, и сделать это насколько возможно про­
ще и доступнее, без привлечения технически сложного матема­
тического аппарата. Развитие компьютерных программ количе­
ственного анализа данных, относительно простых в примене­
нии, привело не только к широкому распространению этих ме­
тодов, но и к стремлению, когда это возможно, использовать 
данные методы для анализа собственных результатов. Чтобы по­
нимать результаты количественного анализа, представленные в 
публикуемых статьях, и быть в состоянии критически оценить 
их, необходимо знать сами методы количественного анализа, ибо 
авторы статей обычно предполагают такое понимание со сторо­
ны читателя само собой разумеющимся, описывая только ре­
зультаты своей работы. Несмотря на то что использование коли­
чественных методов имеет достаточно долгую историю, книг, в 
которых эти методы излагаются относительно просто и доступно 
для не очень подготовленного с точки зрения математики чита­
теля, мало. Автор выражает надежду, что эта книга поможет вос­
полнить данный пробел.

В книге показано конкретное использование определенных ме­
тодов статистического анализа. Каждая глава книги начинается с 
общего описания назначения того или иного метода, а затем 
приводится простой пример-иллюстрация с небольшим набо­
ром данных. В целом используется восемь различных наборов дан­
ных. Они не велики по объему, включают от 9 до 15 наблюдений 
и от двух до девяти переменных. Поэтому с ними сравнительно 
легко работать. Вначале рассматриваются наиболее важные для 
понимания разбираемого метода аспекты статистики. Хотя в дан­
ной книге анализируются более изысканные статистические ме­
тоды, все статистические термины объясняются. Автор надеется, 
что это поможет читателям, недостаточно хорошо знакомым со 
статистикой.

Чтобы не перегружать читателя запоминанием множества сим­
волов, вместо них использованы термины. По возможности, про­
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водятся необходимые статистические расчеты, чтобы показать, как 
получены численные величины, а сами вычисления, чтобы отде­
лить их от основного текста, размещены в таблицах. Также, где 
только возможно, приводится краткое изложение результатов каж­
дого рассматриваемого примера. Разные издательства требуют раз­
личного стиля изложения полученных статистических результатов. 
В данной книге все примеры изложены в одном стиле. Но изме­
нить их в соответствии с требованиями редактора не составляет 
труда. В конце каждой главы приведена рекомендуемая литерату­
ра, включающая наименее технически сложные источники, и тем 
не менее их понимание требует более высокого уровня подготов­
ки, чем тот, на который ориентирована данная книга.

Несмотря на то что более глубокое понимание статистическо­
го метода часто достигается путем проведения некоторых сопут­
ствующих расчетов, мы не предполагаем и даже не рекомендуем 
читателям анализировать данные, непосредственно проводя та­
кие вычисления. Эти вычисления эффективнее и приятнее вы­
полнить, используя статистические компьютерные программы. 
В настоящее время в наличии имеется несколько различных ши­
роко распространенных программных продуктов. Автор использо­
вал для выполнения вычислений в рассматриваемых примерах вез­
де, где только возможно, пакет SPSS, полагая именно его наибо­
лее популярным и доступным программным средством. Последней 
версией, выпущенной к моменту завершения рукописи, была вер­
сия пакета с номером 11. Эта версия подобна трем предыдущим 
версиям программы. Таким образом, данная часть книги также 
доступна тем, кто использует более ранние версии пакета. Пакет 
SPSS не содержит модуля структурного моделирования1. Для вы­
полнения этих расчетов был выбран LISREL, поскольку он яв­
ляется одной из наиболее широко используемых программ для 
подобных вычислений2. Применялась последняя версия этой про­
граммы, которой на тот момент являлась LISREL 8.51. Рассмат­
риваемый в книге пример может быть выполнен с помощью сво­
бодно распространяемой студенческой или ограниченной версий 
этой программы, которые можно загрузить со следующего веб­
сайта: http://www.ssicentral.com/other/entry.htm. Инструкции о том, 
как загрузить данные программы, доступны на этом сайте. Чтобы 
обозначить тот факт, что используемые термины и величины отно­
сятся к пакетам SPSS и LISREL или являются частью их выходных 
файлов, они выделены в тексте жирным шрифтом. Автор старался

1 Здесь автор не прав, ибо специальный модуль в рамках SPSS существует и 
называется AMOS (здесь и далее примечания научного редактора).

2 На наш взгляд, использовать LISREL достаточно сложно, с этой точки 
зрения заслуживает внимания программа EQS с более дружественным интер­
фейсом.
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по возможности сократить описания программ, с тем чтобы кни­
га в максимальной степени была полезна читателям, которые 
пользуются другим программным обеспечением.

Данные для разбираемых примеров были подобраны таким 
образом, чтобы проиллюстрировать важные статистические мо­
менты, и не претендуют на получение результатов, типичных для 
исследовательской литературы по данной теме. При составлении 
примеров мы также старались упростить их. Если эти примеры 
покажутся вам недостаточно интересными или содержательны­
ми, то можно по аналогии создать свои собственные. Самостоя­
тельное построение и анализ примеров полезны для проверки 
общего понимания рассматриваемых методов. Это понимание мож­
но углубить, изучая опубликованные отчеты с примерами подоб­
ного анализа в своей области исследований. Анализ количествен­
ных данных — умение, которое только выигрывает от должным 
образом осмысленной практики. Автор надеется, что данная кни­
га поможет читателю развить этот навык.

Хотелось бы выразить свою благодарность Алану Брайману, 
Тиму Ляо и Аманде Сакер за их отзывы и комментарии к первому 
проекту рукописи.

Дункан Крамер, 
Университет Лохборо



ВВЕДЕНИЕ1

Одна из главных задач социальных наук и психологии состо­
ит в объяснении различных аспектов человеческого поведения. 
Например, нас может интересовать объяснение того, почему 
одни люди более агрессивны, чем другие. Один из способов 
определения адекватности или действительности объяснений со­
стоит в том, чтобы собрать данные, характеризующие изучае­
мые характеристики людей, и найти, до какой степени эти дан­
ные совместимы с предлагаемыми объяснениями. Данные, со­
гласующиеся с объяснением, поддерживают его в той степени, 
в какой они противоречат другим объяснениям. Данные, про­
тиворечащие объяснению , являются доказательными лиш ь на­
столько, насколько корректно операционализированы призна­
ки, имеющие отнош ение к рассматриваемому явлению. Опера- 
ционализация включает управление признаками или их изме­
рение.

Качественные и количественные переменные

Как следует из названия, переменная должна представлять со­
бой изменяющуюся особенность или характеристику изучаемого 
объекта или явления. Если характеристика не изменяется, ее на­
зывают постоянной. Для психологии и общественных наук пред­
ставляет интерес объяснение того, почему изменяются те или иные 
признаки. Самый простой тип переменной — бинарный, в котором 
данное качество либо присутствует, либо отсутствует. Такая ха­
рактеристика, как пол, представляет собой бинарную перемен­
ную, значения которой в каждом конкретном случае определя­
ются полом объекта — женским или неженским (мужским). Ана­
логично, бинарной является переменная «быть в разводе». Обе 
категории, составляющие бинарную переменную, могут быть пред­
ставлены (закодированы) любой парой чисел, таких, как 1 и 2

1 Во введении уделяется внимание переменным и измерениям, с помощью 
.Которых исследователи получают данные для своего анализа. Специфика того 
Тили иного способа сбора данных определяет, какие математические и статисти­
ческие действия с ними можно выполнять.

19



или 23 и 71. Например, «быть женщиной» может быть закодирова­
но как 1, а «быть мужчиной» как 2.

Различают два типа переменных. Переменные первого типа 
называют по-разному: качественными, категориальными, номи­
нальными, или частотными. Примером качественной перемен­
ной может служить семейное положение, которое включает пять 
категорий: (1) холост/не замужем; (2) женат/замужем; (3) про­
живает отдельно; (4) разведен(а); (5) вдовец/вдова. Эти пять 
категорий могут быть представлены или закодированы любым 
набором из пяти чисел: 1, 2, 3, 4 и 5 или 32, 12, 15, 25 и 31. 
Данные числа просто используются для обозначения различных 
категорий. Можно подсчитать только число, или частоту, объек­
тов, относящихся к каждой из данных категорий, поэтому такие 
переменные часто называют частотными переменными. Напри­
мер, из 100 человек 30, возможно, никогда не были женаты, 40 
могут состоять в браке, 8 — проживать раздельно, 12 — быть в 
разводе и у 10 человек супруги скончались. Частота случаев в 
категории может быть выражена как доля или процент от пол­
ной частоты случаев. Так, доля людей, состоящих в браке, равна 
0,40 (40/100 = 0,40). Эта же величина, выраженная в процентах, 
равна 40 (40/100х 100 % = 40 %). Данные, состоящие из качествен­
ных переменных, являются количественными в том смысле, что 
частота, доля или процент случаев могут быть определены коли­
чественно. Категории качественной переменной могут рассмат­
риваться как бинарные переменные. Например, разведенные могут 
представлять одну категорию бинарной переменной, а оставшие­
ся четыре группы из никогда не состоявших в браке, состоящих 
в браке, живущих раздельно и вдовых — другую категорию. К ка­
чественным переменным можно отнести также вид потребляе­
мой пищи, страну происхождения, характер заболевания и ме­
тод получаемого лечения.

Другой тип переменных называют количественными перемен­
ными. Числовые значения в этом случае используются, чтобы 
отобразить и (или) упорядочить уровни увеличения значений 
этих переменных. Самый простейший пример количественной 
переменной — бинарная переменная, такая как пол, где одна 
из категорий интерпретируется как представляющая большее 
количество данного качества по сравнению с другой. Н апри­
мер, если женщ ины закодированы как 1, а мужчины как 2, то 
эта переменная может рассматриваться как отражение маску­
линности, и большее значение указывает на большую выражен­
ность данного качества. Следующий простой пример: перемен­
ная социального класса, которая включает три уровня значе­
ний — высший, средний и низш ий. Высшее сословие может 
быть закодировано как 1, средний класс как 2 и низш ий класс 
как 3; в данном случае меньшие значения соответствуют более
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высокому социальному статусу. Эти числа можно рассматривать 
как величины, принадлежащие шкале отношений. Значение 1 
соответствует в два раза более высокому рангу по сравнению с 
2, что дает отношение 1 к 2 '. Как правило, количественные пе­
ременные включают более трех категорий, к их числу относятся 
возраст, доход или суммарный балл по шкале какого-нибудь оп­
росника. Например, для оценки агрессивности человека может 
использоваться опросник, в который входят десять вопросов. Для 
каждого вопроса предусмотрено два варианта ответа «Да» или 
«Нет». Значение 1 можно присвоить ответам, которые указывают 
на агрессивность, в то время как значение 0 можно приписать 
ответам, которые показывают отсутствие агрессивности. Сложив 
вместе баллы для каждого из десяти вопросов, получим суммар­
ный балл, изменяющийся в пределах от 0 (минимальное значе­
ние) до 10 баллов (максимальное значение). Более высокие зна­
чения будут означать большую агрессивность. Правомерно счи­
тать, что эти числа представляю т собой шкалу отнош ений. 
Испытуемый, набравший 10 баллов, имеет в два раза больший 
балл по сравнению с тем, кто набрал 5 баллов по данной шкале 
(10 :5  = 2: 1).

При необходимости всегда можно объединить смежные ка­
тегории, чтобы сформировать меньшее число групп значений, 
однако количество вновь образованных категорий не должно 
быть меньше двух. Например, 11 категорий только что упомяну­
того полного набора значений агрессивности могут быть повтор­
но сгруппированы в три новые категории, объединяющие зна­
чения от 0 до 1, от 2 до 5 и от 6 до 10. Вновь образованные 
категории не обязаны включать равное количество значений, и 
именно такая ситуация имеет место в нашем примере, где пер­
вая категория состоит из двух значений (0 и 1), вторая включает 
четыре значения (2, 3, 4 и 5), а третья объединяет пять значений 
(6, 7, 8, 9 и 10). Эти три новые категории будут теперь иметь 
новые числовые обозначения: 1 — для первой группы, 2 — для 
второй группы и 3 — для третьей группы. Однако такая пере­
группировка должна быть обоснована. В рассмотренном случае 
смысл новых категорий менее ясен, чем исходных, а диапазон 
значений меньше.

В социальных науках и психологии нас обычно интересует во­
прос: связана ли переменная с одной или несколькими другими 
переменными? Чем сильнее зависимость между переменными, 
тем больше между ними общего. Двумерный анализ исследует 
отношения между двумя переменными, в то время как много­

1 На наш взгляд, это не совсем верно, ибо крайне сложно определить, как 
один статус может быть в ДВА раза выше, чем другой. Система показателей 
оценки таких характеристик в социальных науках является приближенной.
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мерны й1 анализ исследует отношения между тремя или более 
переменными одновременно. В книге рассматривается только один 
случай анализа связи между двумя переменными — однофактор­
ный дисперсионный анализ (см. гл. 9). Все другие примеры каса­
ются трех или более переменных одновременно. В однофактор­
ном дисперсионном анализе рассматриваются отношения между 
качественной переменной «семейное положение» и количествен­
ной переменной «уровень выраженности депрессии», измеряе­
мой в баллах по специальной шкале. Однофакторный анализ ко- 
вариаций исследует эту зависимость, контролируя уровень зна­
чений второй количественной переменной в зависимости от 
значения первой. Другими словами, он включает три перемен­
ные, одна из которых качественная (семейное положение), а две 
другие — выраженность депрессии и взаимосвязь между семей­
ным положением и депрессией — количественные. Следователь­
но, этот тип анализа также является многопеременным. Любой 
аспект поведения человека находится под влиянием нескольких 
различных факторов. Поэтому анализ, учитывающий их одно­
временно, будет способствовать лучшему пониманию исследуе­
мых феноменов.

Статистический вывод

Очень часто перед исследователем возникает проблема: как 
определить, можно ли факт определенной взаимосвязи перемен­
ных, обнаруженный на данных, полученных из выборки, распро­
странить на всю генеральную совокупность, из которой осуще­
ствлялась выборка. В этом контексте понятие генеральной сово­
купности относится к значениям переменных, а не к людям или 
другим организмам. Выборка представляет собой подмножество 
таких значений. Чтобы установить, можно ли факт, полученный 
на выборке, распространить на генеральную совокупность, необ­
ходимо вычислить вероятность его обнаружения в ситуации, обу­
словленной случайными событиями. Если вероятность такого об­
наружения <0,05 (1 шанс на 20 или меньше), то можно считать, 
что данный факт закономерен: присутствует в генеральной сово­

1 В английском языке используется термин «multivariate», который по сло­
жившейся традиции переводится термином «многомерный», хотя, на наш взгляд, 
лучше использовать именно термин «многопеременный», оставив термин «мер­
ность» для обозначения размерности структуры анализируемых данных. Плоская 
таблица является двумерной независимо от того, сколько переменных она со­
держит, а данные, имеющие структуру куба (в случае, когда каждый респондент 
заполняет двумерную матрицу, или лонгитюдные наблюдения, требующие от 
одних и тех же респондентов неоднократного ответа по нескольким нунктам 
фиксированного опросника), являются трехмерными.
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купности, из которой осуществлялась выборка. Другими словами, 
данная взаимосвязь вряд ли случайна. Такая взаимосвязь называ­
ется статистически значимой. Однако возможно, что мы как раз 
столкнулись с редким случаем (вероятность его наступления < 0,05) 
а именно, связь есть, но она обусловлена случайными событиями. 
В этой ситуации вывод о существовании закономерности связи 
будет сделан, в то время как на самом деле ее нет. Такая ошибка 
называется ошибкой первого рода1. Хотя за общепринятый уровень 
статистической значимости принимается величина 0,05 или ме­
нее, следует помнить о произвольности подобного соглашения.

Если вероятность установления связи в ситуации, обуслоапен- 
ной случайными причинами, превосходит 0,05, считаем, что на 
генеральной совокупности, из которой осуществлялась выборка, 
исследуемой закономерности нет. Такая взаимосвязь называется 
статистически незначимой. Однако возможно, что исследуемая 
взаимосвязь, вероятность случайного обнаружения которой пре­
вышает 0,05, носит все же неслучайный характер и на самом деле 
закономерна. В этом случае, отвергая имеющуюся в действитель­
ности закономерность на основании того, что она с достаточно 
большой вероятностью (более 0,05) может быть обусловлена слу­
чайными событиями, мы также совершаем ошибку. Такая ошибка 
известна как ошибка второго рода2.

Заметим, что чем больше объем выборки, тем с большей веро­
ятностью можно утверждать, что установленная связь обусловле­
на неслучайными событиями. Другими словами, вероятность со­
вершить ошибку первого рода (утверждать существование взаи­
мосвязи, когда на самом деле ее нет) увеличивается с ростом 
выборки. Вероятность обнаружения статистически незначимой 
взаимосвязи тем больше, чем меньше объем выборки. Другими 
словами, вероятность совершить ошибку второго рода (утверждать 
отсутствие взаимосвязи, когда на самом деле она существует) уве­
личивается с уменьшением выборки. Более сильные взаимосвязи 
имеют большую вероятность оказаться статистически значимыми. 
Следовательно, при интерпретации статистической значимости 
необходимо принять во внимание и величину взаимосвязи, и объем

1 Говорить, что ошибка первого рода — это неправильно сделанный вывод о 
том, что исследуемая связь закономерна, в то время как она обусловлена слу­
чайными событиями, было бы не совсем точно. В ситуации статистического вы­
вода проверяется так называемая гипотеза Hq, которая может утверждать зако­
номерность существования связи между какими-то данными или, наоборот, за­
коном ерность отсутствия этой связи и т .д . В доп олн ени е к гипотезе Но 
формулируется альтернативная гипотеза //], заключающаяся в отрицании //ц. 
В терминах гипотез ошибка первого рода — ошибочное отвергание нулевой ги­
потезы (Н0), когда она на самом деле верна.

2 В терминах гипотез ошибка второго рода означает принятие нулевой гипо­
тезы в то время, когда она ошибочна.
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выборки. Из всех статистических методов, описанных в этой кни­
ге, процедура вычисления статистической значимости отсутству­
ет только в двух случаях: кластерном и эксплораторном фактор­
ном анализе1.

Зависимые и независимые переменные

Для многих из описываемых статистических методов необхо­
димо различать зависимые и независимые переменные. В некото­
рых случаях — множественной регрессии, дисперсионном ф ак­
торном анализе — зависимую переменную можно назвать откли­
ком, или переменной-откликом, а независимую переменную — 
предиктором, или переменной-предиктором. Зависимая перемен­
ная, или переменная-отклик, — переменная, поведение которой 
мы стремимся объяснить в терминах независимых переменных, 
или переменных-предикторов. Зависимая переменная называется 
так, потому что мы предполагаем, что она находится под влияни­
ем, или зависит от независимых переменных. Предполагается, что 
независимые переменные не испытывают влияния, т.е. независи­
мы, от других переменных.

В анализе путей (иногда мы будем употреблять синонимиче­
ский термин «путевой анализ»), обсуждаемом в гл. 6 и 7, будет 
рассмотрена такая последовательность переменных, когда первая 
переменная влияет на вторую, вторая — на третью и т.д. Пере­
менную, с которой начинается последовательность, иногда на­
зывают внешней, или экзогенной2, переменной, потому что она 
является внешней по отношению к модели, рассматриваемой в 
путевом анализе. Переменные следующих за внешними перемен­
ными уровней называют внутренними, или эндогенными3, пере­
менными, потому что модель путевого анализа должна их объяс­
нить. В то время как экзогенная переменная является независимой 
переменной, эндогенные переменные выступают в роли как не­
зависимых, так и зависимых переменных. Они зависят от предше­
ствующей и влияют на следующую за ними переменную. Также 
возможно, что две или более переменных влияют друг на друга. 
В этом случае их зависимость называют взаимной. Данная тема не 
освещается в настоящей книге.

Следует ясно понимать, что, используя статистический ана­
лиз, можно только установить, связаны ли переменные друг с 
другом, но нельзя определить, влияет ли одна переменная на

1 Собственно эта ситуация верна не только для выборки примеров, включен­
ных в книгу, но и отражает общую картину статистических методов.

2 От англ. exogenous — внешний.
3 От англ. endogenous — внутренний.
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другую. Например, можно найти зависимость между уровнем без­
работицы и преступности, при которой те, кто не имеет опла­
чиваемой работы, с большей вероятностью вовлечены в пре­
ступную деятельность или осуждены за нее. Это соотношение, 
однако, не означает, что безработица ведет к преступной дея­
тельности. Одинаково правдоподобно и то, что те, кто вовлечен 
в преступную деятельность, меньше интересуются поиском оп­
лачиваемой работы. Также возможно, что обе переменные влия­
ют друг на друга. Определение причинной природы или характе­
ра (направления) зависимости двух переменных в социальных 
науках и психологии обычно представляет собой сложную про­
блему, которая предусматривает необходимость веских оснований 
для хорошо аргументированной точки зрения. Роль статистиче­
ского анализа для выработки подобной аргументации состоит в 
том, чтобы предложить показатель величины любой наблюдаемой 
взаимосвязи и дать оценку вероятности случайного появления та­
кой зависимости.

Выбор адекватного статистического метода

Здесь будет дан краткий обзор статистических методов, рас­
сматриваемых в настоящей книге, чтобы помочь читателям, ко­
торые не очень хорошо представляют, какой из методов наибо­
лее адекватен для анализа их данных, и, в первую очередь, за­
интересованы в том, чтобы получить информацию только о таком 
методе. Методы в книге были упорядочены таким образом, что­
бы стало ясным, как анализировать потенциально большой на­
бор количественных переменных и выделять статистические идеи, 
используемые в дальнейшем. Например, множественная регрес­
сия рассматривается перед дисперсионным анализом потому, что 
в ходе ее выполнения решаются в том числе и задачи анализа 
вариаций (дисперсий), т.е. дисперсионного анализа. При выборе 
оптимального метода анализа тех или иных данных необходимо 
учитывать тип переменных, к которым этот метод может быть 
применен.

В настоящей книге представлен только один метод, позволяю­
щий одновременно рассматривать три или более качественные 
переменные. Это — логлинейный анализ, описанный в гл. 13. На­
пример, нас может интересовать соотношение между психиче­
ским расстройством (указанным по классификации тревога, деп­
рессия, тревога и депрессия одновременно), религиозной ориен­
тацией (отсутствует, протестант, католик) и детским семейным 
статусом (жил с обоими родителями, только с матерью, только с 
отцом). Логлинейный анализ используется, чтобы ответить на два 
связанных между собой типа вопросов. Первый вопрос: отличается
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ли статистически значимо частота интересующих исследователя 
наблюдений от случайной, в терминах взаимодействия между тремя 
или более качественными переменными? Другими словами, долж­
ны ли мы рассматривать более двух переменных для объяснения 
распределения интересующих нас наблюдений в зависимости от 
этих переменных? Второй вопрос: какие из переменных и/или их 
взаимодействия необходимы для объяснения распределения на­
блюдений? Этот вопрос отличается от первого тем, что в данном 
случае наряду с влиянием отдельных переменных и их двусторон­
них взаимодействий с другими переменными рассматриваются и 
взаимодействия более высокого порядка.

Если одну из качественных переменных необходимо рассмат­
ривать как зависимую (например, классифицированные психи­
ческие расстройства), а другие качественные переменные как не­
зависимые, то логистическая регрессия является наиболее адек­
ватным методом, поскольку она рассматривает только взаимосвязи 
между зависимой переменной и независимыми переменными. 
Другими словами, она исключает из рассмотрения взаимосвязи 
независимых переменных между собой (например, отношения 
между религиозной ориентацией и детским семейным статусом). 
Единственным типом логистической регрессии, рассматривае­
мым в настоящей книге, является бинарная логистическая рег­
рессия, где зависимая переменная состоит из двух категорий; 
она описана в гл. 8. М ножественная логистическая, или логит- 
регрессия, используется, чтобы определить, какие качествен­
ные и количественные переменные и их взаимодействия наибо­
лее сильно связаны с вероятностью осуществления определен­
ной категории зависимой переменной, при этом учитываются 
их связи с другими независимыми переменными, участвующи­
ми в анализе. Качественные переменные должны быть преобра­
зованы в фиктивные двоичные переменные. Эта процедура опи­
сана в гл. 9 — 11 для дисперсионного анализа.

Существует три метода введения предикторов в логистическую 
регрессию. В стандартном, или прямом, методе все предикторы 
вводятся одновременно, хотя некоторые из этих независимых 
переменных могут играть незначительную роль в максимизации 
вероятности реализации категории. В иерархическом, или после­
довательном, методе независимые переменные вводятся в зара­
нее определенном порядке с тем, чтобы можно было выяснить, 
какой вклад в максимизацию вероятности реализации рассмат­
риваемой категории они вносят. Например, демографические пе­
ременные, такие, как возраст, пол, социальный статус, могут 
вводиться в первую очередь для того, чтобы их влияние можно 
было зафиксировать на следующем этапе. В статистическом, или 
пошаговом, методе среди предикторов выбираются те перемен­
ные, которые вносят наибольший вклад в максимизацию веро­
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ятности реализации категории. Если два предиктора связаны друг 
с другом и имеют очень близкие вклады в максимизацию вероят­
ности осуществления рассматриваемой категории, то будет выб­
ран предиктор с большей величиной вклада в максимизацию ка­
тегории, даже если различие в величине коэффициентов макси­
мизации у этих двух предикторов минимально.

Дискриминантный анализ, описанный в гл. 12, может исполь­
зоваться для определения той количественной переменной, ко­
торая лучше всего предсказывает, в какую категорию попадет 
объект, при условии, что данные отвечают следующим требова­
ниям. Число объектов в категориях зависимой переменной не дол­
жно сильно различаться. Независимые переменные должны иметь 
нормальное распределение, а внутригрупповые дисперсии — быть 
одинаковы ми1. Независимые переменные порождают новую со­
ставную переменную, называемую дискриминантной функцией. 
М аксимальное число рассматриваемых дискриминантных ф унк­
ций не должно превышать число предикторов, с одной сторо­
ны, и быть, как минимум, на единицу меньше числа групп — с 
другой. Как и в случае с логистической регрессией, существует 
три метода включения предикторов в дискриминантную функ­
цию. В стандартном, или прямом, методе все предикторы вво­
дятся одновременно, хотя некоторые из этих независимых пере­
менных, возможно, и не позволяют выявить различия между груп­
пами. В иерархическом, или последовательном, методе предик­
торы группами вводятся в заранее определенном порядке с тем, 
чтобы можно было выяснить, какой вклад в дискриминацию (раз­
личение между группами) они вносят. В статистическом, или по­
шаговом, методе среди предикторов по одному выбираются те 
переменные, которые вносят наибольший вклад в дискриминан­
тную функцию. Если два предиктора связаны друг с другом и их 
вклады в дискриминантную  функцию почти равны, то будет 
выбран предиктор, у которого этот вклад больше, даже если раз­
личие минимально.

Другие статистические методы, описанные в этой книге, пред­
назначены для тех случаев, когда либо зависимая переменная, 
либо все переменные вместе являются количественными. Множе­
ственная регрессия используется, чтобы определить, какие коли­
чественные и качественные независимые переменные и их взаи­
модействия наиболее сильно связаны с количественной перемен­
ной-откликом. Качественные переменные необходимо рассматри­
вать как фиктивные переменные, как это описано в гл. 9 — 11 для 
дисперсионного анализа. Так же, как и в случае с логистической 
регрессией и дискриминантным анализом, существует три метода

1 Это предположение называется предположением об однородности диспер­
сий (или их гомогенности — от англ. homogeneous).
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включения предикторов в множественную регрессию. В стандарт­
ном, или прямом, методе все предикторы вводятся одновремен­
но, хотя некоторые из этих независимых переменных могут и не 
быть связаны с переменной-откликом. В статистическом, или по­
шаговом, методе в качестве предикторов выбираются те незави­
симые переменные, которые вносят наибольший вклад в диспер­
сию зависимой переменной. В том случае, когда два предиктора 
связаны (коррелируют) друг с другом и имеют очень близкие ко­
эффициенты связи с переменной-откликом, выбирают предик­
тор, имеющий больший коэффициент связи с зависимой пере­
менной, даже если различие между соответствующими сравнива­
емыми коэффициентами минимально. Этот метод описан в гл. 4. 
В иерархическом, или последовательном, методе независимые пе­
ременные вводятся в заранее определенном порядке с тем, чтобы 
можно было выяснить, какой вклад они вносят. Этот метод опи­
сан в гл. 5. Иерархическая множественная рефессия также исполь­
зуется в основном варианте путевого анализа, в дисперсионном и 
ковариационном анализе.

Анализ путей применяют, чтобы определить силу связи в ги­
потетической последовательности, или ряду, количественных эн­
догенных (экзогенных) переменных и ту степень, в которой вы­
бранные пути обеспечивают удовлетворительное описание или ве­
личину критерия согласия между всеми переменными. Качествен­
ные переменные могут быть включены в анализ как экзогенные 
переменные, когда они преобразованы в фиктивные двоичные 
переменные, как это описано в гл. 9 — 11. В самом простом случае 
рассмотрения трех переменных анализ путей может использовать­
ся, чтобы оценить, в какой степени одна из переменных является 
прямой функцией двух других и косвенной функцией одной из 
них. Самая простая форма анализа путей рассматривается в гл. 6. 
Более сложная форма анализа путей, учитывающая надежность 
переменных, описана в гл. 7.

Дисперсионный анализ используется, чтобы определить, свя­
заны ли значимо одна или несколько качественных независимых 
переменных и их взаимодействия с количественным откликом 
или зависимой переменной. Если качественная переменная со­
стоит только из двух категорий (является бинарной), значимая 
связь означает, что средние значения откликов в двух группах, 
принадлежность к которым определяется по значению качествен­
ной переменной, значимо различаются. Если качественная пере­
менная включает более двух категорий, значимая связь подразу­
мевает, что средние значения откликов двух или более групп 
(соответствующих различным категориям независимой качествен­
ной переменной) значимо различаются. Если имеются веские 
основания для того, чтобы прогнозировать, какие из этих сред­
них различаются, значимость этих различий может быть опреде­
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лена с использованием одностороннего критерия Стъюдента. Если 
никаких различий не прогнозировалось или не было веских при­
чин предполагать какие-либо различия, то значимость различий 
необходимо анализировать с помощью апостеорных критериев 
(post-hoc, т.е. возникающих на основании работы с данными, а 
не в результате выдвинутых предварительных теоретических сооб­
ражений, например критерий Ш еффе). Дисперсионный анализ с 
одной качественной переменной описан в гл. 9, а дисперсионный 
анализ с двумя качественными переменными — в гл. 11. Ковариа­
ционный анализ позволяет фиксировать влияние независимых ко­
личественных переменных, связанных с количественной перемен­
ной-откликом. В гл. 10 рассматривается анализ ковариаций, в ко­
тором участвуют две независимые переменные (одна качественная 
и одна количественная) и одна зависимая количественная пере­
менная.

Наконец, статистические методы, описываемые в гл. 1 — 3, по­
зволяют определить возможности группировки связанных коли­
чественных переменных в меньшее число объемлющих их факто­
ров или кластеров. Например, нас может интересовать, можно ли 
сгруппировать пункты опросника, измеряющие тревогу и депрес­
сию, соответственно, в два фактора или кластера, представляю­
щие эти два типа вопросов. Разновидность эксплораторного1 (раз­
ведочного) факторного анализа, называемая методом главных 
компонент, описана в гл. 1. Такой анализ является разведочным в 
том смысле, что способ возможной группировки переменных не 
предопределен заранее, как это имеет место в случае конфирма- 
торного2 (подтверждающего) факторного анализа, описанного в 
гл. 2. Конфирматорный факторный анализ дает статистическую меру 
для определения того, насколько удовлетворительно заранее оп­
ределенная структура группировки наблюдаемых признаков объяс­
няет реально существующие связи (вычисленные по эксперимен­
тальным данным) между ними. Другим методом группировки пе­
ременных является кластерный анализ. Разновидность кластерного 
анализа, называемая иерархической агломеративной кластериза­
цией, описана в гл. 3.

Следует отметить, что одни методы, описанные в этой кни­
ге, встречаются в литературе по социальным наукам и психоло­
гии чаще, другие — реже. К наименее популярным методам от­
носятся кластерный анализ, логлинейный анализ и дискрими­
нантный анализ. Следовательно, читатели с меньшей вероятно­
стью встретятся с этими методами при чтении публикаций с 
использованием статистического анализа данных. Поэтому, что­
бы лучше познакомиться с более редкими способами примене­

1 От англ. explore — исследовать.
2 От англ. confirm — подтверждать.
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ния данных методов, имеет смысл попытаться найти примеры 
использования этих методов, осуществляя специальный поиск в 
электронных библиографических базах данных, относящихся к 
области ваших собственных научных интересов1.

Дополнительная литература, рекомендуемая научным редактором

Кричевец A. If. Математика для психологов /  А. Н. Кричевец, Е. В. Ши­
кни, А. Г.Дьячков. — М.: Флинта: Московский психолого-социальный 
институт, 2003.

Сидоренко Е. В. Методы математической обработки данных в психоло­
гии. — СПб. : Речь, 2003.

Гусев А. Я. Измерение в психологии /  А. Н. Гусев, Ч. А. Измайлов, 
М. Б. Михалевская. — М.: изд-во «Смысл», 2000.

Тюрин Ю. Н. Анализ данных на компьютере /  Ю. Н. Тюрин, А. А. Ма­
каров. — М.: Инфра-М , 2003.

1 На наш взгляд, кластерный анализ в отечественной литературе встречает­
ся несравнимо чаще. Пример дискрим инантного анализа см.: О. В. Митина, 
В.Ф. Петренко, 2002, а вот примеры использования логлинейного анализа нам 
не удалось найти вообще.



Ч А С Т Ь  I
ГРУППИРОВКА КОЛИЧЕСТВЕННЫХ  
ПЕРЕМЕННЫ Х

Г л а в а  1

Э К С П Л О РА Т О РН Ы Й  (РА ЗВ Е Д О Ч Н Ы Й )  
Ф АК ТО РН Ы Й  АНАЛИЗ

Предисловие научного редактора

Статистические методы, описываемые в ч. I (гл. 1— 3), позволяют оп­
ределить возможности группировки связанных количественных пере­
менных в меньшее число объемлющих их факторов или кластеров.

В гл. 1 описывается метод главных компонент. Этот метод часто рас­
сматривают как одну из наиболее распространенных (установленных в 
большинстве компьютерных программ по умолчанию) разновидностей 
эксплораторного (исследовательского, разведочного) факторного ана­
лиза. Хотя с математической точки зрения эти два метода существен­
но отличаются друг от друга: в задачу первого входит объединение ис­
ходных признаков (шкал) в минимально возможное число классов с со­
хранением максимально возможной информации, задаваемой этими 
переменными, а для второго целью является максимально приближен­
ное воспроизведение матрицы взаимосвязей между переменными, 
с точки зрения содержательной (для предметной интерпретации) 
большой роли это не играет —  оба метода используются для группи­
ровки первичных переменных с установлением весовых коэффициен­
тов, определяющих степень включенности каждой из них в ту или иную 
группу. Выделить главные компоненты проще (меньше требований к 
эмпирическим соотношениям, определяемым первичными переменны­
ми). Решение, получаемое в результате выполнения именно фактор­
ного анализа, надежнее и устойчивее, однако условия, накладываемые 
на переменные, более жесткие. Поэтому для построения эвристиче­
ских моделей чаще всего используют главные компоненты, в то вре­
мя как для построения опросников —  инструментов, связанных с прак­
тическим применением для получения психодиагностических показа­
телей, предпочтительнее использовать более надежный и математи­
чески более корректный факторный анализ.

Ф акторный анализ представляет собой совокупность мето­
дов, призванных определить, насколько сиязанные (коррели­
рующие) переменные могут быть сгруппированы так, чтобы
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каждую группу можно было рассматривать как одну составную 
переменную, или фактор, а не как ряд отдельных переменных. 
Возможно, наиболее распространенное применение ф акторно­
го анализа в социальных науках и психологии состоит в том, 
чтобы определить, можно ли объединить совокупность пунктов 
опросника, оценивающих конкретную характеристику, таким 
образом, чтобы получить общий индикатор данной характери­
стики.

Например, нас может интересовать оценка восприятия людь­
ми собственной тревожности. Мы могли бы просто спросить не­
которых людей, насколько тревожными они обычно бывают. Од­
нако существуют три главные проблемы при попытке измерить 
социальную характеристику, индивидное качество, личностную 
черту и т.д. с помощью единственного вопроса или пункта опрос­
ника. Во-первых, потенциальная чувствительность такого показа­
теля будет существенно ограничена. Например, если мы ограни­
чим возможные ответы на задаваемый вопрос только вариантами 
«Да» или «Нет», то сможем распределить наших респондентов лишь 
по двум категориям. Чем больше вопросов о тревожности мы за­
дадим, тем больше возможных категорий респондентов в зависи­
мости от данных ими ответов на все вопросы в совокупности можно 
получить. Так, на основании ответов на два вопроса можно соста­
вить четыре категории (вариантов ответов)1, три вопроса — шесть 
категорий и т.д.

Вторая проблема с измерением, основанным на ответе на един­
ственный вопрос, состоит в том, что в этой ситуации невозмож­
но определить, насколько надежен показатель. Так, может ока­
заться, что люди, которых мы спрашиваем, не знают, что значит 
«испытывать тревожность», и отвечают «Да» или «Нет» в большей 
степени случайным образом без четкого понимания смысла воп­
роса. Чтобы определить надежность этого вопроса, можно задать 
его два или более раз в рамках одного и того же интервью.

Если бы данный вопрос являлся надежным показателем, мы 
могли бы предполагать, что испытуемые каждый раз дадут на 
него один и тот же ответ. Поскольку попытка задать один и тот 
же вопрос несколько раз в течение короткого промежутка вре­
мени может быть воспринята как факт недостаточной организо­
ванности интервьюеров или их недоверия к интервьюируемым, 
предпочтительнее задавать вопросы, которые различаются по 
форме, но сохраняют свою содержательную направленность. 
Например, можно спросить респондентов: напряжены ли они 
обычно?

1 Для двух вопросов варианты ответов могут быть следующие: Да-Да, Нет- 
Да, Да-H er, Нет-Нет. Читателю может быть полезно выписать все возможные 
варианты ответов на три вопроса.
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Третья проблема, связанная с измерением, построенном на 
одном пункте опросника, состоит в том, что оно не позволяет 
исследовать различные аспекты данной характеристики. Напри­
мер, «тревожиться», «быть в напряжении», «нервничать» или «лег­
ко пугаться» может описывать несколько различные аспекты со­
стояния, которое мы называем тревогой. Если это действительно 
различные проявления тревоги, то можно ожидать, что те, кто 
описал себя как тревожащихся, также опишут себя как испытыва­
ющих напряжение, нервничающих или пугливых. Аналогично, мож­
но предполагать, что те, кто отвечал, что не испытывает тревогу, 
также скажут, что не испытывают напряжение, мало нервничают 
и не боятся. Другими словами, мы предполагаем, что ответы на эти 
четыре вопроса связаны друг с другом и образуют единый фактор. 
Если дело обстоит именно таким образом, мы могли бы объеди­
нить вместе ответы на эти четыре вопроса и создать единый сум­
марный показатель, а не рассматривать их как четыре различных 
отдельных показателя, дающих сходную информацию.

Однако интерпретация результатов факторного анализа, опи­
рающаяся только на соображения о том, что какие-то пункты 
вопросника образуют единый фактор, который можно было бы 
назвать тревожностью, проблематична. Если,«например, обнару­
жено, что ответы на четыре пункта вопросника, связанных с тре­
вогой, группируются и образуют единый фактор, то без дополни­
тельной информации нельзя узнать, в самом ли деле этот фактор 
специфичен для тревоги и отражает ее уровень или представляет 
более общий фактор, который можно было бы назвать склонно­
стью к жалобам. Или же, если эти четыре пункта вопросника объ­
единяются в два отдельных фактора, например, в фактор тревоги 
(напряженности), с одной стороны, и нервозности (пугливо­
сти) — с другой, нельзя узнать, расщепился ли общий фактор 
тревожности на два более специфичных подфактора. Следователь­
но, проводя факторный анализ, полезно включать ответы на те 
пункты, которые, как предполагается, не относятся к исследуе­
мой (проверяемой) характеристике (состоянию). Например, если 
мы считаем, что депрессия и тревога представляют собой отдель­
ные состояния, то, чтобы лучше интерпретировать результаты, 
можно включить в анализ ответы на вопросы, связанные с деп­
рессией. Если бы тревога и депрессия группировались в единый 
фактор, это означало бы, что респонденты, испытывающие тре­
вогу, также испытывают депрессию, и эти характеристики нельзя 
развести, по крайней мере, на основании самоотчета. Если же 
пункты, связанные с тревогой, группировались бы в один фак­
тор, а пункты, связанные с депрессией, — в другой, мы могли бы 
быть более уверены в том, что наши вопросы, связанные с трево­
гой, являются не просто мерой общей склонности респондентов 
чувствовать себя несчастными.
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Проиллюстрируем интерпретацию и некоторые вычисления, 
связанные с факторным анализом, пытаясь установить, можно 
ли выделить тревогу и депрессию, получаемые по результатам са­
моотчета, в отдельные факторы. Чтобы не усложнять пример, ог­
раничимся тремя короткими вопросами по тревоге (Anxiety, А1 — 
АЗ) и тремя — по депрессии (Depression, D l — D3), соответ­
ственно, хотя в большинстве случаев использования факторного 
анализа оперируют большим числом переменных:

А 1Я испытываю тревогу 
А2 Я становлюсь напряженным 
АЗ Я спокоен 
01Я  подавлен
В2Я  чувствую себя бесполезным 
ЭЗЯ счастлив

Ответы на каждый из этих вопросов даются по 5-балльной 
шкале, где 1 означает «никогда», 2 — «иногда», 3 — «часто», 4 — 
«большую часть времени» и 5 — «всегда».

Рекомендуемый минимальный объем выборки, которую мож­
но использовать для проведения факторного анализа, по-разному 
определяется разными авторами, но общепринято, что он дол­
жен быть больше числа переменных. Например, R. L.Gorsuch (1983) 
полагает, что для проведения факторного анализа необходимо не 
менее 100 испытуемых (наблюдений) и, как минимум, 5 наблю­
дений в расчете на переменную. Наблюдение представляет собой 
единицу анализа, которой в нашем случае является респондент. 
Однако это может быть школа, коммерческая организация, город 
и т.п . Чтобы упростить процедуру ввода данных для анализа, мы 
использовали вымышленные ответы только девяти испытуемых, 
приведенные в табл. 1.1'. В строке, соответствующей первому ис­
пытуемому, видим, что он иногда испытывает тревогу, никогда 
не напряжен и часто спокоен2.

Корреляционная матрица

Первым шагом при осуществлении факторного анализа яв­
ляется создание корреляционной матрицы, в которой содер­
жатся коэффициенты корреляции всех переменных друг с дру­
гом. Корреляционная матрица для данных табл. 1.1 представле­
на в табл. 1.2.

1 В соответствии с идеей R. L.Gorsuch (1983) наблюдений должно быть суще­
ственно больше.

2 Данные, содержащиеся в табл. 1.1, называют сырыми, или первичными.
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Т а б л и ц а  1.1. Ответы девяти испытуемых по шести переменным 
(вопросам)

Наблюде­
ния

А1
Тревож­

ный

А2
Напря­

женный

АЗ
Спокой­

ный

D1
Подав­

ленный

D2
Бесполез­

ный

D3
Счастли­

вый

1 2 1 3 1 2 5

2 1 2 3 4 3 3

3 3 3 4 2 1 4

4 4 4 3 3 2 3

5 5 5 2 3 4 4

6 4 5 2 4 3 1

7 4 3 2 5 4 1

8 3 3 4 4 4 3

9 3 5 3 3 4 1

Т а б л и ц а  1.2. Нижний треугольник корреляционной матрицы 
для шести переменных

Переменные
А1

Тревож­
ный

А2
Напря­

женный

АЗ
Спокой­

ный

D1
Подав­

ленный

D2
Бесполез­

ный

D3
Счастли­

вый

А1 Тревож­
ный

1,00

А2 Н апря­
женный

0,74 1,00

АЗ Спокой­
ный

-0 ,50 -0 ,40 1,00

D1 Подав­
ленный

0,22 0,30 -0,37 1,00

D2 Беспо­
лезный

0,28 0,39 -0,43 0,65 1,00

D3 Счастли­
вый

-0,25 -0 ,54 0,41 -0,74 -0,53 1,00

Такая матрица называется нижнетреугольной из-за своей фор­
мы, при которой корреляции между каждой парой переменных 
показаны лишь один раз.1

1 Полная матрица получается в результате симметричного отображения чи­
сел нижнего треугольника относительно главной диагонали.
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Корреляция отражает направление и величину линейной зави­
симости между двумя переменными. Коэффициент корреляции 
принимает значения в диапазоне от -1,00 до +1,00. Значение ко­
эффициента корреляции, равное -1,00, указывает на .максималь­
ную обратную зависимость между переменными, при которой 
наибольшее значение одной переменной (например, 5 — для «Тре­
вожный») связано с наименьшим значением другой переменной 
(1 — для «Спокойный»), следующее по величине значение пер­
вой переменной (4 — для «Тревожный») связано со следующим 
из наименьших значений второй переменной (2 — для «Спокой­
ный»), и т.д. Коэффициент корреляции, равный +1,00, указывает 
на максимальную прямую зависимость между двумя переменны­
ми, при которой максимальное значение одной переменной (на­
пример, 5 — для «Тревожный») связано с максимальным значе­
нием другой переменной (например, 5 — для «Напряженный»), 
следующее по величине наибольшее значение первой перемен­
ной (4 — для «Тревожный») связано со следующим по величине 
наибольшим значением второй переменной (4 — для «Напряжен­
ный»), и т.д. Значение коэффициента корреляции, равное 0,00, 
указывает на отсутствие линейной зависимости между двумя пе­
ременными. Обычно максимальные по модулю значения коэффи­
циента корреляции +1,00 или -1,00 очень редко встречаются. Ко­
эффициенты корреляции, стоящие на диагонали матрицы, при­
веденной в табл. 1.2, представляют собой просто корреляции 
переменных с самими собой и по своей сути всегда равны 1,00, а 
потому не представляют никакого интереса и никакой роли не 
играют.

Чем больше по абсолютному значению коэффициент корреля­
ции, независимо от знака, тем сильнее линейная взаимосвязь меж­
ду двумя переменными. Наибольшие по абсолютному значению 
коэффициенты корреляции в табл. 1.2 равны 0,74 (корреляция меж­
ду «Тревожный» и «Напряженный») и -0,74 (корреляция между 
«Подавленный» и «Счастливый»), Следующая по абсолютному зна­
чению корреляция между «Подавленный» и «Бесполезный» равна 
0,65. Наименьший по абсолютному значению коэффициент кор­
реляции между «Тревожный» и «Подавленный» равен 0,22.

Величина совместной дисперсии для двух переменных есть 
квадрат коэффициента корреляции этих переменных. Так, вели­
чина совместной дисперсии, объясняемой тем общим, что при­
сутствует и в ощущении тревожности и в ощущении напряженно­
сти, равна 0,742, или приближенно 0,55, в то время как величина 
общей дисперсии между тревожностью и подавленностью равна 
0,222, или около 0,05. Другими словами, величина совместной дис­
персии между тревожностью и напряженностью в 11 раз больше 
величины совместной дисперсии между тревожностью и подав­
ленностью. М аксимальное значение величины совместной дис-
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Персии равно 1,00 (±1,002= 1,00), а минимальное — 0,00 (0,002 = 
= 0 ,00).

Если посмотреть на значения коэффициентов корреляции в 
табл. 1.2, можно увидеть, что имеется некоторая тенденция, про­
являющаяся в том, что пункты вопросника, связанные с трево­
гой, сильнее коррелируют друг с другом, чем с пунктами, свя­
занными с депрессией, а последние, в свою очередь, сильнее 
коррелируют между собой, чем с пунктами, связанными с трево­
гой. Таким образом, можно предположить существование двух от­
дельных групп для пунктов, связанных с тревогой и депрессией. 
Например, коэффициент корреляции между ощущением тревож­
ности и напряженностью равен 0,74, в то время как коэффициент 
корреляции между ощущением тревожности и подавленностью 
равен всего лишь 0,22. Однако картина не совсем ясна, поскольку 
абсолютное значение коэффициента корреляции между «Напря­
женный» и «Счастливый», входящих в группу депрессивных пунк­
тов, выше (-0,54), чем абсолютное значение коэффициента кор­
реляции между «Напряженный» и «Спокойный» (-0,40). Обычно 
невозможно сказать, просто глядя на корреляционную матрицу, 
на сколько групп, или факторов, разобьются переменные; чем 
больше переменных, тем труднее это сделать. Следовательно, чтобы 
определить, сколько групп получится, надо использовать более 
строгий формальный метод. Таковым является эксплораторный 
факторный анализ.

М етод главных компонент

Существует много различных видов факторного анализа, но, 
возможно, самым простым и наиболее часто используемым среди 
них является метод главных компонент. Компоненты — еще один 
термин для обозначения факторов, и компоненты в методе глав­
ных компонент часто называются факторами. В этой книге будем 
использовать данные термины как взаимозаменяемые1. В методе 
главных компонент величина объясняемой дисперсии равна чис­
лу переменных, поскольку дисперсия или общность каждой пере­

1 Нам кажется, следующий комментарий может облегчить понимание сути 
эксплораторного факторного анализа. Каждая переменная имеет определенную 
дисперсию (общность). В методе главных компонент переменные стандартизиру­
ются и нормируются, поэтому предполагается, что дисперсия каждой из них 
равна I. Исходя из их независимости можно предположить, что суммарная дис­
персия всех переменных равна числу переменных. Каждая главная компонента 
является в определенном смысле переменной величиной, а потому также имеет 
дисперсию, называемую объясняемой дисперсией. Дисперсия отсутствует только 
у постоянных величин. Суммарная объясняемая дисперсия всех главных компо­
нент должна быть равна суммарной дисперсии всех переменных, т.е. их общему 
числу.
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менной принимается равной 1,00. Таким образом, в случае шести 
переменных суммарная (общая) объясняемая дисперсия равна 6,00. 
Число образованных, или извлекаемых, компонент математиче­
ски всегда равно числу переменных, участвующих в анализе1. Та­
ким образом, в случае шести переменных будет извлечено шесть 
факторов. Факторы всегда упорядочиваются в соответствии с ве­
личиной их дисперсии. Первый фактор всегда объясняет наиболь­
шую долю общей дисперсии, второй фактор — следующую по 
величине долю общей дисперсии, которая не была объяснена пер­
вым фактором, и т.д., последний фактор объясняет наименьшую 
долю общей дисперсии. Значения коэффициентов корреляции пе­
ременной с каждым фактором дают величины нагрузок данной 
переменной по этим факторам2. Так как первый фактор объясняет 
наибольшую долю общей дисперсии, значения коэффициентов 
корреляции, или нагрузки, всех переменных по этому фактору 
будут, в среднем, самыми высокими, следующими по величине 
будут нагрузки на второй фактор и т.д. Чтобы вычислить долю 
общей дисперсии, объясняемой каждым фактором, надо сумми­
ровать квадраты нагрузок по данному фактору, в результате полу­
чаем собственное, или характеристическое, значение этого ф ак­
тора, которое делим на число переменных.

В табл. 1.3 приведены шесть главных компонент для набора дан­
ных из шести переменных, представленных в табл. 1.1. Как можно 
видеть, все шесть переменных сильнее всего коррелируют с пер­
вым фактором, за исключением ощущения тревожности, которое 
чуть сильнее коррелирует со вторым фактором. В табл. 1.4 приведе­
ны доли общей дисперсии, объясненной этими шестью главными 
компонентами, для чего были вычислены квадраты нагрузок, за­
тем суммированием этих квадратов были получены собственные 
значения и, наконец, путем деления на число переменных — доли 
общей дисперсии. Так, нагрузка тревожности по первому факто­
ру, равная 0,66, при возведении в квадрат и округлении до двух 
десятичных знаков дает 0,43. Суммирование квадратов нагрузок 
переменных по первому фактору дает собственное значение, рав-

1 Только так будет соблюдено условие о том, что сумма суммарных диспер­
сий факторов в точности равна сумме дисперсий первичных переменных.

2 Такая интерпретация коэффициентов корреляции переменных с фактора­
ми правомерна, если полагать каждый фактор как некоторую гипотетическую 
переменную, которую нельзя реально измерить. Эти переменные называются 
латентными, подробно о них будет рассказано далее, здесь следует упомянуть, 
что факторы, будучи переменными, хотя и гипотетическими, могут коррелиро­
вать с другими реальными переменными, и именно эти гипотетические коэф ­
фициенты корреляции и называются факторными нагрузками. Сумма квадратов 
факторных нагрузок всех переменных по фактору (сумма совместных диспер­
сий) равна объясняемой этим фактором дисперсии, умноженной на число пер­
вичных переменных.

38



Т а б л и ц а  1.3. Начальные главные компоненты

1 2 3 4 5 6

А1 Тревожный 0,66 0,67 0,03 0,11 0,29 -0,14

А2 Напряженный 0,76 0,46 0,37 0,02 -0,20 0,18

АЗ Спокойный -0,69 -0,20 0,64 0,25 0,10 -0,05

D1 Подавленный 0,76 -0,53 0,05 -0,04 0,35 0,14

D2 Бесполезный 0,75 -0,34 -0,15 0,52 -0,17 -0,06

D3 Счастливый -0,80 0,34 -0,27 0,35 0,14 0,17

Т а б л и ц а  1.4. Доля общей дисперсии, объясняемая начальными 
главными компонентами

1 2 3 4 5 6 Общности

А1 Тревожный 0,43 0,45 0,00 0,01 0,08 0,02 1,00

А2 Напряженный 0,58 0,21 0,14 0,00 0,04 0,03 1,00
АЗ Спокойный 0,48 0,04 0,41 0,06 0,01 0,00 1,00

D1 Подавленный 0,57 0,28 0,00 0,00 0,12 0,02 1,00

D2 Бесполезный 0,56 0,11 0,02 0,27 0,03 0,00 1,00

D3 Счастливый 0,64 0,12 0,07 0,02 0,02 0,03 1,00

Собственные
значения

3,26 1,21 0,64 0,47 0,31 0,11 6,00

Д оля1 0,54 0,20 0,11 0,08 0,05 0,02

ное 3,26, которое при делении на число переменных, равное ш е­
сти, дает, с учетом округления, долю общей дисперсии, равную 
0,54(3,26/6 = 0,543). Другими словами, первая главная компонента 
(фактор) объясняет 54 % общей дисперсии шести переменных, 
второй фактор — еще 20% общей дисперсии и т.д .2.

Определение числа главных компонент, оставляемых 
для дальнейшего анализа

Поскольку число выделяемых компонент (факторов) равно 
числу переменных, нам необходим некоторый критерий отбора и 
решения вопроса о том, сколькими меньшими факторами можно

1 Объясняемой дисперсии.
2 Читатель может попробовать подсчитать эту величину для того, чтобы убе­

диться, что основные принципы усвоены правильно.
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пренебречь, учитывая незначительную долю объясняемой ими 
общей дисперсии. Одним из главных критериев, используемых для 
решения этого вопроса, является критерий Кайзера, или Кайзе­
р а -Г у тм ан а , согласно которому не следует рассматривать факто­
ры с собственными значениями, меньшими или равными едини­
це. Обосновать это можно следующим образом. Наибольшая вели­
чина дисперсии, объясняемая одной переменной, равна единице, 
поэтому факторы с собственными значениями, меньшими еди­
ницы, могут хорошо объяснить, самое большее, дисперсию од- 
ной-единственной переменной. Как следует из табл. 1.4, первые 
два фактора имеют собственные значения, превосходящие еди­
ницу, в то время как собственные значения остальных четырех 
факторов меньше единицы. Таким образом, если мы примем этот 
широко используемый критерий, нам следует обращать внимание 
только на первые два фактора и игнорировать четыре оставшихся 
меньших фактора.

R. B.Cattell (1966) указал на то, что критерий Кайзера может 
сохранять слишком много факторов в случае большого числа пе­
ременных и слишком мало факторов в случае малого числа пере­
менных. Он предложил альтернативный критерий, критерий «ка­
менистой осыпи»1, связанный, главным образом, с нахождением 
отчетливой границы между первыми большими факторами, объяс­
няющими значительную часть общей дисперсии, и следующими 
за ними меньшими факторами, объясняющими примерно равные 
по величине малые доли общей дисперсии. Чтобы определить, где 
проходит эта граница, собственные значения каждого фактора 
изображают точками на плоскости, при этом по вертикали от­
кладывают собственные значения, а по горизонтали располагают 
номера факторов в порядке уменьшения величин соответствую­
щих собственных значений. На рис. 1.1 таким образом изображены 
собственные значения шести главных компонент (факторов), при­
веденных в табл. 1.4.

«Каменистая осыпь» представляет собой геологический термин 
для обозначения обломков горных пород, скапливающихся у под­
ножия крутого склона и скрывающих настоящее основание само­
го склона. Факторы, образующие сам склон, считаются важными 
для рассмотрения, а факторы, представляющие «каменистую 
осыпь», — нет. Последние можно определить путем проведения 
прямой линии либо через точки, представляющие соответствую­
щие собственные значения, либо в непосредственной близости 
от них2. Это не всегда легко сделать, как на рис. 1.1, где не совсем 
ясно, начинается ли «осыпь» со второго или с третьего фактора.

1 От англ. scree test. Часто этот критерий называют критерием следа.
2 В результате число незначимых факторов определяется количеством точек, 

лежащих вблизи этой прямой линии (каменистой осыпи).
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3,5

Номер компоненты (фактора)

Рис. 1.1. График собственных значений для шести главных компонент

В этом случае может оказаться полезным сравнение переменных, 
коррелирующих как с первыми двумя, так и с первыми тремя 
факторами (после соответствующего вращения факторов), с це­
лью определить, какое же из двух решений — двухфакторное или 
трехфакторное — имеет больший смысл1. Причины для осуществ­
ления вращения факторов будут обсуждаться в следующем под­
разделе. Если с помощью проведения прямых линий можно выде­
лить несколько «осыпей», то заслуживающей максимального до­
верия считается самая верхняя из них.

Вращение факторов

Математическая процедура, позволяющая прояснить содержа­
тельный смысл выделенных на предыдущем этапе начальных глав-

1 Выбор числа значимых факторов, основанный на сравнении решений с 
точки зрения их осмысленности, имеет существенный недостаток, связанный с 
отсутствием формальных статистических критериев, т е. в этом случае исследова­
тель должен выбрать модель исходя из своих субъективных предпочтений. Однако 
здесь стоит отметить, что даже в тех случаях, когда статистические критерии 
существуют, субъективность при выборе того или иного решения (гипотезы, 
модели) также присутствует. Например, выбор границы уровня значимости, т.е. 
допускаемой вероятности совершить ошибку первого рода, осуществляется ис­
следователем и может быть 0,05; 0,1; 0,01 (а также любое другое число в диапазо­
не от 0 до 1).
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Т а б л и ц а  1.5. Первые две главные компоненты после вращения 
по методу варимакс

1 2

А1 Тревожный 0,05 0,94

А2 Напряженный 0,27 0,85

АЗ Спокойный -0,39 -0,60
D1 Подавленный 0,92 0,10

D2 Бесполезный 0,79 0,24

D3 Счастливый -0,83 -0 ,27

ных компонент, объясняющих большую часть общей дисперсии 
переменных, называется вращением. Факторные нагрузки преоб­
разуются по специальным формулам1. Существует множество ме­
тодов таких преобразований (вращений). Мы обсудим два из них. 
Наиболее распространенным методом вращения является вари­
макс2, при котором факторы остаются независимыми или ортого­
нальными по отношению друг к другу, так что баллы испытуемых 
по одному из факторов не коррелируют с баллами по другим ф ак­
торам. Метод варимакс пытается максимизировать дисперсию, 
объясняемую значимыми (отобранными на предыдущем этапе с 
помощью критерия Кайзера, следа или другим способом) факто­
рами, путем еще большего увеличения коэффициентов корреля­
ции (факторных нагрузок), высоко коррелирующих с этим ф ак­
тором переменных, и уменьшения коэффициентов корреляции, 
низко коррелирующих с этим фактором переменных. В табл. 1.5 
представлены результаты вращения двух выделенных главных ком­
понент по методу варимакс.

Сравнение величин коэффициентов корреляции (факторных 
нагрузок) в табл. 1.5 и 1.3 показывает, что некоторые из коэффи­
циентов корреляции увеличились, в то время как другие, наобо­
рот, уменьшились, а факторная структура компонент после вра­
щения стала более понятной и легче интерпретируемой. Первый 
из факторов после вращения варимакс можно интерпретировать 
как фактор депрессии, поскольку все три соответствующих пунк­
та имеют по этому фактору нагрузки ±0,79 и выше, в то время как.

1 Эти преобразования факторов производятся по формулам таким образом, 
что если сопоставить старые и новые полученные после пересчета факторных 
нагрузок факторы в многомерном пространстве, координатами которого явля­
ются значения факторных нагрузок у этих факторов по всем первичным пере­
менным, го геометрически это будет выглядеть как поворот вокруг начала коор­
динат.

2 Стоит отметить, что вращение варимакс используется, как минимум, в 
80% случаев применения эксплораторного факторного анализа для анализа дан­
ных в конкретных эмпирических исследованиях.
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Т а б л и ц а  1.6. Доли общей дисперсии, объясняемые первыми двумя
компонентами после вращения по методу варимакс

1 2

А1 Тревожный 0,00 0,88

А2 Напряженный 0,07 0,72
АЗ Спокойный 0,15 0,36

D1 Подавленный 0,84 0,01

D2 Бесполезный 0,62 0,06

D3 Счастливый 0,69 0,07

Собственные значения 2,37 2,10

Д оля1 0,40 0,35

все три вопроса, касающиеся тревожности, имеют нагрузки ±0,39 
и ниже. Второй фактор после вращения варимакс можно интер­
претировать как фактор тревожности, поскольку пункты, соот­
ветствующие тревоге, имеют по этому фактору нагрузки ±0,60 
и выше, в то время как пункты, связанные с депрессией, — ±0,27 
и ниже. При анализе большого количества переменных полезно 
расположить все пункты в порядке убывания факторных нагрузок 
с тем, чтобы видеть, какие из переменных имеют самые высокие 
нагрузки по рассматриваемым факторам.

Доля общей дисперсии, объясняемая каждым из двух выделен­
ных факторов, после вращения по методу варимакс равна их соб­
ственным значениям, или сумме квадратов факторных нагрузок 
для каждого фактора, деленной на число переменных. Эти данные 
для двух главных компонент после вращения варимакс представ­
лены в табл. 1.6. Доля общей дисперсии, объясняемой первым фак­
тором, равна 0,40, вторым фактором — 0,35. Эти доли объясняе­
мой дисперсии отличаются от соответствующих величин для на­
чальных, не подвергавшихся вращению, главных компонент, 
поскольку в результате вращения изменились нагрузки перемен­
ных на эти факторы.

Другой метод вращения называется прямой облимин (direct 
oblimin2), здесь факторы могут коррелировать, т.е. быть неорто­
гональными по отношению друг к другу. Существует два способа 
представления результатов косоугольного вращения. Первый — 
это так называемая матрица факторного отображения3, которая 
обычно приводится в выходных файлах, содержащих результаты

1 Объясняемой дисперсии.
2 От англ. oblique — в геометрии острый или тупой, наклонный, т.е. неорто­

гональный (прямой).
3 В SPSS — pattern matrix.
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Т а б л и ц а  1.7. Матрицы факторного отображения и структурная
для первых двух компонент после вращения по методу прямой облимин

Матрица факторного 
отображения

Структурная матрица

1 2 1 2

А1 Тревожный -0,16 0,99 0,26 0,93

А2 Напряженный 0,09 0,85 0,45 0,88

АЗ Спокойный -0,28 -0,55 -0,51 -0,67

D1 Подавленный 0,97 -0,11 0,92 0,29

D2 Бесполезный 0,79 0,07 0,82 0,40

D3 Счастливый -0,83 -0,09 -0,87 -0,44

Доля 0,39 0,34 0,47 0,42

анализа1. Матрица факторного отображения показывает, какой 
вклад каждая переменная вносит в уникальную часть того или 
иного фактора, и не учитывает вклада, делаемого переменной в 
совместную с другими факторами часть. Структурная матрица от­
ражает общий вклад каждой переменной в соответствующий ф ак­
тор2. Если факторы не коррелируют между собой, то эти матрицы 
совпадают, и в этом случае проще и корректнее осуществить вра­
щение по методу варимакс. Если же факторы коррелируют между 
собой, не имеет смысла приводить доли общей дисперсии, объяс­
няемой каждым фактором, поскольку матрица факторного ото­
бражения будет давать заниженную, а структурная матрица — за­
вышенную оценки.

В табл. 1.7 приведены матрицы факторного отображения и струк­
турная для двух главных компонент из табл. 1.4 после вращения по 
методу прямой облимин. Также приведены доли общей дисперсии, 
объясняемой этими факторами после вращения, с тем чтобы пока­
зать их различие, хотя обычно подобные показатели не приводятся.

1 Поскольку в результате косоугольного вращения факторы коррелируют, то 
можно говорить о том, что дисперсия каждого фактора объясняется частично 
только этим фактором (уникальная часть), а также совместными корреляциями 
этого фактора с другими, т.е. каждый фактор можно рассматривать состоящим 
из двух слагаемых. Во-первых, это уникальная, или специфическая, часть ф ак­
тора, во-вторых, та часть, которая совместна, т.е. входит в друг ие факторы тоже. 
В случае, когда вторая составляющая нулевая, корреляция фактора со всеми 
остальными факторами равна нулю.

2 В структурной матрице учитывается не только непосредственная взаимо­
связь переменной с фактором (как в матрице факторного отображения), но и 
опосредованная взаимосвязь факторов друг с другом. В результате получаются 
значения — коэффициенты корреляции переменных с факторами.
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Коэффициент корреляции между двумя выделенными косоуголь­
ными факторами равен примерно 0,42. Так как данные факторы 
коррелируют, величины нагрузок в матрицах факторного отобра­
жения и структурной различаются между собой. Нагрузки из мат­
рицы факторного отображения легче интерпретировать, чем на­
грузки из структурной матрицы, хотя результаты в целом сходны. 
Первый фактор, подвергнутый вращению по методу прямого об- 
лимина, можно интерпретировать как фактор депрессии, посколь­
ку в матрице факторного отображения все три пункта, связанные с 
депрессией, имеют по этому фактору нагрузки ±0,79 или выше, в 
то время как все три элемента, связанные с тревогой, — ±0,28 или 
ниже. Второй фактор после вращения по методу прямой облимин, 
видимо, представляет тревогу, так как все три элемента, связан­
ные с тревогой, имеют по этому фактору в матрице факторного 
отображения нагрузки ±0,55 или выше, в то время как все три 
пункта, связанные с депрессией, — ±0,11 или меньше. В данном 
отношении результаты вращения по методу прямого облимина в 
основном совпадают с результатами вращения по методу варимакс.

Отчет о результатах

Форма отчета о проведении анализа по методу главных компо­
нент в определенной степени зависит ог целей его проведения. Один 
из кратких способов описать результаты примера, использованно­
го в данной главе, состоит в следующем: «Корреляционная матри­
ца шести переменных была подвергнута процедуре анализа по ме­
тоду главных компонент. Было извлечено два фактора с собствен­
ными значениями больше единицы. Эти факторы подвергались 
вращению по методу варимакс и прямой облимин. Были получены 
существенно сходные результаты. Первый фактор можно интерпре­
тировать как фактор, отражающий депрессию, так как все три пун­
кта, связанные с депрессией, имеют по нему самые высокие на­
грузки. Второй фактор можно интерпретировать как фактор, отра­
жающий тревогу, поскольку все три пункта, соответствующие 
тревоге, имеют по нему высокие факторные нагрузки. Факторы, 
полученные в результате вращения по методу варимакс, объясня­
ют 40 и 35 % совокупной (общей) дисперсии соответственно. Ко­
эффициент корреляции между факторами, полученными в резуль­
тате вращения direct oblimin (прямой облимин), составил 0,42».

Реализация процедуры в программе S P S S  для Windows

Приведем алгоритм получения основной информации, связан­
ной с анализом данных из табл. 1.1 по методу главных компонент.
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Рис. 1.2. Данные в Редакторе данных (Data Editor)

Ввести данные из табл. 1.1с помощью Редактора данных (Data 
Editor), как показано на рис. 1.2, присвоить названия перемен­
ным и сохранить их как файл с каким-либо названием.

В строке Меню, расположенной в верхней части главного окна 
программы, выбрать пункт Анализ (Analyze), а в появившемся 
ниспадаю щ ем подменю — пункт Сокращение данных (Data 
reduction) и затем — Факторный анализ (Factor), открывающий 
диалоговое окно Факторный анализ (Factor Analysis) (рис. 1.3)

Выберите переменные с «тревожен» до «весел» и нажмите пер­
вую (верхнюю) ► из кнопок, чтобы поместить их в список Пере­
менные (Variables).

Нажмите на кнопку Описательная статистика (Descriptives), 
открывающую диалоговое окно Факторный анализ: Описательные 
статистики (Factor Analysis: Descriptives), рис. 1.4. Установите фла­
жок Коэффициенты (Coefficients) в группе флажков Корреляцион­
ная матрица (Correlation Matrix), чтобы получить корреляцион­
ную матрицу, аналогичную приведенной в табл. 1.2. Эта матрица, 
являющаяся первой таблицей в окне вывода результатов, называ-

Variables: ок | 

Reset [

' ^ i f  Selection Variable:

Descriptives,.. j Extraction... j  Rotation... j Scores.,, j Optiom... J

Рис. 1.3. Диалоговое окно Факторный анализ (Factor Analysis) 
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Рис. 1.4. Диалоговое окно Факторный 
анализ: Описательные статистики (Factor 
Analysis: Descriptives)

ip S w » ' J

Statistics Continue 1
! Univariate descriptives

Cancel s
v  Initial solution ........... ......i

Help j

Correlation Matrix

V  Coefficienti- Г* Inverse

\ ‘ Significance levels P  Reproduced

Determinant Г  Anti-image ;

| i KMO and Bartlett's tes erf sphericity j

L _

ется Корреляционная матрица (Correlation Matrix) и имеет квад­
ратную, а не нижнетреугольную форму. Значения коэффициентов 
корреляции приведены с точностью до трех, а не до двух десятич­
ных знаков. Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы вер­
нуться в диалоговое окно Факторный анализ (Factor Analysis), 
представленное на рис. 1.3.

Нажмите на кнопку Извлечение факторов (Extraction), чтобы 
открыть диалоговое окно Факторный анализ: Извлечение факто­
ров (Factor Analysis: Extraction), рис. 1.5. Установите флажок Гра­
фик собственных значений (Scree plot) в группе флажков Отобра­
жать (Display), чтобы получить график собственных значений 
(след), представленный на рис. 1.1. По умолчанию в SPSS пред­
полагается выполнять 25 итераций для осуществления процеду­
ры извлечения факторов. В случае шести переменных этого впол­
не достаточно, однако при анализе других наборов данных мо­
жет потребоваться более 25 итераций для сходимости алгоритма. 
В этом случае следует увеличить значение в поле Максимальное 
число итераций для сходимости (Maximum Iterations for Conver­
gence) до 50 или 100 и более, в случае необходимости. В качестве 
критерия для выделения значимого количества факторов в SPSS

Method: j Principal components 

Analyse

*'• Correlation matrix 

C4 Covariance matrix

Extract

Eigenvalues over: fl 

Number of factors Г

*3
Display

I*? Unrotated factor solution 

W Scree plot

Cancel

Help

Maximum Iterations fa  Convergence. [25

Рис. 1.5. Диалоговое окно Факторный анализ: Извлечение факторов (Factor 
Analysis: Extraction)
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Method 

None 

• Vaiimax 

Direct Oblimin

Display

Rotated solution Loading plot(:] 

Maximum Iterations fot Convergence. J.

Рис. 1.6. Диалоговое окно Фактор­
ный анализ: Вращение (Factor Ana­
lysis: Rotation)

по умолчанию используется критерий Кайзера, оставляющий 
факторы с собственными значениями, превосходящими едини­
цу. Однако можно оставить меньше или больше факторов. Для 
этого нужно указать число в поле рядом с переключателем Чис­
ло факторов (Number of factors) в группе Извлечение факторов 
(Extract). Процент общей дисперсии, объясняемый оставленны­
ми для вращения главными компонентами (факторами), отобра­
жается в таблице, озаглавленной Объясненная общая (совокуп­
ная) дисперсия (Total Variance Explained) в третьем и пятом стол­
бцах с названием  Процент дисперсии (% of Variance) (под 
заголовками Исходные собственные значения (Initial Eigenvalues) 
и Конечные суммы квадратов факторных нагрузок (Extraction Sums 
of Squared Loadings) соответственно). Нагрузки по извлеченным 
главным компонентам (факторные нагрузки), приведенные во 
втором и третьем столбцах табл. 1.3, отображаются в таблице окна 
результатов программы, озаглавленной Матрица факторных на­
грузок (Component Matrix), в виде десятичных чисел, округлен­
ных до третьего знака после запятой. Нажмите кнопку Продол­
жить (Continue), чтобы вернуться в диалоговое окно Факторный 
анализ (Factor Analysis).

Нажмите на кнопку Вращение (Rotation) и откройте диалого­
вое окно Факторный анализ: Вращение (Factor Analysis: Rotation), 
рис. 1.6. В рамках одной сессии анализа можно выполнить только 
одно вращение. Установите переключатель Варимакс (Varimax), 
чтобы получить данные, содержащиеся в табл. 1.5, которые будут 
представлены в окне результатов программы SPSS под заголов­
ком Матрица факторных нагрузок после вращения (Rotated 
Component Matrix). Некоторые величины будут округлены до трех 
десятичных знаков после запятой, в то время как остальные будут 
представлены в экспоненциальной форме. Например, коэффици­
ент корреляции между тревожностью и первым из преобразован­
ных факторов отображается как 5,237Е-02. Обозначение Е-02 по­
казывает, что запятая должна быть перенесена на два разряда вле­
во, в обычном формате это число равно 0,05237. Доля общей 
(совокупной) дисперсии, объясняемая ортогонально вращаемы-
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анализ: Параметры (Factor Analysis: 
Options)

Рис. 1.7. Диалоговое окно Факторный Fa

Cancel
Exclude cases pairwise 

Replace with mean

Coefficient Display Formal 

v* Sorted by size

Suddicss absolute values less than

ми факторами, отображается в таблице, озаглавленной Объяс­
ненная общая (совокупная) дисперсия (Total Variance Explained) в 
девятом столбце с названием Процент дисперсии (% of Variance) 
нод рубрикой Суммы квадратов факторных нагрузок после враще­
ния (Rotation Sums of Squared Loadings). Для следующего шага ана­
лиза установите переключатель Прямой облимин (Direct Oblimin), 
чтобы получить матрицы факторного отображения и структурную 
из табл. 1.7. Две таблицы из окна вывода программы называются, 
соответственно, Матрица факторного отображения (Pattern Matrix) 
и Структурная матрица (Structure Matrix).

Коэффициент корреляции между двумя косоугольными ф ак­
торами отображается в окне вывода программы в таблице с назва­
нием Корреляционная матрица факторов (компонент) (Component 
Correlation Matrix) с округлением до трех десятичных знаков. 
Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы вернуться в 
диалоговое окно Факторный анализ (Factor Analysis).

Если вы хотите вывести факторные нагрузки в порядке убыва­
ния их величин, нажмите кнопку Параметры (Options), чтобы 
открыть диалоговое окно Факторный анализ: Параметры (Factor 
Analysis: Options), рис. 1.7. Установите флажок Сортировать по ве­
личине (Sorted by size) (в группе Формат вывода коэффициентов 
(Coefficient Display Format)). Нажмите кнопку Продолжить (Conti­
nue), чтобы вернуться в диалоговое окно Факторный анализ (Factor 
Analysis).

Нажмите OK, чтобы провести анализ.
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Г л а в а  2

КОНФИРМАТОРНЫЙ (ПОДТВЕРЖДАЮЩИЙ) 
ФАКТОРНЫЙ АНАЛИЗ

Предисловие научного редактора

Гл. 2 посвящена введению в конфирматорный (подтверждающий) 
факторный анализ, предназначенный в отличие от исследовательско­
го не для отыскания структур группировки переменных в классы (фак­
торы), а для проверки уже имеющихся априорных гипотез о составе 
этих классов и степени и характере взаимосвязей между этими клас­
сами. Этот метод является частным случаем структурного моделиро­
вания. В нашей стране структурное моделирование еще не стало та­
кой общепринятой и общеизвестной методологией, как на Западе, по­
этому доступные книги на русском языке пока отсутствуют.

В то время как эксплораторный (разведочный) факторный ана­
лиз используется для того, чтобы определить, какова наиболее 
вероятная факторная структура соотношений между некоторым 
множеством переменных, с помощью конфирматорного (подтвер­
ждающего) факторного анализа проверяют, с какой вероятнос­
тью априорно предполагаемая факторная структура подтвержда­
ется данными. Если данные не подтверждают модель или не соот­
ветствуют постулируемой факторной структуре, то они будут 
значимо отличаться от того, что могло бы получиться на основе 
предполагаемой факторной модели. Если данные подтверждают 
модель, то значимых различий не будет. Проверив несколько мо­
делей, можно установить, какая из них объясняет данные наибо­
лее адекватно. При наличии шести пунктов опросника, относя-

Т а б л  и ц а  2.1. Однофакторная и двухфакторные модели для шести 
пунктов

Один фактор Два фактора

1 1 2

А1 Тревожный 1 1 0

А2 Напряженный 1 1 0

АЗ Спокойный 1 1 0

D1 Подавленный 1 0 1

D2 Бесполезный 1 0 1

D3 Счастливый 1 0 1
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щихся, по нашему мнению, к измерению тревоги или депрессии 
и коррелирующих между собой, можно определить, как предста­
вить модель — действием одного или двух факторов, и коррелиру­
ют ли тогда эти факторы.

В однофакторной модели все шесть пунктов будут иметь на­
грузки по единственному фактору, в двухфакторной модели пунк­
ты, связанные с депрессией, будут иметь нагрузки только по од­
ному из факторов, а пункты, связанные с тревогой, — только по 
другому фактору. Факторы могут предполагаться коррелирующи­
ми или некоррелирующими. В табл. 2.1 показано, какие из пунктов 
нагружены (1) и не нагружены (0) по факторам в однофакторной 
и двухфакторных моделях.

Диаграммы путей

Другой способ представления проверяемой факторной моде­
ли — ее графическое изображение с помощью диаграммы путей. 
Применение конфирматорного факторного анализа проиллюст­
рируем примером из предыдущей главы с тревогой и депрессией, 
чтобы можно было сравнить результаты двух методов. Диаграммы 
путей для однофакторной модели, двухфакторной модели с неза­
висимыми (некоррелирующими) факторами и двухфакторной мо­
дели с зависимыми (коррелирующими) факторами представлены 
на рис. 2.1, 2.2 и 2.3 соответственно. Эти диаграммы путей были 
получены с помощью компьютерной программы LISREL, где 
аббревиатура LISREL означает линейные структурные связи (за-

Chi-Square = 96,73; df  = 9; P-value = 0,00100; RMSEA = 0,314 

Рис. 2.1. Диаграмма путей для однофакторной модели 
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Тревога V .. 1,00

Chi-Square = 58,78; df  = 9; P-vatue = 0,00100; RMSEA = 0,236

Рис. 2.2. Диаграмма путей для двухфакторной модели с несвязанными 
(ортогональными) факторами

висимости) (Linear Structural RELationships). Изображая модели 
в общем виде, значения числовых параметров обычно не указы­
вают. Это означает, что их надлежит вычислить, или оценить. И н­
формация из строки, расположенной под каждой моделью на ри­
сунках, содержит два показателя степени соответствия модели эк­
спериментальным данным.

Линии со стрелками на конце называются путями. Пункты 
представлены прямоугольниками, а факторы изображены эллип­
сами. Взаимосвязь между пунктом (переменной) и фактором обо­
значена стрелкой, направленной от эллипса к прямоугольнику. 
Например, на рис. 2.2 стрелка между переменной «Тревожный» 
и фактором «Тревога» показывает, что эта переменная имеет 
нагрузку по данному фактору или связана с ним. Между пере­
менной «Тревожный» и фактором «Депрессия» стрелок нет, по­
скольку предполагается, что данный пункт не связан с данным 
фактором (не нагружает его). L1SREL выводит в результирую­
щий файл только восемь символов из имени переменной, так 
что последние буквы из названия данного фактора в окне выда­
чи программы будут отсутствовать. Стрелка направлена от факто­
ра к пункту, а не от пункта к фактору, что означает зависимость 
пункта от фактора. Факторы иногда называют латентными (скры­
тыми) переменными, поскольку их нельзя измерить непосред­
ственно, в то время как пункты опросника называют индикато­
рами, или явными переменными. Величины рядом с этими стрел­
ками можно с некоторой натяжкой считать корреляциями, или 
нагрузками, пунктов по факторам, поскольку они в общем слу-
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Рис. 2.3. Диаграмма путей для двухфакторной модели с коррелирующими 
(связанными) факторами

чае принимают значения от -1 до +11. Так, на рис. 2.2 нагрузка 
пункта «Тревожный» по фактору «Тревога» равна 0,96.

Стрелки, расположенные слева от пунктов и указывающие на 
них, показывают, что каждый пункт не является совершенной 
мерой того фактора, который он должен отражать согласно моде­
ли. Цифры рядом с каждой стрелкой выражают долю дисперсии, 
которая соответствует ошибке2 3. На рис. 2.2 коэффициент детер­
минации пункта «Тревожный» его ошибкой4 равен 0,08. На рис. 2.2 
и 2.3 справа от факторов также имеются числа, равные 1,00. Они 
указывают на то, что дисперсия этих факторов стандартизована и 
равна 1. На путевых диаграммах эти единицы часто опускают.

Дуга со стрелками на обоих концах, соединяющая факторы 
«Тревога» и «Депрессия» на рис. 2.3, обозначает, что эти две пере­
менные влияют друг на друга, но направление причинной зави­
симости не может быть определено. Цифра, стоящая рядом с ду­

1 Но более строго это коэффициенты линейной регрессии независимой пе­
ременной (фактора) на зависимые переменные (пункты опросника).

2 Детерминируется ею как латентной переменной.
3 Хотя в англоязычной литературе принято для указания дополнительной 

дисперсии, не связанной с фактором, использовать термин ошибка (Error), нам 
кажется, более правильным употреблять слова «Специфичность» или «Остаточ­
ный член». Это соответствует концепции о том, что никакая модель не может 
описать всю ситуацию полностью, всегда есть некоторый остаток, не охвачен­
ный моделью. Это не ошибка, а та реальность, существование которой всегда 
следует иметь в виду, даже если не ставить перед собой задачу ее изучения в 
рамках конкретной модели.

4 Специфичностью.
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гой, есть коэффициент корреляции между этими переменными, 
который в данном случае равен 0,48.

Показатели согласованности1 

Хи-квадрат

Нагрузки пунктов в целом выше для двухфакторных моделей, 
чем для однофакторной. Это наводит на мысль о том, что в дан­
ном случае двухфакторные модели точнее соответствуют экспе­
риментальным данным. Было предложено большое количество по­
казателей согласованности, определяющих, насколько хорошо мо­
дель соответствует данным, но пока еще нет общепринятого 
мнения о том, какие из этих показателей являются наиболее адек­
ватными. В данной книге расскажем лиш ь о некоторых из них. 
Один из наиболее распространенных показателей приведен пер­
вым в строке под каждой из диаграмм путей (см. рис. 2.1 —2.3) и 
для краткости назван хи-квадрат.

Критерий с вычислением этого же показателя используется при 
сравнении различий между наблюдаемыми и ожидаемыми часто­
тами в таблице сопряженности. Он также используется в гл. 13, 
посвященной логлинейному анализу. Чем больше разница между 
наблюдаемой и ожидаемой частотами, тем больше критерий хи- 
квадрат и тем более вероятно, что эти различия не случайны. Кри­
терий хи-квадрат даже при случайных различиях будет тем боль­
ше, чем больше категорий в таблице сопряженности, так что не­
обходимо ввести поправку, учитывающую число категорий. Для 
этого при расчете критериального значения хи-квадрат в качестве 
второй переменной используется число степеней свободы2-3.

Критерий хи-квадрат в конфирматорном факторном анализе 
вычисляет различия между корреляционной матрицей исходных 
данных и корреляционной матрицей, получаемой на основе мо­
дели. Чем больше разница между исходной матрицей и матрицей, 
построенной на основе модели, тем больше будет критерий хи- 
квадрат и тем больше вероятность того, что эти различия не слу­
чайны. Если разница не может считаться случайной, то модель не 
дает адекватного согласия с данными. Критерий хи-квадрат про­
порционален числу параметров, оцениваемых в модели. Следова­
тельно, критерий хи-квадрат должен учитывать число таких пара­

1 Имеется в виду согласованность модели с экспериментальными данными.
2 Чем больше степеней свободы, тем больше может быть допустимая величи­

на хи-квадрат, при которой согласие модели с экспериментальными данными 
остается возможной.

3 В целом данный абзац никак не связан с конфирматорным факторным 
анализом, поэтому пусть у читателя не возникает недоумений в связи с этим.
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метров. Это делается путем введения числа степеней свободы, ко­
торое равно суммарному количеству наблюдаемых дисперсий и 
ковариаций за вычетом количества оцениваемых параметров.

Количество наблюдаемых дисперсий и ковариаций вычисляет­
ся по общей формуле п(п+  1)/2, где п — число наблюдаемых пе­
ременных1. Поскольку во всех трех моделях по шесть наблюдаемых 
переменных, количество наблюдаемых дисперсий и ковариаций 
равно 6(6+ 1 )/2 = 21. Это можно проверить, подсчитав число вели­
чин в табл. 1.2, включая единичные значения на диагонали. Коли­
чество оцениваемых величин или параметров равно числу путей2: 
для моделей, представленных на рис. 2.1 и 2.2, — 12, а для моде­
ли, представленной на рис. 2.3, — 13. Таким образом, для первых 
двух моделей число степеней свободы равно 9 (21 -  12 = 9), а для 
третьей модели — 8 (21 -  13 = 8).

Вероятность того, что критерий хи-квадрат является значимым 
по двустороннему критерию, меньше 0,05 для первых двух моде­
лей3, что указывает на то, что ни одна из них не согласуется с 
данными должным образом. Критерий хи-квадрат для третьей 
модели меньше, чем для других, и это позволяет сделать вывод о 
том, что данная модель лучше всего соответствует эксперимен­
тальным данным4.

Критерий различий хи-квадрат для вложенных моделей

Модель, имеющая больше оцениваемых величин или парамет­
ров, будет, как правило, лучше соответствовать данным, чем мо­
дель, у которой большинство параметров уже жестко фиксирова­
ны и не подлежат оценке, т.е. выбору оптимального значения в 
ходе анализа. В крайнем случае модель, имеющая максимально 
возможное число оцениваемых параметров (п(п+1)/2), фактичес­
ки представляет собой сами экспериментальные данные и потому 
полностью им соответствует. В этом случае величина хи-квадрат 
будет равна нулю и будет отражать абсолютную согласованность

1 Эта величина определяется исходя из того, что число корреляций равно 
числу пар, которые можно составить из п элементов п ( п -  1 )/2, а число вариаций 
этих переменных равно я, в итоге получается указанная сумма л(л + 1)/2.

2 Т.е. числу изображенных на рисунке стрелок, включая те, которые соответ­
ствуют специфической (ошибочной) дисперсии.

3 Нулевая гипотеза утверждает, что модель соответствует эксперименталь­
ным данным (влияние других закономерных событий, не включенных в путевую 
диаграмму, нулевое). Поскольку уровень значимости меньше 0,05, нулевую ги­
потезу следует отвергнуть. В результате мы приходим к выводу о том, что суще­
ствуют другие закономерные события, значимо влияющие на эксперименталь­
ные данные, и поэтому должны сделать вывод о том, что модель, представляе­
мая путевой диаграммой, не соответствует экспериментальным данным.

4 Т.е. в этом случае вероятность того, что нулевая гипотеза верна, больше 
0,05, и мы ее принимаем.
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модели с данными. Одна из задач в социальных науках и психоло­
гии состоит в том, чтобы найти модель, содержащую меньше все­
го свободно оцениваемых параметров, поскольку она обеспечит 
самое простое и экономное объяснение данных. Из трех рассмат­
риваемых моделей больше всего свободных параметров имеет двух­
факторная модель с коррелирующими факторами. Эта модель, по 
всей видимости, лучше всего согласуется с данными, поскольку 
имеет наименьшую величину хи-квадрат1. Значимо или пет разли­
чаются между собой две модели, также можно определить с по­
мощью критерия хи-квадрат: если одна из сравниваемых моделей 
получается из другой путем исключения каких-либо параметров 
из числа оцениваемых2.

Например, степень соответствия экспериментальным данным 
двухфакторной модели с коррелирующими факторами можно срав­
нить с таковой для двухфакторной модели с независимыми факто­
рами, считая, что вторая модель получена из первой в результате 
удаления корреляции между факторами. В первом случае она оце­
нивается, а во втором — жестко фиксируется равной нулю. Двух­
факторная модель с независимыми факторами называется вложен­
ной моделью, поскольку она получается из двухфакторной модели 
с коррелирующими факторами путем удаления (приравнивания к 
нулю) корреляции между двумя факторами. Если величина крите­
рия для модели с большим числом свободных параметров значимо 
меньше величины критерия для вложенной модели, в которой для 
каких-то из этих параметров были фиксированы значения, то можно 
считать, что объемлющая модель лучше согласуется сданными. Если 
величины критериев обеих моделей значимо не различаются, то 
модель с меньшим числом свободно оцениваемых параметров яв­
ляется более простым и экономным представлением данных. Одно- 
факторную и двухфакторную с коррелирующими факторами моде­
ли также можно сравнивать между собой на предмет соответствия 
данным. В этом случае полагаем, что свободная корреляция между 
факторами воднофакторной модели заменена фиксированной кор­
реляцией, равной 1. Сравнить одпофакторную модель с двухфак­
торной моделью с независимыми факторами нельзя, так как они 
содержат одинаковое число параметров3.

1 Это утверждение не совсем корректно, ибо сравнение значений хи-квадрат 
должно учитывать соответствующее значение степеней свободы, что, как мы 
увидим, и делается ниже. Поэтому данное утверждение о том, что третья модель 
лучше, потому что значения хи-квадрат меньше, мы полагаем, требует уточне­
ния, поскольку в третьей модели число степеней свободы также меньше.

Т.е. жесткого фиксирования этих параметров.
3 Вернее было бы сказать, что однофакторную модель и двухфакторную модель 

с независимыми факторами нельзя сравнивать между собой по критерию разли­
чий, так как пи одна из пих не является вложенной в другую, т.е. из одной модели, 
жестко фиксировав какой-либо свободный параметр, нельзя получить вторую.
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Т а б л и ц а  2.2. Критерий различий хи-квадрат для сравнения двух пар 
моделей

Сравнения Разность критериев 
хи-квадрат

Разность числа 
степеней свободы

1 vs 3 96,73 -4 6 ,1 5  = 50,58 9 - 8 = 1

2 vs 3 58 ,78- 46,15 = 12,63 9 - 8 = 1

Чтобы проверить, различаются ли степени соответствия моде­
лей экспериментальным данным, из величины хи-квадрат вло­
женной модели вычитается величина хи-квадрат модели с большим 
числом оцениваемых параметров и получается разность хи-квад­
ратов. Поскольку на величину хи-квадрат оказывает влияние чис­
ло степеней свободы модели, разница хи-квадратов должна учи­
тывать разницу в числе степеней свободы обеих моделей. Из числа 
степеней свободы вложенной модели вычитается число степеней 
свободы модели с большим числом параметров и получается раз­
ница числа степеней свободы. Статистическая значимость разни­
цы хи-квадратов определяется по таблице критических значений 
хи-квадрат с числом степеней свободы, равным разнице числа 
степеней свободы двух моделей.

В табл. 2.2 представлены эти вычисления для сравнения двух- 
факгорной модели, в которой факторы коррелируют, с одной 
стороны, и двухфакторной модели с независимыми факторами и 
однофакторной моделью — с другой.

Разность числа степеней свободы в обоих сравнениях равна
1 ( 9 - 8 = 1 ) .  Разность хи-квадратов для первого сравнения равна 
50,58, для второго — 12,63. В случае двустороннего критерия хи- 
квадрат с одной степенью свободы, чтобы быть статистически 
значимой на уровне 0,05, разность хи-квадратов должна быть боль­
ше или равна 3,84. Поскольку обе разности хи-квадратов больше, 
чем 3,84, двухфакторная модель с коррелирующими факторами 
статистически значимо лучше согласуется с данными, чем обе 
другие модели — двухфакторная с независимыми факторами и 
однофакторная.

Среднеквадратичная ошибка приближения (аппроксимации)

Вторая мера согласованности, приведенная в последней инфор­
мационной строке каждой диаграммы путей на рис. 2.1—2.3, — 
среднеквадратичная ошибка приближения (RMSEA). Проблема 
применения критерия хи-квадрат для конфирматорного фактор­
ного анализа состоит в том, что он тем вероятнее будет давать 
статистическую значимость, соответствующую необходимости 
отвергнуть нулевую гипотезу, чем больше объем выборки. В общем
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случае, большие выборки предпочтительнее меньших по объему, 
поскольку позволяют оценивать параметры более точно. В нашем 
иллюстративном примере эта проблема не стоит, поскольку вы­
борка объемом в 100 человек не считается большой. Но в других 
случаях критерий хи-квадрат, статистически незначимый на вы­
борке такого размера, на выборках большего объема при исследо­
вании одной и той же модели будет значимым, что потребует 
отвергнуть нулевую гипотезу. Из-за подобной проблемы исследова­
тели разработали другие меры согласия, в меньшей степени зави­
сящие от объема выборки. Одной из них является среднеквадратич­
ная ошибка приближения. Значения ниже 0,100 считаются показа­
телем хорошего согласия с данными (J.C. Loehlin, 1998). Значение 
этого статистического показателя для всех трех моделей превосхо­
дит 0,100, что может означать, что ни одна из них не согласуется 
сданны ми в достаточной степени. В нашем случае и хи-квадрат, и 
среднеквадратичная ошибка приближения позволяют сделать сход­
ные выводы о том, что ни одна из трех моделей не обеспечивает 
хорошего согласия с экспериментальными данными1.

Отчет о результатах

Здесь можно привести только краткое описание возможных 
сведений, которые могут быть включены в отчет о результатах 
анализа для нашего примера: «Было проведено сравнение стати­
стического соответствия экспериментальным данным однофактор­
ной, двухфакторной с независимыми факторами и двухфактор­
ной с коррелирующими факторами моделей путем проведения 
конфирматорного факторного анализа по методу оценки макси­
мального правдоподобия с помощью программы L1SREL 8.51. 
В табл. 2.3 приведены результаты двух способов измерения согла­
сованности каждой из трех моделей с экспериментальными дан­
ными. Оба измерения показывают, что ни одна из первых двух 
моделей не обеспечивает удовлетворительного согласия с экспе­
риментальными данными, так как величина хи-квадрат является 
статистически значимой, а величина среднеквадратичной ошиб­
ки приближения превосходит 0,100. Критерий различий хи-квад-

1 Делая заключение о том. что критерии RMSEA и хи-квадрат не противоре­
чат друг другу во всех трех моделях, автор не совсем последователен. Ибо, со­
гласно принятому их уровню значимости 0,05, критерий хи-квадрат можно счи­
тать преодолевшим необходимую границу (хотя и совсем незначительно) для 
того, чтобы принять нулевую гипотезу, т.е. в этом случае результаты критериев 
RMSEA и хи-квадрат приводят к разным выводам. Однако исходя из того, что 
вычисленное значение хи-квадрат в случае третьей модели отличается от гранич­
ного 0,05 в очень малой степени, то, делая выбор принимаемой гипотезы, следует 
руководствоваться критерием RMSEA и принять альтернативную гипотезу.
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Т а б л и ц а  2.3. Две меры согласия для трех моделей

Модель х2 d f Р RMSEA

Однофакторная 96,73 9 0,001 0,314

Некоррелированная
двухфакторная

58,78 9 0,001 0,236

Коррелированная
двухфакторная

46,15 8 0,052 0,167

рат показывает, что двухфакторная модель с коррелирующими 
факторами гораздо лучше соответствует данным, чем двухфак­
торная модель с независимыми факторами (х2 = 50,58, d f = 1, 
р <  0,001) или однофакториая модель (у }=  12,63, df=  1,/7 <0,001), 
и эти различия статистически значимы. Стандартизированные оцен­
ки максимального правдоподобия для параметров этой модели 
приведены на рис. 2.3».

Процедура в программе LISREL

Существует несколько различных программ для проведения кон- 
фирматорного факторного анализа. Здесь ограничимся демонстра­
цией процедуры в одной из наиболее популярных программ — 
LISREL. Для того чтобы провести хотя бы один из показанных в 
данной главе анализов, необходимо запустить программу. Далее 
надо создать синтаксический файл, содержащий командные строки 
на встроенном языке программы. Чтобы сделать это, выбираем 
пункт File из строки меню в верхней части окна программы 
LISREL, что вызывает ниспадающее меню. В этом меню выбираем 
пункт New, который открывает диалоговое окно New. Затем выби­
раем пункт Syntax only, открывающий окно Syntax, в котором 
набираем наши команды. Закончив набор команд, выбираем пункт 
File, а в ниспадающем контекстном меню — Run LISREL. Если 
команды набраны неверно, то программа покажет окно выдачи 
результатов, в котором будет указано, где допущены ошибки. Если 
команды были набраны правильно, то программа, прежде всего, 
отобразит диаграмму путей. Чтобы посмотреть на другие результа­
ты, сопровождающие эту диаграмму, в строке меню в верхней 
части окна программы выбираем пункт Window, а затем — файл с 
расширением *.OUT.

Процедура LISREL для однофакторной модели

Необходимо набрать приведенные ниже жирным шрифтом ко­
манды в синтаксический файл (командный файл программы) и
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запустить его, в результате получатся результаты для однофактор­
ной модели.

CFA: I factor
DAta Nlnputvar=6 NObserv=IOO  
LAbels
Anxious Tense Calm Depressed Useless Happy 
KMatrix

1,00
0,74 1,00 

-0,50 -0,40 1,00 
0,22 0,30 -0,37 1,00 
0,28 0,39 -0,43 0,65 1,00 

-0,25 -0,54 0,41 -0,74 -0,53 1,00 
MOdel N Xvar= 6  N Kvar=  I PHi=FLxed TDelta=Diagonal 
FRee LX  (1,1) LX (2 ,I) LX (3 ,I) LX (4 ,I) LX (5 ,I) LX (6 ,I)
STartval I PHi( 1,1)
LKvar
Distress
PDiagram
OUtput

Опишем кратко, что делают эти команды. Для получения даль­
нейших подробностей необходимо воспользоваться справочной 
системой программы, выбрав пункт Help в строке меню, или 
обратиться к руководству по работе с программой LISREL. По­
лезно дать краткое название списку команд, или программе, как 
это сделано выше. Первые два символа в названии программы не 
должны быть следующими друг за другом буквами D и А, по­
скольку это двухбуквенное сочетание является ключевым словом 
в тезаурусе LISREL для описания параметров данных (DAta).

Ключевые слова команд могут состоять из символов в верхнем 
или нижнем регистре, а также из любой комбинации символов в 
верхнем и нижнем регистрах (прописными или строчными буква­
ми, а также комбинациями прописных и строчных букв). Мы сле­
дуем общепринятому соглашению изображать ключевые слова 
символами в верхнем регистре (прописными буквами). Команды 
могут состоять из последовательности двухбуквенных имен. Одна­
ко поскольку LISREL игнорирует все буквы, которые непосред­
ственно следуют за двумя первыми буквами имени, мы использо­
вали буквы в нижнем регистре (строчные буквы), чтобы дать боль­
ше информации о том, что означают имена команд и что эти 
команды делают.

Строка, начинающаяся с DA, показывает, что число (Number) 
входных (Input variables) переменных, которые программа долж­
на считать, равно 6, а число (Number) наблюдений (Observations), 
или объектов, равно 100. Чтобы не вводить сырые данные, можно
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в качестве данных ввести корреляционную матрицу. В этом случае 
необходимо дополнительно указать в командном файле число на­
блюдений, на которых основана данная корреляционная матрица. 
Хотя число наблюдений в нашем случае было 9, мы изменили это 
значение до 100, чтобы увеличить вероятность того, что данные 
значимо отличаются от проверяемой модели. Возможность вво­
дить данные в форме корреляционной матрицы очень полезна при 
анализе данных, доступ к которым в их исходном виде затруднен 
или невозможен, подобно данным опубликованных исследований.

Строка, начинающаяся с LA, показывает, что мы собираемся 
присвоить метки (Labels) шести входным переменным. Хотя при­
сваивание имен не является обязательным, полезно это сделать 
как напоминание о том, что представляют из себя переменные. 
Сами метки вводятся в следующей строке. В окне вывода програм­
мы отображаются только первые восемь символов имени каждой 
переменной, так что название «Подавленный» (Depressed) будет 
сокращено до Depresse.

Строка, начинающаяся с КМ, указывает на то, что данные 
должны считываться в виде корреляционной матрицы. Следую­
щие шесть строчек представляют нижний треугольник корреля­
ционной матрицы, приведенной в табл. 1.2.

Строка, начинающаяся с МО, описывает спецификации тес­
тируемой модели. Число (Number) переменных типа X, или пунк­
тов (NX), равно 6. Число (Number) переменных типа К, или ф ак­
торов (NK), равно 1.

Следующую команду трудно описать кратко. Вместе с после­
дующей командой она позволяет стандартизировать дисперсию 
переменной типа К, или фактора, и сделать ее равной 1. М атри­
ца дисперсий-ковариаций переменных типа К, или факторов, 
называется PHi и является фиксированной (Fixed), так, что ее 
элементы могут быть заданы непосредственно. Именно это и де­
лает строка, начинаю щ аяся с ST, которая устанавливает на­
чальное (starting) значение (value) фактора, равным единице. 
Хотя в нижнетреугольной Phi-матрице всего один элемент, его 
необходимо задать явно, для чего используются числа в скоб­
ках. Первое число задает номер строки, в которой расположен 
элемент, второе — номер столбца, в котором расположен дан ­
ный элемент.

Последняя команда в строке, начинающейся с МО, устанав­
ливает, что нижнетреугольная корреляционная матрица ошибок 
шести пунктов опросника (переменных), называемая Theta Delta, 
является диагональной (т.е. имеет отличные от нуля элементы толь­
ко на диагонали). Данная модель предполагает, что ошибки шести 
пунктов не коррелируют друг с другом.

Строка, начинающаяся со спецификации FR, определяет, ка­
кие из шести пунктов, теперь называемых Lamda переменными
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типа X, должны быть свободными (free), чтобы их факторные на­
грузки можно было оценить. В данной модели предполагается, что 
все шесть пунктов коррелируют с единственным фактором, что 
отображено в виде одного столбца с шестью строками. Положе­
ние этих пунктов указывается с помощью двух чисел в круглых 
скобках. Первое число отвечает номеру строки, а второе — номеру 
столбца, в котором находится данный элемент.

Строка, начинающаяся с LK, не является обязательной и по­
зволяет задать имя переменной типа K(Label К), или фактору, 
которое указываем в следующей строке. Мы назвали этот фактор 
Distress (душевное страдание).

Строка, начинающаяся с PD, дает нам диаграмму путей (path 
diagram), изображенную на рис. 2.1.

Последняя строка, начинающаяся с OU, выдает результат, 
отображаемый в окне вывода (output) программы.

Вывод результатов в LISREL для однофакторной модели

Опишем только часть информации, отображенной в окне вы­
вода программы. LISREL начинает с того, что воспроизводит ко­
мандный файл, который мы запустили, а вслед за ним — матрицу 
взаимосвязей (называемую ковариационной матрицей) с метка­
ми (именами) переменных. Эта часть окна вывода программы здесь 
не приводится.

Следующая часть окна вывода программы показывает, какие 
параметры модели должны быть оценены путем перечисления и 
нумерации их, что отражено в табл. 2.4. В данной модели будут 
оцениваться 12 параметров. LAMBDA-X обозначают нагрузки, или 
«ламбды», шести пунктов, или переменных типа X, по фактору

Т а б л и ц а  2.4. Выводимое LISREL описание параметров однофакторной 
модели

Parameter Specifications

LAMBDA-X

Di stress
Anxious 1

2
3
4
5
6

Tense
Calm

Depresse
useless

Happy

THETA-DELTA

Anxious Tense calm Depresse Useless Happy
7 8 9 10 11 12
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типа К или ksi. THETA-DELTA содержит дисперсии ошибок или 
специфичностей шести пунктов.

Следующая часть окна вывода отображает оценки максималь­
ного правдоподобия этих параметров и приведена в табл. 2.5. Так, 
нагрузка «Тревожность» по единственному фактору составляет 0,43, 
как показано под заголовком LAMBDA-X. Другими словами, при-

Т а б л и ц а  2.5. Выводимые LISREL оценки максимального 
правдоподобия для параметров однофакторной модели

Namber of irerations = 20

LISREL Estimates (Maximum Likelihood)

LAMBDA-X 

Distress 
Anxious 0,43 

(0,10)
4.16

Tense 0,59 
(0 ,10)

6,01

Calm -0,54 
(0,10)
-5,43

Depresse 0,81 
(0,09)

9.17

useless 0,71 
(0,09)

7,61

Happy -0,84 
(0,09)
-9,64

PHI

Di stress
i7 6 o

THETA-DELTA

Anxious Tense calm Depresse Useless Happy
0^82 ”’"d,~66 ~ ~0~П 0~34 ~’о,~5~0 6729

(0,12) (0,10) (0,11) (0,07) (0,08) (0,07)
6,79 6,45 6,58 4,79 5,91 4,27

Squared Multiple Correlations for X - variables

Anxious Tense calm Depresse Useless Happy 
о Д 8  0,34 ~~o~29 o"66 ""drsd
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мерно 0,432, или 0,18, дисперсии тревожности объясняется дан­
ным фактором, оставляя 0,82 в качестве ошибки или необъяснен- 
ной дисперсии. Значение в круглых скобках, приведенное непо­
средственно под нагрузкой, представляет собой стандартную ошиб­
ку, которая в нашем случае равна 0,10, а ниже — значение критерия 
Стъюдента (4,16) для определения значимого отличия этой на­
грузки от нуля. Для выборки с объемом, равным 100, величина 
двустороннего критерия Стъюдента должна быть равна +1,98 или 
выше, чтобы быть значимой на уровне 0,05. Поскольку 4,16 > 1,98, 
можно сделать вывод о том, что данная нагрузка является статис­
тически значимой с достоверностью не менее 0,95 для двусторон­
него критерия Стъюдента.

Дисперсия данного фактора была установлена равной 1,00, как 
показано под заголовком PHI.

Дисперсия ошибок для шести пунктов приведена под заголов­
ком THETA-DELTA. Дисперсия ошибки «тревожности» равна 0,82.

Когда пункт имеет нагрузку только по одному фактору, как в 
настоящем примере, квадрат коэффициента множественной кор­
реляции (Squared Multiple Correlation), приводимый в конце табл. 
2.5, равен квадрату нагрузки этого пункта. Для «тревожности» он 
равен 0,432, или 0,18.

Последняя большая часть выводимых результатов представляет 
собой статистики согласия для проверяемой модели, как это по­
казано в табл. 2.6. Величина хи-квадрат, приведенная на рис. 2.1,

Т а б л и ц а  2.6. Выводимые LISREL статистики согласия 
для однофакторной модели

Goodness-of-Fit statistics

Degrees of Freedom = 9 
Minimum Fit Function Chi-Square = 128,43 (P = 0,0)

Normal theory Weighted Least Squares Chi-Square = 96,73 (p = 0,00) 
Estimated Non-centrality Parameter (NCP) = 87,73 

90 Percent Confidence interval for NCP = (59,78; 123,13)

Minimum Fit Function value = 1,30 
population Discrepancy Function Value (f0) = 0,89 

90 Percent Confidence interval for f0 = (0,60; 1,24)
Root Mean Square Error of Approximation (RMSEA) = 0,31 
90 Percent Confidence Interval for RMSEA = (0,26; 0,37) 
р-vaiue for yest of Close Fit (RMSEA < 0,05) = 0,00

Expected cross-validation index (ECVI) = 1,22 
90 Percent Confidence interval for ECVI = (0,94; 1,58)

ECVI for Saturated Model = 0,42 
e c v i for independence Model = 3,36

Chi-Square for independence Model with 15 Degrees of Freedom = 321,02 
Independence Ale = 333,02 

Model AIC = 120,73
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saturated a i c  = 42,00 = 
Independence CAIC = 354,65 

Model CAIC = 163,99 
Saturated CAIC = 117,71

Normed Fit index (NFI) = 0,60 
Non-Normed Fit index (n n f i ) = 0,35 

Parsimony Normed Fit index (PNFI) = 0,36 
Comparative Fit Index (CFI) = 0,61 
incremental Fit index (i f i) = 0,62 
Relative Fit index (RFI) =0,33

Critical N (CN) = 17,70

Root Mean Square Residual (r m r) = 0 ,14 
Standardized rm r =0,14 

Goodness-of-Fit Index (GFI) = 0,75 
Adjusted Goodness-of-Fit Index (a g f i ) = 0,43 
parsimony Goodness-of-Fit index (PGFI) =0,32

является второй по порядку в списке выведенных величин и 
называется Normal Theory Weighted Least Squares Chi-Square. Ее
значение равно 96,73. Число степеней свободы указано двумя 
строками выше и равно 9. Среднеквадратичная ошибка прибли­
жения (Root Mean Square Error Of Approximation — RMSEA) 
отображается на девятой по счету строке и равна 0,31. И нф ор­
мацию о других мерах согласия можно найти в книге J.C . Loehlin 
(1998).

Процедура LISREL для двухфакторной модели с независимыми 
переменными

Программа на встроенном командном языке пакета L1SREL 
для получения результатов в случае двухфакторной модели с не­
зависимыми факторами выглядит следующим образом:

CFA: 2 unrelated factors
DAta Nlnputvar=6 NObserv= 100
LAbels
Anxious Tense Calm Depressed Useless Happy 
KMatrix

1,00
0,74 1,00 

-0,50 -0,40 1,00 
0,22 0,30 -0,37 1,00 
0,28 0,39 -0,43 0,65 1,00 

-0,25 -0,54 0,41 -0,74 -0,53 1,00 
MOdel N Xvar= 6  N Kvar=2  PHi=Flxed TDelta=Diagonal 
FRee LX  (1,1) LX  (2,1) L X  (3,1) LX(4,2) LX(5,2) LX(6,2)
STartval I P H i(l. l)  PHi(2,2)
LKvar
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Anxiety Depression
PDiagram
OUtput

Прокомментируем только основные различия между данной и 
предыдущей программой.

Модель содержит две переменные типа К (variable), или фактора, 
поэтому параметру NKvar в команде MOdel присвоено значение 2.

Первые три LX-переменные («Тревожный», «Напряженный» и 
«Спокойный») имеют нагрузки по первому фактору, тогда как вто­
рая тройка LX-переменных («Подавленный», «Бесполезный» и «Ве­
селый») имеет нагрузки по второму фактору. Положение этих эле­
ментов в матрице обозначают двумя числами в круглых скобках, 
первое указывает номер переменной, или строку, а второе — но­
мер фактора, или столбец. Поэтому число 2, стоящее после запя­
той, указывает на нагруженность переменной по второму фактору.

Дисперсиям двух факторов — PH i( 1,1) и PH i(2,2) — присво­
ены значения 1. Поскольку параметр PHi является фиксирован­
ным (Fixed), коэффициенту ковариации между двумя факторами, 
представленному элементом P H i(2 ,l) , присвоено фиксированное 
значение, равное нулю.

Двум переменным типа К, или факторам, присвоены имена 
Anxiety (Тревога) и Depression (Депрессия) соответственно.

Вывод результатов в LISREL для двухфакторной модели 
с независимыми переменными

Диаграмма путей для этой модели представлена на рис. 2.2. В дан­
ном подразделе будут представлены и обсуждены лиш ь некото­
рые из выводимых программой результатов для данной модели. 
В табл. 2.7 приведены оцениваемые параметры для рассматривае­
мой модели. Их число равно 12, как и для предыдущей модели.

Т а б л и ц а  2.7. Выводимое LISREL описание параметров 
для двухфакторной модели с независимыми переменными

LAMBDA-X
Anxiety Depressi

Anxious 1
Tense 2
calm 3

0
0
0
4
5
6

Depresse 0
Useless 0

Happy 0

THETA-DELTA

Anxious
7

Tense Calm Depresse useless Happy 
g 9 lo 1 1  12
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В табл. 2.8 приведены оценки максимального правдоподобия 
нагрузок первых трех пунктов по первому фактору и вторых трех 
пунктов по второму фактору.

Т а б л и ц а  2.8. Выводимые LISREL оценки максимального 
правдоподобия для некоторых из параметров двухфакторной 
модели с независимыми переменными

Number of iterations = 7
LISREL Estimates (Maximum Likelihood)

LAMBDA-X

Anxiety Depressi 
Anxious 0,96 - -

(0 ,10)
9,42

Tense 0,77 - -
(0 ,10)

7,58

Calm -0,52 - -
(0 ,10)
-5,15

Depresse - - 0,95
(0,09)
10,88

Useless - - 0,68
(0,09)

7,25

Happy - - -0,78
(0,09)
-8,43

PHI

Note: This matrix is diagonal. 

Anxiety Depressi
IToo i~,ob

Процедура LISREL для коррелированной двухфакторной модели 
с зависимыми переменными

Программа для получения результатов в случае коррелирован­
ной двухфакторной модели выглядят следующим образом:

CFA: 2 related factors
DAta Nlnputvar=6 NObserv= 100
LAbels
Anxious Tense Calm Depressed Useless Happy
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KMatrix
1,00
0,74 1,00 

-0,50 -0,40 1,00 
0,22 0,30 -0,37 1,00 
0,28 0,39 -0,43 0,65 1,00 

-0,25 -0,54 0,41 -0,74 -0,53 1,00 
MOdel N X var= 6  N Kvar=2  PHi=Flxed TDelta=Diagonal 
FRee LX  (1,1) LX  (2,1) LX  (3,1) LX(4,2) LX(5,2) LX(6,2)
STartval I P H i( l. l)  PHi(2,2)
FRee PHi (2,1)
LKvar
Anxiety Depression
PDiagram
OUtput

Прокомментируем только главное отличие данной программы 
от предыдущей. Чтобы разрешить ковариацию двух переменных 
типа К, или факторов, необходимо «освободить» соответствующий 
параметр — FRee PH i(2,l).

Вывод результатов в LISREL для коррелированной 
двухфакторной модели с зависимыми переменными

Диаграмма путей для этой модели приведена на рис. 2.3. Число 
оцениваемых параметров в данном случае равно 13, поскольку 
нам приходится оценивать ковариацию между двумя факторами, 
как это показано под заголовком PHI в табл. 2.9.

Т а б л и ц а  2.9. Выводимое LISREL описание параметров
для коррелированной двухфакторной модели с зависимыми переменными

Parameter Specifications

LAMBDA-X

Anxi ety Depressi
Anxious 1

Tense 2
Calm 3

0
0
0
4
5
6

Depresse 0
Useless 0

Happy 0

PHI

Anxi ety 
Anxi ety 0

Depressi 7

Depressi

0
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THETA-DELTA

Anxious Tense calm Depresse useless Happy
-  -  - -  - -  - -  - -

О ценка м ак си м альн ого п р ав доп одоби я  к о эф ф и ц и ен т а  ковари- 
ации  м еж ду двумя ф акторам и п ри веден а в табл. 2. 10 и составляет  
0 ,48 .

Т а б л и ц а  2.10. Выводимые LISREL оценки максимального 
правдоподобия некоторых параметров для коррелированной 
двухфакторной модели со связанными переменными

Number of iterations = 11
LISREL Estimates (Maximum Likelihood)

LAMBDA-X

Anxiety Depressi 
Anxious 0,85 - -

(0,16)
5,22

Tense 0,87 - -
(0,16)

5,37
Calm -0,54 - -

(0,17)
-3,13

Depresse - - 0,89
(0,15)

5,93

Useless - - 0,71
(0,16)

4,40

Happy - - -0,83
(0,15)
-5,37

PHI

Anxiety Depressi
Anxiety 1,00 

Depressi 0 ,48 1,00
(0,16)

2,92
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Г л а в а  3

КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ

Предисловие научного редактора

В гл. 3 описывается разновидность другого  известного метода 
группировки —  иерархического агломеративного кластерного анали­
за. Кластерный анализ дает группировку на основе совокупного ин­
тегрального критерия, в то время как при факторизации задается си ­
стема взаимосвязанных между собой категорий, позволяющих диф­
ференцировать различения классов по набору критериев. Однако при 
проведении кластерного анализа исследователь имеет возможность 
учесть всю информацию, в то время как при факторизации необхо­
димо искусственно оставить лишь небольшое число факторов, а зна­
чит, пренебречь каким-то объемом информации (иногда эти потери 
информации составляют более половины). Таким образом, можно го ­
ворить о том, что кластерный и факторный анализы не конкурируют, 
а взаимодополняют друг друга, позволяя более выпукло представить 
модель.

Еще одним методом выявления группировки переменных яв­
ляется кластерный анализ. Однако, по сравнению с факторным 
анализом, он значительно реже применяется в социальных на­
уках и психологии. Часто его используют для выявления группи­
ровки наблюдений, а не переменных.

Необходимо отметить, что как кластерный, так и факторный 
анализ с равным успехом могут применяться для определения 
способа группировки не только наблюдений, но и и перемен­
ных.

Как и в случае факторного анализа, существует несколько 
различных методов проведения кластерного анализа, и в насто­
ящее время все еще нет общепринятого соглашения по поводу 
того, какой из этих методов является наиболее адекватным. Что­
бы иметь возможность сравнить результаты кластерного анализа 
с результатами факторного анализа, проиллюстрируем последо­
вательность этапов кластерного анализа с помощью тех же самых 
данных, которые использовались при объяснении принципов про­
ведения факторного анализа, а именно, баллов ответов девяти 
испытуемых по трем пунктам опросника, связанным с депресси­
ей (А1 — «Тревожный»; А2 — «Напряженный»; АЗ — «Спокой­
ный»), и трем пунктам, связанным с тревогой (D1 — «Подавлен­
ный»; D2 — «Бесполезный»; D3 — «Счастливый»), приведенных в 
табл. 1.1.
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Меры и матрица сходства

Первым этапом в проведении кластерного анализа является 
решение вопроса об измерении степени сходства между перемен­
ными. Одной из возможных мер сходства является коэффициент 
корреляции. Чем более сходны значения двух переменных, тем 
выше величина положительного коэффициента корреляции меж­
ду этими переменными. Чем более рассогласованы значения пере­
менных, тем больше абсолютное значение отрицательного коэф­
фициента корреляции между ними. Наверное, самой часто ис­
пользуемой мерой сходства является квадрат Евклидова расстояния 
(т.е. квадрат длины прямолинейного отрезка) между двумя точка­
ми, соответствующими векторам переменных. Это просто сумма 
квадратов разностей значений переменной по всем наблюдениям 
данной выборки1. Квадраты разностей рассматриваются отчасти 
из-за того, чтобы устранить влияние знака, или направления, этих 
разностей. Другими словами, разность значений, равная -2 , и раз­
ность значений, равная +2, считаются одинаковыми. В табл. 3.1 
показано вычисление квадрата Евклидова расстояния между зна­
чениями баллов пунктов «Тревожный» и «Напряженный», резуль­
тат которого равен 8.

Т а б л и ц а  3.1. Квадрат Евклидова расстояния между баллами пунктов 
«Тревожный» и «Напряженный»

Наблюдения2 Тревожный Напряженный Разность Квадрат
разности

1 2 1 1 1

2 1 2 - 1 1

3 3 3 0 0

4 4 4 0 0

5 5 5 0 0

6 4 5 - 1 1

7 4 3 1 1

8 3 3 0 0

9 3 5 - 2 4

8

1 Фактически строится геометрическое пространство, размерность которого 
равна числу наблюдений. В этом пространстве переменные являются точками с 
координатами, соответствующими измерению данной переменной по тому или 
иному наблюдению.

2 Испытуемые.

73



Т а б л  и ца  3.2. Матрица сходства, содержащая квадраты Евклидовых 
расстояний между пунктами «Тревожный» и «Подавленный»

Тревож­
ный

Напря­
женный

Спокой­
ный

Подав­
ленный

Бесполез­
ный

Счастли­
вый

Тревожный

Напряженный 8

С п о к о й н ы й 25 31

П од ав л ен н ы й 18 20 23

Б есп о лезн ы й 16 18 21 8

С частли вы й 38 56 15 52 42

Эти квадраты Евклидовых расстояний обычно вводятся в виде 
нижнетреугольной матрицы, как показано в табл. 3.2. Видим, что 
наиболее близкими (сходными) являются пары «Тревожный» — 
«Напряженный» и «Подавленный» —«Бесполезный», а квадрат 
Евклидова расстояния между переменными, составляющими эти 
пары, в обоих случаях равен 8. Наиболее рассогласованными (уда­
ленными) являются переменные «Напряженный» и «Счастливый», 
квадрат Евклидова расстояния между которыми равен 56.

Метод иерархической агломеративной кластеризации

Одним из наиболее часто используемых методов для форми­
рования групп является метод иерархической агломеративной кла­
стеризации. В методе иерархической агломеративной кластериза­
ции первоначальное число кластеров равно числу переменных. 
Формирование групп осуществляется последовательно, или иерар­
хически. На первом шаге в один кластер объединяются две пере­
менные, расположенные на кратчайшем расстоянии друг от друга. 
Например, переменная «Подавленный» может быть объединена с 
переменной «Бесполезный». На втором шаге возможны два вари­
анта: 1) либо к первому кластеру, содержащему две переменные, 
добавляется, или агломерируется, третья переменная; 2) либо две 
другие переменные объединяются и образуют новый кластер. На­
пример, переменная «Тревожный» может быть объединена либо с 
парой «Подавленный» —«Бесполезный», либо с переменной «На­
пряженный». На третьем шаге могут быть объединены две пере­
менные, третья переменная может добавляться к существующей 
группе переменных, или две группы переменных могут сливаться 
в один кластер. Таким образом, на каждом этапе формируется 
только один новый кластер. На последнем шаге все переменные 
группируются в один-единственный кластер.
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Метод межгруппового связывания (связывания средних 
внутри групп)

Имеются различные методы для формирования кластеров на 
каждом этапе. Одним из наиболее часто используемых является 
метод межгруппового связывания, или связывания средних внут­
ри групп. На первом шаге в кластер объединяются две перемен­
ные, расстояние между которыми минимально. В нашем приме­
ре кратчайшее расстояние равно 8, и существует две пары пе­
ременных с таким расстоянием. Поэтому первый кластер будет 
состоять либо из «Тревожный» и «Напряженный», либо из «По­
давленный» и «Бесполезный»1. Будем считать, что первый кла­
стер образован парой «Подавленный» —«Бесполезный». На вто­
ром шаге в качестве критерия для формирования нового класте­
ра используется минимальное среднее расстояние между класте­
рами. На данном этапе у нас есть только одна группа. Среднее 
расстояние между этой группой и, например, переменной «Спо­
койный» представляет собой среднее арифметическое расстоя­
ний между следующими парами переменных: «Подавленный»— 
«Спокойный» и «Бесполезный» —«Спокойный». Это среднее зна­
чение равно 22[(23 + 21 )/2 = 22]. Таким образом, среднее расстоя­
ние между группами, или кластерами, есть среднее арифмети­
ческое расстояний между всевозможными парами переменных, 
одна из которых принадлежит первому, а другая — второму из 
рассматриваемых кластеров. Поскольку у нас пока только одна 
переменная в первом кластере («Спокойный») и две перемен­
ные во втором кластере («Подавленный» и «Бесполезный»), сред­
нее вычисляется на основе всего лишь двух пар переменных («Спо­
койный»—«Подавленный» и «Спокойный»—«Бесполезный»), Ана­
логичным образом вычисляются средние расстояния между дан­
ной группой из двух переменных («Подавленный»—«Бесполез­
ный») и каждой из трех остальных переменных («Тревожный», 
«Напряженный» и «Счастливый»). В табл. 3.3 в виде нижнетреу­
гольной матрицы сходства приведены расстояния между класте­
рами после осуществления первого шага алгоритма. Так как ми­
нимальное расстояние между двумя кластерами по-прежнему рав­
но 8, следующий кластер будет образован переменными «Тре­
вожный» и «Напряженный». Таким образом процесс продолжа­
ется до тех пор, пока все переменные не будут сгруппированы в 
один кластер.

1 Хотя в таблице для обозначения переменных для краткости используется 
только одно слово, например «Бесполезный», при описаниях в тексте, чтобы 
более точно выразить смысл анализируемых переменных, мы будем иногда до­
бавлять уточняющие слова.
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Т а б л и ц а  3.3. Матрица сходства расстояний между кластерами после 
выполнении первого шага алгоритма кластеризации

Кластеры Тревож­
ный

Напря­
женный

Спокой­
ный

Подавленный — 
Бесполезный

Счастли­
вый

Тревожный

Напряженный 8

Спокойный 25 31

Подавлен­ 17 19 22
ный— Беспо­
лезный

Счастливый 38 56 15 47

Результаты кластерного анализа пунктов опросника, связан­
ных с депрессией и тревогой, приведены в табл. 3.4. В целях эконо­
мии места каждая переменная обозначается двумя символами. 
Первый символ представляет собой первую букву названия пере­
менной, а второй — ее порядковый номер в списке, состоящем 
из шести переменных. Таким образом, переменная «Тревожный» 
обозначена какТ1, «Напряженный» как Н2 и т.д. Первый столбец 
содержит номера шагов (этапов) алгоритма. Первоначально у нас 
имеется столько же кластеров, сколько и переменных. На каждом 
шаге формируется один новый кластер. Во втором столбце пока­
зано, какие переменные объединяются в общие кластеры на каж­
дом шаге алгоритма. Круглые скобки обозначают кластер. Пере­
менные, выделенные жирным шрифтом, показывают, какой кла­
стер был образован на данном этапе. Первый кластер образован 
переменными «Подавленный» и «Бесполезный», второй — «Тре­
вожный» и «Напряженный» и т.д. В третьем столбце приведены 
расстояния между двумя кластерами, объединенными в одну группу 
на данном шаге алгоритма. Если кластер состоит более чем из

Т а б л и ц а  3.4. Иерархический агломеративный кластерный анализ

Шаг Кластеры Расстояние между 
кластерами Число кластеров

0 (Т1) (Н2) (СпЗ) (П4) (Б5) (Счб) 6

1 (T l)  (Н2) (СпЗ) (П 4 -Б 5 ) (Счб) 8 5

2 (Т 1 -Н 2 ) (СпЗ) (П 4 -Б 5 )  (Счб) 8 4

3 (T l—Н2) (П 4 -Б 5 )  (СпЗ—Счб) 15 3

4 (Т 1 -Н 2 -П 4 -Б 5 )  (СпЗ—Счб) 18 2

5 (Т1—Н2—П4—Б5—СпЗ—Счб) 36 1
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одной переменной, то указано среднее расстояние между группа­
ми. В последнем столбце приведено количество кластеров на каж­
дом шаге. На последнем шаге остается один-единственный клас­
тер, содержащий все шесть переменных.

Последовательность слияния (агломерации)

Результаты кластерного анализа могут быть отображены в виде 
последовательности слияния (табл. 3.5), полученной с помощью 
SPSS.

В первом столбце указаны номера этапов анализа, во втором и 
гретьем — номера кластеров, объединяемых на каждом этапе. Вновь 
образованному кластеру присваивается номер первой по порядку 
из объединяемых переменных. Так, первый образованный кластер 
состоит из переменных «Подавленный» и «Бесполезный». «Подав­
ленный» является четвертой по порядку в списке переменных, а 
«Бесполезный» — пятой. Четвертый создаваемый кластер должен 
объединить кластер, содержащий переменные «Тревожный» и 
«Напряженный», с кластером, состоящим из переменных «По­
давленный» и «Бесполезный». Переменная «Тревожный» идет пер­
вой в списке переменных, а «Подавленный» — четвертой.

В четвертом столбце даны расстояния (средние расстояния) 
между кластерами. Так, расстояние между кластером, состоящим 
из единственной переменной «Подавленный», и кластером, со­
стоящим из единственной переменной «Бесполезный», которые 
объединяются в пару на первом шаге, равно 8. В пятом и шестом 
столбцах приведены номера шагов, на которых были образованы 
первый и второй из объединяемых кластеров соответственно. Пер­
вые три из образованных кластеров формировались путем объеди­
нения отдельных переменных, которые существовали до начала

Т а б л и ц а  3.5. Выводимые SPSS результаты последовательности 
слияния

Agglomeration Schedule

Stage

Cluster Combined

Coefficients

Stage Cluster First 
Appears

Next StageCluster 1 Cluster 2 Cluster 1 Cluster 2

1 4 5 8,000 0 0 4

2 1 2 8,000 0 0 4

3 3 6 15,000 0 0 5

4 1 4 18,000 2 1 5

5 1 3 36,000 4 3 0
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кластеризации (на нулевом этапе), поэтому в соответствующих 
клетках стоят нули. Кластер, созданный на четвертом этапе, объ­
единяет два кластера, один из которых образован на втором этапе 
(«Тревожный» —«Напряженный»), а другой («Подавленный» — 
«Бесполезный») — на первом этапе. В последнем столбце указан 
номер следующего этапа, на котором этот кластер объединяется 
с другим кластером. Так, кластер «Подавленный» —«Бесполезный» 
объединяется с другим кластером на четвертом этапе.

Дендрограмма

Одним из способов графического представления результатов 
кластерного анализа является дендрограмма (рис. 3.1). Эта денд­
рограмма была получена в результате работы SPSS (Dendron — 
древнегреческое слово, обозначающее дерево, а дендрограмма 
некоторым образом напоминает структуру ветвей дерева, способ­
ность ветвей образовывать новые побеги).

Заголовок имена/метки (Labels) относится к переменным, а 
не к объектам (case), а номера (Numbers) — к порядку перемен­
ных. Первыми объединяются в пару переменные «Подавленный» 
и «Бесполезный», потом «Тревожный» и «Напряженный», а за 
ними — «Спокойный» и «Счастливый». Штриховая горизонталь­
ная линия с отмеченными на ней числами от 0 до 25 показывает 
расстояние (среднее расстояние) между кластерами, причем 1 со­
ответствует наименьшему расстоянию, а 25 — наибольшему. В на­
шем случае 1 соответствует расстоянию, равному 8, а 25 — рас­
стоянию, равному 36. Таким образом, расстоянию, равному 15, 
соответствует отметка 7 на нашей относительной шкале [так как 
(15 -  8)/(36 -  8)24 + 1 = 7,00], в то время как расстоянию 18 будет 
соответствовать отметка 9,57[( 18 -  8)/(36 -  8)24 + 1 =9,57].

* * * * * * H I E R A R C H I C A L  C L U S T E R  A N A L Y S I S * * * * * *

D en d rogram  u s i n g  A v e r a g e  L i n k a g e  (B e t w e e n  G ro u p s)

R e s c a l e d  D i s t a n c e  C l u s t e r  C om bine

C A S E  0 5 10 15 20 25 
L a b e l  Num f ------------------+ ------------------ +-------------------+------------------ +------------------ +

ПОДАВЛЕН

БЕСПОЛЕЗ

ТРЕВОЖЕН

НАПРЯЖЕН

СПОКОЕН

СЧАСТЛИВ

Рис. 3.1. Выводимая SPSS дендрограмма
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Диаграмма накопления1

Другим способом графического представления результатов кла­
стерного анализа является вертикальная диаграмма накопления, 
полученная в результате работы SPSS (рис. 3.2). Кому-то крестики 
напоминают сосульки, свисающие с горизонтальной поверхнос­
ти. В первом столбце отображено количество кластеров, начиная с 
конечного решения в виде единого кластера, объединяющего все 
переменные, и заканчивая начальным этапом кластеризации, на 
котором были объединены переменные «Подавленный» и «Бес­
полезный», а остальные переменные представляли свои собствен­
ные индивидуальные кластеры. Переменные указаны крестиками 
во всех строках тех столбцов, которые обозначены их именами. 
Наличие кластера обозначается крестиком в столбце или столб­
цах, разделяющих переменные. Таким образом, в нижней строке 
диаграммы стоит крестик в столбце, отделяющим столбец, соот­
ветствующий переменной «Подавленный», от столбца, соответ­
ствующего переменной «Бесполезный». По мере того как мы под­
нимаемся вверх по строкам диаграммы, в каждой последующей 
строке появляется новый кластер.
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1 X X X X X X X X X X X

2 X X X X X X X X X X

3 X X X X X X X X X

4 X X X X X X X X

5 X X X X X X X

Рис. 3.2. Выводимая SPSS диаграмма накопления

1 Существующий в русском языке перевод этого термина как «вертикальная 
древовидная диаграмма» нам кажется неудовлетворительным, так как может обо­
значать вертикально расположенную дендрограмму. На английском языке эта 
форма графического представления называется «icicle plot» — «изображение со­
сульки», так как чем-то напоминает сосульки, увеличивающиеся в диаметре 
сверху вниз (т.е. накапливающиеся). Именно поэтому мы выбрали именно такой 
перевод.
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Выбор числа кластеров

Так как в данном примере используется всего лишь шесть пе­
ременных и число кластеров, получаемых в результате агломера­
ции, мало, то сделать выбор окончательного числа кластеров, 
представляющих адекватную информацию о соотношениях между 
переменными, достаточно легко. По всей видимости, следует ос­
тановиться на решениях, содержащих два или три кластера. Мож­
но привести доводы в пользу каждого их этих решений. К сожале­
нию, не предусмотрены статистические критерии, позволяющие 
осуществить данный выбор. Решение из трех кластеров содержит 
кластеры, представляющие депрессию, тревогу и положительные 
чувства, соответственно, в то время как решение из двух класте­
ров включает кластеры, соответствующие положительным и от­
рицательным ощущениям. Одним из критериев может быть выбор 
числа кластеров в точке, где происходит значительный разрыв в 
величине среднего расстояния между кластерами. Как можно ви­
деть из рис. 3.1, этот разрыв происходит после образования чет­
вертого кластера и проявляется в том, что третий и четвертый 
кластеры относительно близки по отношению друг к другу и каж­
дый из них примерно одинаково удален от конечного кластера.

Отчет о результатах

Форма отчета о проведении кластерного анализа в определен­
ной степени зависит от целей его проведения. Краткий отчет мог 
бы выглядеть следующим образом: «Матрица сходства квадратов 
Евклидовых расстояний, построенная по результатам ответов на 
шесть пунктов опросника, была подвергнута процедуре иерархи­
ческого агломеративного кластерного анализа с использованием 
метода межгруппового связывания для объединения кластеров. 
Дендрограмма анализа представлена на рис. 3.1. В решении, содер­
жащем два кластера, первый кластер состоит из пунктов опрос­
ника, соответствующих негативному воздействию, а второй — из 
пунктов, соответствующих положительному воздействию».

Реализация процедуры кластерного анализа в программе 
SPSS для Windows

Для проведения кластерного анализа, описанного в данной 
главе, следует использовать следующий алгоритм.

Введите данные, представленные в табл. 1.1, в окно Редактора 
данных (Data Editor), как показано на рис. 1.2. Если эти данные

80



Рис. 3.3. Диалоговое окно: Иерархический кластерный анализ (Hierarchical 
Cluster Analysis)

были сохранены в файле, откройте его, используя команды Файл 
(File), Открыть (Open), Данные (Data) и выбрав в диалоговом 
окне Открытие файла (Open File) имя файла и команду Открыть 
(Open).

В строке меню в верхней части окна программы выберите пункт 
Анализ (Analyze), в открывающемся ниспадающем меню — пункт 
Классификация (Classify), а затем — Иерархическая кластериза­
ция (Hierarchical Cluster), что приведет к открытию диалогового 
окна Иерархический кластерный анализ (Hierarchical Cluster Analy­
sis), рис. 3.3.

Выберите переменные, начиная с «тревожен» и заканчивая 
«счастлив», и нажмите на первую из кнопок ►, чтобы перемес­
тить их в список Переменные (Variable(s)):

Установите переключатель Переменные (Variables) в группе 
Кластеризация (Cluster), чтобы провести кластерный анализ пе­
ременных, а не объектов.

Нажатие кнопки Статистики (Statistics) приводит к открытию 
диалогового окна Иерархический кластерный анализ: Статистики 
(Hierarchical Cluster Ajialysis: Statistics), изображенного на рис. 3.4.

Установите флажок Матрица сходства (Proximity Matrix), что­
бы получить матрицу сходства, подобную приведенной в табл. 3.2, 
с тем отличием, что это будет квадратная матрица, в которой 
элементы представлены десятичными числами, округленными до 
третьего знака после запятой. Флажок Последовательность слия­
ния (Agglomeration Schedule) установлен по умолчанию. Это по­
зволяет вывести последовательность слияния, представленную в 
табл. 3.5.

Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы вернуться в 
диалоговое окно Иерархический кластерный анализ (Hierarchical 
Cluster Analysis), показанное на рис. 3.3.
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Рис. 3.4. Диалоговое окно Иерар­
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Рис. 3.5. Диалоговое окно Иерархи­
ческий кластерный анализ: Диа­
граммы (Hierarchical Cluster Analy­
sis: Plots)

Нажатие кнопки Диаграммы (Plots) открывает диалоговое окно 
Иерархический кластерный анализ: Диаграммы (Hierarchical Cluster 
Analysis: Plots), показанное па рис. 3.5.

Установка флажка Дендрограмма (Dendrogram) позволяет вклю­
чить в результаты дендрограмму, изображенную на рис. 3.1. В груп­
пе Диаграмма накопления (Icicle) уже установлен соответствую­
щий переключатель, позволяющий вывести диаграмму накопле­
ния, изображенную на рис. 3.2.

Для возврата в диалоговое окно Иерархический кластерный 
анализ (Hierarchical Cluster Analysis) нажмите на кнопку Продол­
жить (Continue).

Нажатие кнопки Метод (Method) открывает диалоговое окно 
Иерархический кластерный анализ: Метод (Hierarchical Cluster 
Analysis: Method), показанное на рис. 3.6. Это диалоговое окно по-

Between-groups linkageCluster Methu 

Measure

Intetval' Squared t . .сеои distaii>

r Counts- r 

'  Binary :

Transform Value: 

S tandards Nun*

Cancel j 
Help

Transform Measures 

Absolute value; 

□vange sign 

Rescale to 0-1 ranqe

Рис. 3.6. Диалоговое окно Иерархический кластерный анализ: Метод 
(Hierarchical Cluster Analysis: Method)
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казывает, какие процедуры будут выполнены, если оставить зна­
чения параметров без изменения. Это так называемые значения 
параметров по умолчанию, и именно они нам нужны. В списке 
Метод кластеризации (Cluster Method) пунктом по умолчанию 
является Межгрупповое связывание (Between-groups linkage), со­
ответствующее методу связывания средних внутри групп. Мерой 
сходства (Measure) по умолчанию является квадрат Евклидова 
расстояния (Squared Euclidean Distance).

Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы вернуться в 
диалоговое окно Иерархический кластерный анализ (Hierarchical 
Cluster Analysis).

Нажмите OK, чтобы провести требуемый анализ.
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Ч А С Т Ь  II
ОБЪЯСНЕНИЕ ДИСПЕРСИИ  
КОЛИЧЕСТВЕННОЙ ПЕРЕМ ЕННОЙ

Г л а в а  4

ПОШАГОВАЯ МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ

Предисловие научного редактора

В ч. II рассматриваются варианты множественной регрессии, позво­
ляющие определить, какие количественные независимые переменные 
(предикторы) и их взаимодействия наиболее сильно связаны с количе­
ственной переменной-откликом.

В гл. 4 в качестве предикторов последовательно выбираются неза­
висимые переменные, согласно тому, какой вклад в дисперсию зависи­
мой переменной они вносят (начиная с максимального). Выбор осуще­
ствляется автоматически по ходу выполнения программы без учета со­
держательных интерпретаций.

Множественная регрессия представляет собой метод определе­
ния того, какая доля дисперсии непрерывной, предпочтительно 
нормально распределенной, переменной может быть объяснена 
двумя или более переменными с учетом связей между этими пере­
менными. Предположим, необходимо выяснить, какие перемен­
ные теснсе всего связаны с академической успеваемостью детей. 
Вероятно, что с академической успеваемостью связан целый ряд 
факторов, включая интеллект ребенка, его интерес к учебе, заин­
тересованность родителей в академических успехах своего ребенка, 
заинтересованность учителя в академической успеваемости ребен­
ка и т.д. Ожидается, что эти факторы связаны друг с другом таким 
образом, что более умный ребенок больше заинтересован в учебе 
и может иметь более заинтересованных в его школьных успехах 
родителей и учителей. Множественная регрессия позволяет вы­
явить, какая доля дисперсии академической успеваемости детей 
объясняется этими факторами, с учетом их взаимозависимости, а 
также выяснить, отличаются ли статистически значимо объясня­
емые этими факторами доли дисперсии от случайных.

Существует два основных варианта использования множествен­
ной регрессии. Первый из них состоит в том, чтобы определить,
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какие переменные объясняют самые большие и статистически 
значимые доли дисперсии зависимой переменной и чему равны 
эти доли. Чаще всего это осуществляется с помощью метода поша­
говой множественной регрессии, являющегося предметом обсужде­
ния в данной главе. Другой способ состоит в том, чтобы последо­
вательно определить, объясняет ли отдельная переменная или 
группа переменных значительную часть дисперсии зависимой пе­
ременной, а также установить величины этих долей дисперсии. 
Если это не первый этап процедуры, то необходимо учитывать 
переменные, выделенные на предыдущих этапах. Этот анализ осу­
ществляется с помощью иерархической множественной регрессии 
(см. гл. 5).

Предикторы (независимые переменные) могут представлять 
собой либо количественные переменные, аналогичные рассмат­
риваемым выше, либо качественные переменные (место рожде­
ния, национальность и религиозная принадлежность). Чтобы оце­
нить влияние таких качественных переменных, необходимо пре­
образовать их в фиктивные бинарные переменные. Эта процеду­
ра описана в гл. 9 — 11, посвященных дисперсионному анализу. 
Проиллюстрируем применение пошаговой множественной регрес­
сии на количественных переменных. В табл. 4.1 приведен неболь­
шой массив данных, который будем использовать в настоящем 
примере. Каждая переменная принимает значения от 1 до 5, при­
чем большее значение соответствует более сильной выраженно­
сти рассматриваемого признака. Например, больший балл по ака­
демической успеваемости означает, что ребенок лучше учится в 
школе.

Т а б л и ц а  4.1. Значения пяти переменных в девяти наблюдениях 
(испытуемых)

Наблюде­
ния

Успевае­
мость

ребенка

Способно­
сти ребенка

Интерес
ребенка

Заинтересо­
ванность

родителей

Заинтересо­
ванность
учителей

1 1 1 1 2 1

2 2 3 3 ] 2

3 2 2 3 3 4

4 3 3 2 2 4

5 3 4 4 3 2

6 4 2 3 2 3

7 4 3 5 3 4

8 5 4 2 3 2

9 5 3 4 2 3
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Девять наблюдений — слишком маленькая выборка для про­
ведения множественной регрессии. Необходимый размер (объем) 
используемой выборки зависит от многих факторов, таких, как 
величина ожидаемых корреляций между зависимой и независи­
мыми переменными. Вероятность того, что корреляции окажут­
ся значимыми, растет с увеличением размера выборки. Чтобы 
приблизить ситуацию к реально существующей, искусственно 
увеличим объем выборки, повторив данные тридцать раз, в ре­
зультате общий объем выборки возрастет с девяти наблюдений 
до 270. Такой способ увеличения объема выборки не повлияет на 
величины и знаки корреляций между переменными, поскольку 
структура данных не изменилась, но позволит сделать эти кор­
реляции значимыми.

Корреляционная матрица и первый предиктор

Полезным шагом в понимании того, какие преобразования 
совершаются во множественной регрессии, является вычисление 
корреляционной матрицы анализируемых переменных, приведен­
ной в табл. 4.2.

Объясняемая переменная называется зависимой переменной, или 
откликом (критерием). Переменные, которые мы используем для 
объяснения или предсказания зависимой переменной, называют­
ся независимыми переменными, или предикторами. Переменная-пре­
диктор, имеющая самый высокий коэффициент корреляции с 
переменной-откликом, всегда первой включается в регрессион-

Т а б л  и н а  4.2. Нижний треугольник корреляционной матрицы для пяти 
переменных

Успевае­
мость

ребенка

Способно­
сти ребенка

Интерес
ребенка

Заинтересо­
ванность

родителей

Заинтересо­
ванность
учителей

У сп еваем ость
ребен ка

1 , 0 0

С пособ ности
ребен ка

0,59 1 , 0 0

И н терес  р е б е н ­
ка

0,44 0,42 1 , 0 0

З аи н тер есо в ан ­
ность р о д и те­
лей

0,30 0,30 0,29 1 , 0 0

З аи н т ер есо в ан ­
ность  учителей

0,28 0,07 0,47 0,27 1 , 0 0
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ный анализ при условии того, что эта корреляция статистически 
значима. Независимой переменной, имеющей наибольшую кор­
реляцию с академической успеваемостью, оказывается «Умствен­
ные способности (интеллект) ребенка». Коэффициент корреля­
ции в данном случае равен 0,59, а значимость на уровне ниже 0,05 
по двустороннему критерию1. Следовательно, интеллект ребенка 
войдет в качестве первой независимой переменной в уравнение 
множественной регрессии. Чтобы вычислить долю дисперсии ака­
демической успеваемости ребенка, объясняемой его способнос­
тями, возводим в квадрат коэффициент корреляции и получаем 
приблизительно 0,34 (0,592 = 0,34). Другими словами, около 34% 
дисперсии академической успеваемости ребенка объясняется его 
способностями. Так как знак корреляции между академической 
успеваемостью и способностями положительный, это означает, 
что более умные дети лучше учатся. Если бы знак данного коэф­
фициента корреляции был отрицательным, это означало бы, что 
менее умные дети успешнее учатся.

Если две или более независимых переменных (предикторы) 
имеют практически равные коэффициенты корреляции с зависи­
мой переменной (критерием, откликом), то в качестве первого 
предиктора все равно выбирается переменная, имеющая наиболь­
ший коэффициент корреляции, даже если различия соответству­
ющих коэффициентов очень малы и каждая переменная объясня­
ет примерно одинаковый процент дисперсии отклика. Например, 
если бы корреляция между академической успеваемостью ребен­
ка и его интересом к учебе была равна 0,60 вместо 0,44, то инте­
рес ребенка к учебе первым вошел бы в уравнение регрессии, 
несмотря на то что обе переменные имели бы очень близкие кор­
реляции с академической успеваемостью и объясняли примерно 
равные доли ее дисперсии. В этом случае интерес ребенка к учебе 
объяснял бы 0,36 (0,602 = 0,36) дисперсии академической успева­
емости. Другими словами, выбор переменной на очередном шаге 
пошаговой множественной регрессии осуществляется согласно 
чисто статистическим показателям.

Последующие предикторы

Следующей переменной для включения в регрессионный ана­
лиз будет та, которая имеет наибольшую частную корреляцию 
(partial correlation) с зависимой переменной. Ранее включенная

1 Нам кажется, более осмысленным и понятным использовать терминологию 
уровня доверия. Уровень доверия вычисляется, как (1 — уровень значимости).
Тогда последнее предложение будет звучать следующим образом: значимость ко­
эффициентов корреляции на уровне доверия выше 0,95 по двустороннему кри­
терию.
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переменная при этом «поддерживается постоянной» или «частично 
исключена»1. Если эта частная корреляция является значимой, то 
вторая переменная включается в регрессионное уравнение. Если 
переменная, введенная первой, по-прежнему объясняет значи­
тельную долю дисперсии зависимой переменной при частичном 
исключении второй переменной, то ее сохраняют в регрессион­
ном анализе. Если же первая переменная при частичном исклю­
чении второй переменной больше не объясняет значимой доли 
дисперсии зависимой переменной, ее исключают из регресси­
онного анализа. Этот процесс продолжается пошагово до тех пор, 
пока становится невозможным объяснить сколько-нибудь зна­
чительное увеличение доли дисперсии зависимой переменной за 
счет новых независимых переменных.

По корреляционной матрице (см. табл. 4.2) невозможно ска­
зать, какая из независимых переменных имеет наибольшую част­
ную корреляцию с академической успеваемостью при учете вли­
яния способностей. Например, интерес ребенка к учебе имеет 
следующий по величине коэффициент корреляции с академи­
ческой успеваемостью (0,44), однако этот интерес также высоко 
коррелирует со способностями (0,42). Возможно, большая часть 
корреляции между интересом ребенка к учебе и его академиче­
ской успеваемостью объясняется его умственными способностя­
ми (интеллектом) и поэтому интерес ребенка к учебе может сам 
по себе и не объяснять еще сколько-нибудь значительной доли 
дисперсии академической успеваемости.

Частная корреляция

Для следующего этапа необходимо вычислить частные корре­
ляции между академической успеваемостью и каждой из осталь­
ных независимых переменных при частичном исключении уров­
ня способностей ребенка. Это можно сделать по следующей ф ор­
муле:

Г|2 -(Г |3ХГ23)
'1 2 ,3  ~  I - —  — .................  .  »

>/0 -  ) Х ( 1  — /23 )

где г — корреляция, индекс 1 относится к переменной, обозна­
чающей академическую успеваемость; индекс 2 — к независимой

1 В англоязычной литературе применяется термин controlling (сдерживание). 
Мы решили использовать иные термины вслед за авторами хорошо зарекомен­
довавшего себя среди отечественных психологов перевода (см.: Гласс Дж. Стати­
стические методы в педагогике и психологии /  Дж. Гласс, Дж. Стэнли. — М.: 
Прогресс, 1976; пер. с англ. Л. И.Хайрусовой; под ред. Ю. П.Адлера).



переменной, отличной от способностей ребенка; индекс 3 — к 
переменной, обозначающей способности ребенка.

Если подставить соответствующие корреляции из табл. 4.2 в эту 
формулу и вычислить частную корреляцию между академической 
успеваемостью и интересом ребенка к учебе при частичном ис­
ключении его умственных способностей1, то окажется, что она 
приближенно равна 0,26:

0 ,4 4 - (0 ,5 9 x 0 ,42) 0 ,4 4 -0 ,2 5
yj(\ -0 ,5 9 2)х(1 - 0 ,4 2 2) V0 -0 ,3 5 )X(1-0,18)

-  °, 19 _ 0,19 _ 0,19 _ п ^
V0,6 5 x 0 ,82 7 ^ 5 3  0,73 ’

Частная корреляция между академической успеваемостью и 
заинтересованностью родителей составляет 0,15, а частная кор­
реляция между академической успеваемостью и заинтересован­
ностью учителей равна 0,30. Так как наибольшая величина част­
ной корреляции из рассматриваемых — между академической ус­
певаемостью и заинтересованностью учителей, и эта корреля­
ция является значимой, то второй переменной, включаемой в 
уравнение регрессии, будет заинтересованность учителей. Поло­
жительный знак этой частной корреляции означает, что чем боль­
ше интереса к работе ребенка проявляют учителя, тем лучше 
ребенок учится. Отрицательное значение данной частной корре­
ляции означало бы, что чем меньше интереса проявляют учите­
ля к учебе ребенка, тем выше его успехи в школе. Поскольку 
доля дисперсии академической успеваемости, объясняемой спо­
собностями ребенка, даже когда в рассмотрение включена заин­
тересованность учителей, значительна, эта переменная (способ­
ности ребенка) остается в уравнении регрессии вместе с заинте­
ресованностью учителей. Частная корреляция между академичес­
кой успеваемостью и способностями ребенка при частичном ис­

1 Данный показатель можно интерпретировать следующим образом. Можно
предположить, что существует положительная корреляция между академичес­
кой успеваемостью (1) и интересом ребенка к учебе (2). Однако вывод о том, что 
некоторые дети успевают лучше в школе вследствие своего интереса к учебе, 
делать рано. С одной стороны, очевидно, что способные дети лучше учатся, а с 
другой — быть может, более способные дети более заинтересованы в учебе, т.е. 
вполне может быть так, что и показатели академической успеваемости, и пока­
затели заинтересованности в учебе более высоки у способных детей. Чтобы отве­
тить на вопрос, как взаимосвязаны академическая успеваемость и интерес ре­
бенка к учебе при частично исключенном уровне способностей, и вычисляется 
частная корреляция первых двух переменных при третьей, сохраняющей посто­
янное значение. Заметим, что если первые две переменные никак не связаны с 
третьей, т.е. /"п = з = 0 , то гп  3 = г[2.
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ключении заинтересованности учителей приближенно равна 0,60 
и является статистически значим ой1.

На третьем шаге в регрессионный анализ включается та из 
независимых переменных, которая имеет наибольшую частную 
корреляцию с академической успеваемостью при частичном ис­
ключении умственных способностей ребенка и заинтересован­
ности учителей. Это уже частная корреляция второго порядка, 
формула для ее вычисления сложнее, чем формула коэф фици­
ента частной корреляции первого порядка (см. с. 88), и поэтому 
не будет приведена здесь. Ее можно найти в других источниках 
(D. Cramer, 1998, Р. 159). Частные корреляции второго порядка 
для интереса ребенка к учебе и заинтересованности родителей 
равны 0,13 и 0,08 соответственно. Поскольку частная корреляция 
интереса ребенка к учебе выше, чем частная корреляция роди­
тельской заинтересованности, и является статистически значи­
мой, то в качестве третьей переменной в уравнение регрессии 
будет включен именно интерес ребенка к учебе. Положительный 
знак этой частной корреляции означает, что более заинтересо­
ванные дети лучше учатся. Если бы эта частная корреляция была 
отрицательна, то можно было бы предположить, что менее за­
интересованные в учебе дети лучше успевают в школе. И способ­
ности ребенка, и заинтересованность учителей остаются в соста­
ве уравнения регрессии, поскольку они по-прежнему объясняют 
значимую долю дисперсии академической успеваемости, даже 
когда в уравнение включается интерес ребенка к учебе. К оэф фи­
циент частной корреляции второго порядка между академиче­
ской успеваемостью и заинтересованностью учителей при час­
тичном исключении способностей ребенка и его интереса к уче­
бе равен 0,21 и является статистически значимым. Коэффициент 
частной корреляции второго порядка между академической ус­
певаемостью и способностями ребенка при частичном исключе­
нии интереса ребенка к учебе и заинтересованности учителей 
равен 0,53 и является также статистически значимым.

Последний предиктор, соответствующий заинтересованности 
родителей, не включается в регрессионный анализ, поскольку 
коэффициент частной корреляции третьего порядка между акаде­

1 Попробуйте выписать формулу для расчета коэффициента частной корре­
ляции самостоятельно и сопоставить с тем, что приведено у нас. В данном случае 
в общую формулу нужно подставлять коэффициенты корреляции r i2, /-п ис­
ходя из того, что индекс I относится к переменной, обозначающей академиче­
скую успеваемость, индекс 2  — к независимой переменной, обозначающей спо­
собности ребенка, а индекс 3 — к переменной, соответствующей заинтересо­
ванности учителей. Тогда вычисления будут иметь вид:

0,59 — (0,28х 0,07) _ 0 ,5 9 -0 ,0 2  _ 0,57 0,57 _ 0,57 _ ^
7(1 -0 ,2 8 2)х(1 -0 ,0 7 2) ^ -° .°8 )> < (1 -0 7 0 Т ) Д  9 2 x 0 ,99 Д 9 Т  0,95 ’
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мической успеваемостью и родительской заинтересованностью при 
частичном исключении влияния способностей ребенка, заинте­
ресованности учителей и интереса ребенка к учебе равен 0,07 и 
статистически не значим. Следовательно, три независимые пере­
менные, объясняющие значительную долю дисперсии академи­
ческой успеваемости, соответствуют способностям ребенка, за­
интересованности учителей, а также интересу ребенка к учебе.

Важно помнить, что эти результаты основаны не на реальных, 
а на специально подобранных данных исключительно в целях 
объяснения метода пошаговой множественной регрессия. Поэто­
му полученные при объяснениях содержательные результаты не 
являются достоверными.

Доля объясненной дисперсии

Доля дисперсии зависимой переменной (критерия, отклика), 
объясняемой первым предиктором, просто равна квадрату корре­
ляции между этими переменными. Так как корреляция между ака­
демической успеваемостью и способностями ребенка равна 0,59, 
доля дисперсии академической успеваемости, объясняемая спо­
собностями ребенка, приближенно равна 0,34 (0,592 = 0,34). До­
полнительные доли дисперсии академической успеваемости, 
объясняемые другими предикторами, входящими в уравнение, 
вычисляются путем возведения в квадрат показателей, называе­
мых «часть корреляции»1.

Получастная корреляция (часть корреляции)

Формула для расчета получастной корреляции первого поряд­
ка выглядит следующим образом:

_  Г \2  ~ ( Г 13 Х  ^2 3  )
М 2 .3  -  )—  .  ------ •

Частная и получастная корреляции отличаются знаменателями 
соответствующих формул. В знаменателе формулы получастной кор­
реляции стоит необъясненная дисперсия первого и второго пре­

1 Этот термин взят также из перевода (см.: Гласс Дж. Статистические методы 
в педагогике...); по-английски «part correlation». Другие англоязычные авторы 
используют термин semipartial correlation (получастная корреляция) (B .G .Taba- 
chnik, L .S.Fidell). Нам кажется, что использование последнего термина вносит 
меньше путаницы, поэтому в данном переводе будем применять именно его. 
Существуют и другие переводы, например А. П .Кулаичев называет частную кор­
реляцию частичной, а получастную — частной.
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диктора1, а в знаменателе частной корреляции добавляется еще 
множитель — необъясненная дисперсия зависимой неременной 
(критерия) и второго предиктора2-3.

Чтобы вычислить получастную корреляцию первого порядка 
между академической успеваемостью и заинтересованностью учи­
телей при частично исключенном влиянии способностей ребен­
ка, подставим соответствующие корреляции из табл. 4.2 в нашу 
формулу и получим примерно 0,24:

0 ,28 - (0 ,5 9 x 0 ,07) _ 0 ,2 8 -0 ,0 4  _ 0,24 _ 0,24 _ 0 ^  _ п ^
7о - о,о72) ~ 7(i-o,odj “ 7Ш  ~ 7Ш  “ i,oo " ’

Чтобы вычислить долю дисперсии академической успеваемо­
сти, объясняемую заинтересованностью учителей помимо и сверх 
той доли, которая объяснена способностями ребенка, возведем 
в квадрат эту получастную корреляцию и получим около 0,06 
(0,242 = 0,06).

Формула для получастной корреляции второго порядка более 
сложна и здесь ее опустим. Однако если вычислить получастную 
корреляцию второго порядка между академической успеваемос­
тью и интересом ребенка к учебе при частичном исключении 
влияния способностей ребенка и заинтересованности учителей, 
то обнаружим, что она приближенно равна 0,10, что при возве­
дении в квадрат дает около 0,01 (0,102 = 0,01). Иными словами, 
около 0,01 дисперсии академической успеваемости объясняется 
интересом ребенка помимо и сверх того, что объясняется ум­
ственными способностями ребенка и заинтересованностью учи­
телей.

1 Переменные 2 и 3.
2 Переменные 1 и 3.
3 Чтобы не путать частную и получастную корреляции, будем обозначать 

вторую как п .2 3 - В данной ситуации вычисляется часть корреляции переменной 1 

с переменной 2  после того, как часть переменной 2 , которую можно было бы 
предсказать по переменной 3, на основании корреляции переменных 2  и 3 была 
удалена из переменной 2. Однако подобное неоднозначное словесное определе­
ние может лиш ь служить иллюстрацией к приведенной вычислительной форму­
ле. Если сравнивать формулы г ^ з  и Ог.з, то х°тя они и похожи, можно отметить, 
во-первых, что частная корреляция переменной 1 с переменной 2  симметрична, 
т.е. совпадает с корреляцией переменной 2 с переменной I. Получастная корре­
ляция таким свойством не обладает. Во-вторых, частная корреляция не может 
быть меньше получастной корреляции, ибо последняя вычисляется с «усечен­

ной» второй переменной. На уровне формул rP 3  = -J ^ 1- поскольку значение
V0 - ' в )

знаменателя лежит в диапазоне or 0 до 1 (включительно), то г\2,з ^ г\ 2з- Знак 
равенства достигается при условии /"|з  = 0 , т.е. если переменные 1 и 3 независимы.
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Статистическая значимость объясненной дисперсии

Статистическая значимость доли дисперсии зависимой пере­
менной (критерия), объясняемой независимой переменной (пре­
диктором), определяется /•'-отношением, которое вычисляется по 
следующей формуле:

[Изменение R 2]

Р  _  [Число добаштенных предикторов]

п - * 2!
(/V -  число предикторов -  11

Величина /'им еет две степени свободы: одна равна знаменате­
лю числителя формулы, а другая — знаменателю знаменателя. При 
пошаговой множественной регрессии степень свободы числителя 
всегда равна единице1. Число степеней свободы знаменателя рав­
но общему количеству переменных (N ) минус число предикто­
ров и минус единица. Число предикторов включает переменные, 
уже введенные на предыдущих этапах, а также переменную, вво­
димую на данном этапе. Таким образом, на первом этапе один 
предиктор, на втором — два и т.д. Уровень значимости величины 
F можно посмотреть в соответствующей таблице, но статистиче­
ские пакеты типа SPSS выдают эти значения к выходных файлах. 
Чем больше величина /-’-отношения, тем вероятнее, что она ока­
жется статистически значимой.

Когда в регрессионном анализе рассматривается только один 
предиктор, величина изменения R 2 и само R 1 равны и представ­
ляют собой квадрат корреляции между откликом и предиктором. 
Так, величина F для доли дисперсии академической успеваемос­
ти, объясняемой детскими умственными способностями, прибли­
женно равна 145,83, поскольку квадрат корреляции между этими 
двумя переменными приближенно равен 0,35 (0,592 = 0,35):

0,35

F = ------- !-------(1 -0 ,35)
(2 7 0 -1 -1 )

Две степени свободы для данной / ’-величины равны 1 и 268 
соответственно. Это /"-отношение статистически значимо с уров­
нем значимости менее 0,001.2

Когда в анализе участвует более одного предиктора, измене­
ние R 2 равно квадрату получастной корреляции данного предик­

1 Так как на каждом шаге добавляется по одному новому предиктору.
2 Т .е. при уровне доверия более 0,999.

0,35 0,35 
0,65 "  0,0024 
268

= 145,83.
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тора на текущем шаге, a R 2 равно сумме изменений R 2 на всех 
предыдущих этапах, включая и текущий.

Квадрат получастной корреляции между академической успе­
ваемостью и заинтересованностью учителей с учетом влияния ум­
ственных способностей ребенка приближенно равен 0,06 (0,242 = 
= 0,06).

Следовательно, величина /“"-отношения приближенно равна 27,27:

F =

0,06
1 0,06 0,06

(1 -(0 ,35  + 0,06) 
(2 7 0 -2 -1 )

0,59 0,0022 
267

= 27,27.

Две степени свободы для данной /-"-величины равны 1 и 267 
соответственно. Это /‘"-отношение значимо с уровнем значимости 
менее 0,001.

Квадрат частной корреляции между академической успеваемо­
стью и интересом ребенка к учебе с учетом влияния умственных 
способностей ребенка и заинтересованности учителей приближен­
но равен 0,01 (0,102 = 0,01). Следовательно, величина /-"-отноше- 
ния приближенно равна 4,55:

F =

0,01

1 0,01 0,01

(1 -(0 ,3 5 +  0,06+ 0,01) 
(2 7 0 -3 -1 )

0,58 0,0022 
266

= 4,55.

Две степени свободы для данной /""-величины равны, соответ­
ственно, 1 и 266. Данное /‘"-отношение является значимым с уров­
нем значимости менее 0,05. Основные результаты этой пошаговой 
множественной регрессии отражены в табл. 4.3.

Другие статистики являются важной составной частью множе­
ственной регрессии, однако они не так существенны для понима­
ния пошаговой множественной регрессии. Некоторые из них бу­
дут описаны в гл. 5.

Т а б л и ц а  4.3. Основные результаты пошаговой множественной 
регрессии

Этапы Предикторы R2 Изменение 
R2 F df1 df2 Р

1 Способности ребенка 0,35 0,35 145,83 1 268 0,001

2 Заинтересованность
учителей

0,41 0,06 27,27 1 267 0,001

3 Интерес ребенка 0,42 0,01 4,55 1 266 0,05
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Отчет о результатах

Существует много различных способов написания отчета о ре­
зультатах множественной пошаговой регрессии, выполнение ко­
торой было рассмотрено в данной главе. Очень краткий отчет можно 
было бы сформулировать следующим образом: «В процессе по­
шаговой множественной регрессии умственные способности ре­
бенка оказались первой наиболее важной независимой перемен­
ной в уравнении и объясняли примерно 35 % дисперсии акаде­
мической успеваемости ребенка (FU26S = 145,83; <0,001). Заинте­
ресованность учителей была второй переменной и объясняла до­
полнительные 6 % (FU2b7 - 27,27; < 0,001). Интерес ребенка к учебе 
рассматривался в качестве третьей переменной и объяснял еще 
1 % дисперсии (Z7, 266 = 4 , 55; /? < 0,05). Родительская заинтересован­
ность не давала значительной прибавки в доле объясняемой дис­
персии. Таким образом, более высокая академическая успеваемость 
связана с более высокими умственными способностями ребенка, 
заинтересованностью учителей и интересом ребенка к учебе».

Реализация процедуры в программе SPSS для Windows

Приведем алгоритм процедуры пошаговой множественной рег­
рессии, описанной в данной главе, с помощью SPSS.

Введите данные, представленные в табл. 4.1, в Редактор дан­
ных (Data Editor), как показано на рис. 4.1. Шестой столбец в 
матрице данных, называемый частотой, был создан с целью 
показать, что данные для каждой строки, или объекта, повторя­
ются 30 раз и размер выборки увеличивается, таким образом, с 
9 до 270. Названия пяти переменных являются сокращениями 
детской успеваемости, детских способностей, детского интере­
са, родительского интереса и учительского интереса соответствен-

детуспев детспос | детинтер j родинтер | учинтер | частота ]

1 1 1 i 2 ! 30

2 2 3 3 1 2 30

3 2 2 3 3 4 30

4 3 3 2 2 4 Х\
5 3 4 4 3 2 j l l

6 4 2 2 э чи

7 4 3 г, 3 4 ?л

8 5 4 3 30

__ 9 5 3 4 2 3 30

Рис. 4.1. Значения пяти переменных для девяти объектов в Редакторе дан­
ных (Data Editor)
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:'ф Успеваемость ребен г  Do not weight cases 
•'§> Способности ребенк.

•ф  Интерес ребенка [де
Paste

<$> Заинтересованность 

ф  Заинтересованность

Hejp |

Рис. 4.2. Диалоговое окно Весовые коэффициенты (Weight Cases)

н о 1. Сохраните введенные данные в отдельном файле для даль­
нейшего использования.

Чтобы приписать веса или увеличить число объектов, выбери­
те пункт Данные (Data) из строки меню в верхней части окна 
программы, а в появившемся ниспадающем меню выберите пункт 
Весовые коэффициенты для объектов (Weight cases), чтобы от­
крыть диалоговое окно Весовые коэффициенты для объектов (Weight 
cases), изображенное на рис. 4.2. Установите переключатель За­
дать весовые коэффициенты для объектов (Weight cases by), щ елк­
нув на нем указателем мыши. Выберите частоту в списке перемен­
ных и переместите ее с помощью кнопки ► в поле Частотная пе­
ременная (Frequency variable), а затем нажмите ОК, чтобы закрыть 
данное диалоговое окно.

В правом нижнем углу окна Редактора данных (Data Editor) 
появилась надпись Весовые коэффициенты заданы (Weights Or), 
напоминаю щая вам о том, что данные рассматриваются с учетом 
весовых коэффициентов.

Выберите пункт Анализ (Analyze) в строке меню в верхней ча­
сти окна программы, а в ниспадающем меню — пункт Регрессия 
(Regression) и в нем — подпункт Линейная регрессия (Linear), 
открывающий диалоговое окно Линейная регрессия (Linear Regres­
sion), изображенное на рис. 4.3.

Выберите Успеваемость ребенка и нажмите верхнюю кнопку ►, 
чтобы переместить эту переменную в поле Зависимая переменная 
(Dependent).

Выберите переменные, начиная со Способность ребенка и за­
канчивая Заинтересованность учителей, и с помощью второй кноп­
ки ► переместите их в список Независимые переменные (Indepen­
dent^)).

Выберите пункт Ввод (Enter) в раскрываю щ емся списке М е­
тод (Method) и после появления ниспадающего меню — пункт 
По шагам (Stepwise) для пош аговой множественной регрессии.

1 Названия переменных SPSS не должны состоять более чем из восьми символов. 
Поэтому полная расшифровка переменных для того, чтобы было ясно, что они 
обозначают, приводится в графе метки (labels). Здесь число символов не ограничено.
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Method:

Selection Variable.

Case Latsis:

Рис. 4.3. Диалоговое окно Линейная регрессия (Linear Regression)

Нажмите на кнопку Статистики (Statistics) и откройте диало­
говое окно Линейная регрессия: Статистики (Linear, Regression: 
Statistics), изображенное на рис. 4.4.

Установите флажок Изменение квадрата R (R squared change), 
чтобы получить статистические результаты в столбцах под общим 
заголовком Статистика изменений (Change statistics) окна вывода 
программы, приведенного в табл. 4.4.

Установите флажок Описательные статистики (Descriptives) для 
вывода средних, стандартных отклонений и числа объектов для 
пяти переменных, а также их полной корреляционной матрицы с 
указанием уровня статистической значимости этих корреляций и 
числа объектов, на основании которого они вычислялись.

Regression Coefficients 

jv  Estimates 

Г* Confidence inteivals 

Г  Covanance matrix

• Residuals 

Г  Durbin-Watson 

Г  Casewise diagnostics

!v  Mod^lfit

W R squared change

W Descriptives

J? Part and partial correlations

Г  Cotkneanty diagnostics

j Continue"] 

Cancel |

Нф I

Рис. 4.4. Диалоговое окно Линейная регрессия: Статистики (Linear regression: 
Statistics)
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Установите флажок Частные и части корреляции (Part and partial 
correlations) для вывода данных статистических показателей, как 
показано в табл. 4.5.

Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы закрыть 
данное диалоговое окно и вернуться в предыдущее диалоговое 
окно.

Нажмите ОК, чтобы выполнить данный анализ.

Выводимая SPSS информация по результатам работы

Программа SPSS выдает огромное количество статистических 
результатов помимо упоминаемых в нашем описании пошаговой 
множественной регрессии. Ниже воспроизведем и прокомменти­
руем только отдельные выборочные аспекты выводимых резуль­
татов.

В табл. 4.4 воспроизведена Общая информация о моделях (Model 
Summary), которая была использована в отчете о результатах. Мо­
делью называется каждый этап проводимого анализа. В нашем слу­
чае имеется три этапа, или модели. Предикторы, вводимые в урав­
нение регрессии на каждом из трех шагов, отображаются непо­
средственно под таблицей. Так, способности ребенка вводятся на 
первом шаге, способности ребенка и заинтересованность учите­
лей — на втором и т.д.

Доля дисперсии, с точностью до трех десятичных знаков, 
объясняемая на каждом этапе, приведена в шестом столбце под 
заголовком Изменение квадрата R (R Square Change). Так, 0,533 
дисперсии академической успеваемости объясняется умствен­
ными способностями ребенка в первой модели. Д ополнитель­
ные 0,060 дисперсии академической успеваемости объясняются 
заинтересованностью учителей, а еще 0,011 — интересом ре­
бенка к учебе.

Величина /•’-отношения для каждого этапа анализа отображена 
в седьмом столбце под заголовком Изменение F (F-change). F-от­
ношение на первом шаге равно 146,451, что немного выше, чем 
значение 145,83, которое было вычислено ранее, поскольку мы 
проводили округление до двух знаков после запятой, a SPSS про­
водит округление до трех знаков. Числа степеней свободы числи­
теля и знаменателя данной .F-величины приводятся в восьмом и 
девятом столбцах под заголовками dfl и df2 соответственно. Они 
равны 1 и 268. Статистическая значимость или вероятность f -ве­
личины быть такой высокой из-за случайных отклонений приве­
дена в десятом столбце под заголовком Значимость изменения F 
(Sig. F Change). Значение вероятности дано с точностью до трех 
знаков после запятой и в нашем случае меньше 0,0005, поскольку 
оно никогда не может быть равно нулю.
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Квадрат множественной корреляции, или квадрат R (R Square), 
на каждом этапе равен сумме изменений квадрата R (R Square 
Change) для всех предшествующих и текущего этапов. Так, на вто­
ром шаге квадрат R (R Square) равен 0,413 (0,353 + 0,060 = 0,413). 
Множественная корреляция, или R, есть корень квадратный из 
квадрата изменений R (R Square Change). Так, для второго этапа 
корень квадратный из 0,413 равен 0,643.

Величина квадрата множественной корреляции оказывается 
несколько завышенной и тем больше, чем больше число предик­
торов и объектов в выборке. Менее смещенная оценка дается сле­
дующей формулой:

Чтобы проиллюстрировать применение этой формулы, вычис­
лим исправленный квадрат множественной корреляции для вто­
рой модели, который оказывается приближенно равен 0,409:

Частная и получастная корреляции приведены с точностью до 
трех знаков после запятой в двух последних столбцах таблицы ко­
эффициентов (см. табл. 4.5). Частная корреляция между академи­
ческой успеваемостью и заинтересованностью учителей при учете 
влияния умственных способностей ребенка на втором этапе равна 
0,304. Получастная корреляция между академической успеваемо­
стью и заинтересованностью учителей при учете влияния умствен­
ных способностей ребенка на втором этапе равна 0,244.'

Рекомендуемая литература

Cohen, J. and Cohen, P. (1983) Applied Multiple Regression/Correlation 
Analysis fo r the Behavioral Sciences, 2nd edn. Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum 
Associates.

Cramer, D. (1998) Fundamental Statistics fo r  Social Research: Step-by-Step 
Calculations and Computer Techniques Using SPSS fo r  Windows. London: 
Routledge.

Pedhazur, E. J. (1982) Multiple Regression in Behavioral Research: Explana­
tion and Prediction, 2nd edn. New York: Holt, Rinehart & Winston.

Pedhazur, E. J. and Schmelkin, L. P. (1991) Measurement, Design and Analysis: 
An Integrated Approach. Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

1 Кроме того, в табл. 4.5 приведены стандартизированные коэффициенты. От 
нестандартизированных они отличаются тем, что вычисляются по стандартизо­
ванным г-значениям переменных.

[Уточненная величина /?2] = R 2 -
[(1 -  Л2) х  число предикторов] 

[N  -  число предикторов -  1]

= 0 ,413-0 ,0044  = 0,4086.
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Г л а в а  5

ИЕРАРХИЧЕСКАЯ МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ

Предисловие научного редактора

В гл. 5 рассматривается иерархический метод, позволяющий иссле­
дователю на каждом этапе самому принимать решение о вводе пере­
менных.

Иерархическая множественная регрессия используется для оп­
ределения доли дисперсии индивидуальной переменной, объяс­
няемой другими переменными в том случае, когда они входят в 
уравнение регрессионного анализа в определенном порядке, а 
также для выяснения вопроса о том, являются ли эти доли объяс­
няемой дисперсии статистически более значимыми, чем это было 
бы, если предположить, что их взаимосвязь носит случайный ха­
рактер. Например, нас может интересовать, какая доля диспер­
сии академической успеваемости изначально объясняется заинте­
ресованностью учителей и родителей в школьных успехах ребен­
ка, далее собственным интересом ребенка к учебе, а затем его 
умственными способностями. Другими словами, нас интересует, 
какая дополнительная доля дисперсии академической успеваемо­
сти объясняется интересом ребенка к учебе и его умственными 
способностями при исключении других, внешних, факторов — 
влияния родителей и учителей. Вполне ожидаемо, что доля дис­
персии академической успеваемости, объясняемой умственными 
способностями ребенка, окажется гораздо меньше, если учиты­
вать другие названные факторы. Это могло бы означать, что связь 
между академической успеваемостью и умственными способно­
стями ребенка в какой-то степени обусловлена тем, что они оце­
нивают одну и ту же реальность. Точная формулировка вопроса 
зависит от тех идей и гипотез, которые мы хотим проверить.

Примеры, используемые в тексте, были выбраны таким обра­
зом, чтобы показать разницу между иерархической и пошаговой 
множественной регрессией, и не должны рассматриваться с точ­
ки зрения соответствия содержательным теориям.

В случае иерархической множественной регрессии исследова­
тель сам принимает решение о том, какие переменные включать в 
регрессионный анализ на каждом этапе, исходя из содержатель­
ных соображений, в то время как в случае пошаговой множе­
ственной регрессии это решение основывается исключительно на 
статистических критериях. В случае иерархической множественной
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регрессии в анализ на каждом этапе можно включать более одной 
переменной, в то время как в случае пошаговой множественной 
регрессии на каждом шаге анализа добавляется только одна пере­
менная. Во всех остальных отношениях процедуры вычисления 
соответствующих статистик при пошаговой и иерархической мно­
жественной регрессии совпадают.

Опосредующие эффекты

Ряд исследователей приводит аргументы в пользу того, что 
иерархическая множественная регрессия является более адекват­
ным методом для выявления опосредующего влияния некоторой 
количественной переменной на взаимосвязь двух других количе­
ственных переменных (R. М. Baron и D.A. Kenny, 1986). Напри­
мер, возможно, что взаимосвязь между депрессией и социальной 
поддержкой сильнее в том случае, когда люди испытывают стресс. 
В состоянии стресса люди, у которых есть возможность рассказать
о своем состоянии другим, могут испытывать меньшую депрес­
сию, чем те, кто не имеет такой возможности. Для людей, не 
испытывающих стресс, данное соотношение может быть слабее 
или не существовать вообще. Если дело обстоит именно таким 
образом, говорят, что стресс оказывает опосредующий эффект 
на взаимосвязь между депрессией и социальной поддержкой. По 
всей вероятности, величина стресса, испытываемого людьми, 
варьируется в пределах от полного отсутствия до очень сильного. 
Один из способов удостовериться в том, что стресс оказывает 
опосредующий эффект на указанную взаимозависимость, состо­
ит в том, чтобы разбить всю выборку на две группы — тех, кто 
испытывает высокий стресс, и тех, кто испытывает незначитель­
ный стресс, вычислить коэффициенты корреляции между деп­
рессией и социальной поддержкой в обеих группах, сравнить их 
между собой и выяснить, достигает ли различие статистической 
значимости. Если значимых различий нет, то нет оснований пред­
полагать опосредующий эффект. Одним из недостатков этого под­
хода является то, что разбиение испытуемых на две группы созда­
ет две меньшие по объему выборки, а это, в свою очередь, умень­
шает вероятность различий между коэффициентами корреляции, 
особенно если исходная выборка невелика.

Альтернативный подход состоит в использовании иерархиче­
ской множественной регрессии, в которой эффект опосредова­
ния стрессом учитывается за счет ввода новой переменной — 
«Взаимодействия между стрессом и социальной поддержкой», 
вычисляемой перемножением значений показателей стресса и 
социальной поддержки. Однако при этом помимо совместного 
эффекта учитывается влияние каждой из двух переменных по
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отдельности1. Чтобы определить, какой процент дисперсии деп­
рессии объясняется исключительно взаимодействием, необходи­
мо устранить влияние этих двух переменных по отдельности. Для 
этого нужно включить в регрессионный анализ сначала пере­
менные стресса и социальной включенности, а затем перемен­
ную, отражающую их взаимодействие. Если слагаемое, соответ­
ствующее взаимодействию, объясняет значительное увеличение 
дисперсии депрессии, то имеет место опосредующий эффект. 
Чтобы определить, в чем состоит суть этого опосредования (уси­
ление или ослабление), следует разбить выборку на две группы 
с высоким и низким уровнем стресса и проанализировать взаи­
мосвязь между депрессией и социальной включенностью внутри 
каждой выборки.

Более подробно рассмотрим применение иерархической мно­
жественной регрессии на тех же данных, которые были использо­
ваны в случае пошаговой множественной регрессии2 (см. табл. 4.1). 
На первом этапе будут введены переменные родительской и учи­
тельской заинтересованности, на втором — переменная интереса 
ребенка к учебе, на третьем — переменная, отражающая его ум­
ственные способности. Вычислять долю дисперсии зависимой пе­
ременной, привносимую на каждом этапе, будем аналогично слу­
чаю пошаговой множественной регрессии, когда на каждом шаге 
вводилась только одна переменная. Так, доля дисперсии, объяс­
няемая первым предиктором, равна квадрату коэффициента кор­
реляции между этим предиктором и зависимой переменной; доля 
дисперсии, объясняемая последующими предикторами, — квад­
рату коэффициента части корреляции между этим предиктором и 
зависимой переменной при исключении всех предшествующих 
предикторов.

Ввод двух или более предикторов на одном этапе

Когда на одном этапе множественной регрессии в анализ од­
новременно включаются два предиктора или более, невозможно 
вычислить долю дисперсии зависимой переменной, объясняемой 
этими предикторами, путем простого суммирования квадратов 
Ьолучастных корреляций между каждым из предикторов и пере­
менной-откликом. Подобное суммирование принимает в расчет 
только специфический вклад в дисперсию каждого из предикто­

1 В терминах регрессионного уравнения эта модель выглядит следующим об­
разом:

Депрессия = Р i ( Стресс) + ^  Социальная поддержка) + \U(Cmpeccx Социальная 
поддержка) + Остаточный член.

2 Чтобы предостеречь читателя от недопонимания, отметим, что в рассмат­
риваемом ниже примере речи об опосредованном взаимодействии идти не будет.
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ров и не учитывает доли дисперсии, объясняемые взаимосвязью 
предикторов между собой и с зависимой переменной. Например, 
если необходимо определить долю дисперсии академической ус­
певаемости, объясняемой родительской и учительской заинтере­
сованностью в успехах ребенка, нельзя просто сложить квадраты 
получастных корреляций с родительской и учительской заинте­
ресованностями. Квадрат получастной корреляции между акаде­
мической успеваемостью и заинтересованностью родителей в ус­
пехах ребенка не включает те доли дисперсии как в академичес­
кой успеваемости, так и в заинтересованности родителей, которые 
объясняются заинтересованностью учителей. Тот же общий вклад 
в дисперсию также не учитывается квадратом получастной корре­
ляции между академической успеваемостью и заинтересованнос­
тью учителей. Следовательно, оба эти квадрата получастных кор­
реляций не учитывают данный вклад в дисперсию и просто отра­
жают специфическую долю дисперсии, общую для академической 
успеваемости и каждой из соответствующих переменных.

Квадрат множественной корреляции

Доля дисперсии зависимой переменной, объясняемой предик­
торами на любом этапе многомерного регрессионного анализа, 
равна квадрату множественной корреляции. Когда на одном этапе 
вводятся два предиктора или более, эта величина может быть вы­
числена как сумма произведений стандартизированного частного 
коэффициента регрессии каждого предиктора и соответствующей 
корреляции между этим предиктором и зависимой переменной, 
взятая по всем предикторам:

[Квадрат множественной корреляции] = Сумма по всем предикторам
[стандартизированный частный коэффициент регрессии х коэффици­

ент корреляции].

Прежде чем мы опишем, что из себя представляет стандарти­
зированный частный коэффициент регрессии, вычислим квадрат 
множественной корреляции для родительской и учительской за­
интересованности. Корреляции между академической успеваемо­
стью и заинтересованностью родителей и учителей равны 0,30 и 
0,28 соответственно. Стандартизированные частные коэффициен­
ты регрессии для родительской и учительской заинтересованнос­
ти, которые будут вычислены позже, приближенно равны 0,24 и 
0,22 соответственно. Следовательно, квадрат множественной кор­
реляции для родительской и учительской заинтересованности 
приближенно равен 0,13:

(0,24 х 0,30) + (0,22 х 0,28) = 0,07 + 0,06 = 0,13.
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Иными словами, примерно 0,13 дисперсии академической ус­
певаемости объясняется совместной заинтересованностью роди­
телей и учителей.

Стандартизированный частный коэффициент регрессии

Стандартизированный коэффициент регрессии, или бета (р), 
может рассматриваться как весовой коэффициент для двух или 
более предикторов в формуле модели многомерной регрессии, 
учитывающей их взаимосвязь с другими переменными этой мо­
дели. Поскольку эти коэффициенты стандартизированы, они при­
нимают значения от -1 ,00 до +1,00. Чем больше значение коэф ­
фициента по модулю, тем сильнее взаимосвязь между предикто­
ром и зависимой переменной. Отрицательный коэф фициент 
означает, что более высоким значениям предиктора соответствуют 
более низкие значения отклика. В нашем примере стандартизи­
рованные регрессионные коэффициенты приближенно равны 0,23 
и имеют положительный знак. Эти весовые коэффициенты ис­
пользуются для определения того, какая доля взаимосвязи меж­
ду откликом и предиктором объясняется данным предиктором. 
Так как и корреляции, и стандартизированные регрессионные 
коэффициенты для заинтересованности родителей и учителей 
близки по величине, доли дисперсии академической успеваемо­
сти, объясняемые этими переменными, оказываются примерно 
равны.

Формула для стандартизированного частного коэффициента 
регрессии предиктора с зависимой переменной, при частичном 
исключении еще одного предиктора, выглядит следующим об­
разом:

Q _ гп ~ Ои х Ггз)
Р ! ------- Г ^ г г —

Эта формула очень похожа на формулу получастной корреля­
ции первого порядка, за исключением того, что в знаменателе 
нет корня квадратного. Можно вычислить стандартизированный 
регрессионный коэффициент для родительской заинтересованно­
сти, если считать, что индекс 1 относится к академической ус­
певаемости, индекс 2 — к родительской заинтересованности, а 
индекс 3 — к заинтересованности учителей. Подставив соответ­
ствующие корреляции из табл. 4.2, получим, что стандартизиро­
ванный коэффициент регрессии приближенно равен 0,24:

0 ,30 - (0 ,2 8 x 0 ,27) 0 ,3 0 -0 ,0 8  _ 0,22 _ 
н 1 - 0 , 272 “  1 -0 ,0 7  0,93 ~~ ’ '
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Аналогично можно вычислить стандартизированный частный 
коэффициент регрессии для заинтересованности учителей, если 
индекс 1 относится к академической успеваемости, индекс 2 — к 
заинтересованности учителей, а индекс 3 — к родительской заин­
тересованности. Подставив соответствующие значения корреляций 
из табл. 4.2, получим, что данный стандартизированный регрес­
сионный коэффициент приближенно равен 0,22:

0 ,2 8 - (0 ,3 0 x 0 ,27) 0 ,2 8 -0 ,0 8  0,20
1 - 0 ,2 7 2 ~ 1 -0 ,0 7  _ 0,93 ~ ’ '

Последующие предикторы

Ту же процедуру можно использовать для вычисления доли 
дисперсии, объясняемой предикторами, вводимыми в многомер­
ный регрессионный анализ на втором и третьем этапах. Интерес 
ребенка к учебе вводится на втором этапе. Квадрат множествен­
ной корреляции, или доля дисперсии академической успеваемос­
ти, объясняемая тремя предикторами — родительской заинтере­
сованностью, заинтересованностью учителей и интересом ребен­
ка к учебе, равен сумме произведений стандартизированных 
частных регрессионных коэффициентов на соответствующие кор­
реляции для этих трех предикторов.

Стандартизированные частные коэффициенты регрессии для 
родительской заинтересованности, заинтересованности учителей 
и интереса ребенка к учебе приближенно равны 0,17; 0,07 и 0,36 
соответственно. Формулы вычисления стандартизированных рег­
рессионных коэффициентов второго и третьего порядков здесь не 
приводим, так как по мере увеличения порядка коэффициента 
они существенно усложняются. Обратите внимание на то, что стан­
дартизированные частные регрессионные коэффициенты для ро­
дительской заинтересованности и заинтересованности учителей, 
вычисляемые на втором этапе (с учетом интереса ребенка), отли­
чаются от стандартизованных коэффициентов, вычисленных на 
первом этапе, так как учитывается еще одна переменная (интерес 
ребенка). Корреляции между академической успеваемостью, с 
одной стороны, и родительской заинтересованностью, заинтере­
сованностью учителей и интересом ребенка к учебе — с другой, 
равны 0,30; 0,28 и 0,44 соответственно. Следовательно, квадрат 
множественной корреляции для этих трех предикторов оказыва­
ется приближенно равным 0,23:
(0,17 х 0,30) + (0,07 х 0,28) + (0,36 х 0,44) = 0,05 + 0,02 + 0,16 = 0,23.

Чтобы определить долю дисперсии академической успеваемо­
сти, объясняемой интересом ребенка к учебе помимо и сверх той
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доли, которая объясняется родительской и учительской заинте­
ресованностью, вычтем из полученного квадрата множественной 
корреляции квадрат множественной корреляции для родительской 
и учительской заинтересованности, вычисленный rfa первом эта­
пе. В результате приближенно имеем 0,10 (0 ,23 -0 ,13  = 0,10).

Способности ребенка являются четвертой и последней пере­
менной, включаемой в иерархический многомерный регрессион­
ный анализ. Стандартизированные коэффициенты регрессии для 
родительской заинтересованности, заинтересованности учителей, 
интереса ребенка к учебе и умственных способностей ребенка 
приближенно равны 0,06; 0,18; 0,13 и 0,53 соответственно. Корре­
ляции между академической успеваемостью, с одной стороны, и 
родительской заинтересованностью, заинтересованностью учите­
лей, интересом ребенка к учебе и умственными способностями 
ребенка — с другой, равны 0,30; 0,28; 0,44 и 0,59 соответственно. 
Следовательно, квадрат множественной корреляции для этих че­
тырех предикторов приближенно равен 0,44:

(0,06 х 0,30) + (0,18 х 0,28) + (0,13 х 0,44) + (0,53 х 0,59) =
= 0,02 + 0,05 + 0,06 + 0,31 = 0,44.

Доля дисперсии академической успеваемости, объясняемой 
способностями ребенка помимо и сверх той доли, которая объяс­
няется родительской и учительской заинтересованностью и инте­
ресом ребенка к учебе, может быть получена как разность квадра­
тов множественной корреляции, вычисленных на третьем (после 
ввода переменной «Способности») и втором этапах, учитывав­
шем только переменные родительской заинтересованности, за­
интересованности учителей и интереса ребенка к учебе. Она при­
ближенно равна 0,21 (0,44 -  0,23 = 0,21).

Статистическая значимость объясненной дисперсии

Статистическая значимость изменения доли дисперсии зави­
симой переменной, объясняемой предиктором, вводимым на те­
кущем шаге, вычисляется с помощью /■’-отношения точно так же, 
как и в случае пошаговой множественной регрессии. Формула для 
F-отношения выглядит следующим образом:

|И  зменение R 21 

р  _  [Число добавленных предикторов|

П - ^ 1
[7V -  число предикторов -  1]

Величина F имеет две степени свободы, одна равна знаменате­
лю числителя формулы, другая — знаменателю знаменателя. Чис­
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ло степеней свободы числителя равно количеству добавленных на 
данном этапе предикторов. В нашем примере на первом этапе оно 
равно двум, а на втором и третьем этапах — единице. Число степе­
ней свободы знаменателя равно количеству наблюдений минус 
количество предикторов на предшествующих этапах и текущем 
этапе включительно минус единица.

На первом этапе регрессионного анализа изменение R 2 и само 
R 2 совпадают и приближенно равны 0,13. Величина ^-отношения 
для доли дисперсии академической успеваемости, объясняемой 
заинтересованностью родителей и учителей, приближенно равна 
19,70:

0,13
~т~ 0,065

(1-0 ,13) “  М 7  
(2 7 0 -2 -1 )  267

Две степени свободы /•’-отношения равны 2 и 267 соответственно. 
Уровень значимости менее 0,001 свидетельствует о неслучайности 
взаимосвязи между анализируемыми переменными.

На втором этапе величина изменения R 2 равна 0,10, а само R 2 
равно 0,23. / ’-отношение для доли дисперсии академической успе­
ваемости, объясняемой интересом ребенка к учебе, приближенно 
равно 34,38:

0,10
1 о,ю

(1 -0 ,23 ) 0,77 
(2 7 0 -3 -1 )  266

Данное ^-отношение обладает двумя степенями свободы, со­
ответственно равными 1 и 266. Величина F более чем на 99,9 % 
свидетельствует о том, что взаимосвязь между анализируемыми 
переменными не может быть обусловлена только случайными 
факторами (уровень значимости менее 0,001).

На третьем этапе величина изменения R 2 равна 0,21, а само R 2 
равно 0,44. Величина /■’-отношения для доли дисперсии академи­
ческой успеваемости, объясняемой умственными способностями 
ребенка, приближенно равна 100,00:

0,21

1
0 - 0 ,4 4 )

(2 7 0 -4 -1 )

Это / ’-отношение имеет две степени свободы, равные 1 и 265 
соответственно, и значимо на уровне менее 0,001.

0,21 0,21

0,56 0,0021 
265

100, 00 .

0,10

0,0029
= 34,48.

0,065
0,0033

= 19,70.
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Т а б л и ц а  5.1. Основные результаты иерархической множественной 
регрессии

Шаги Переменная R2 Изменение
R2 F df dfi Р

1 Заинтересованность
родителей
Заинтересованность
учителей

0,13 0,13 19,70 2 267 0,001

2 Интерес ребенка 0,23 0,10 34,48 1 266 0,001

3 Способности ребенка 0,44 0,21 100,00 1 265 0,001

Результаты рассмотренного иерархического многомерного ре­
грессионного анализа отражены в табл. 5.1.

Статистическая значимость частных коэффициентов 
регрессии

Когда на каком-то этапе в анализ включаются две или более 
независимые переменные, как в нашем случае, величина /^от­
ношения позволяет лиш ь определить, будет ли статистически 
значимым увеличение доли дисперсии зависимой переменной, 
объясняемое включаемыми на данном шаге предикторами. В та­
ком случае полезно выяснить, являются ли частные регрессион­
ные коэффициенты статистически значимыми. Статистическая 
значимость частного регрессионного коэффициента выявляется с 
помощью критерия Стъюдента (/-критерия) по формуле:

_  [Нестандартизированный частный коэффициент регрессии (5)1 

[Стандартная ошибка]

Чем больше стандартная ошибка, тем меньше уверенность в том, 
что величина соответствующего нестандартизированного частного 
регрессионного коэффициента отражает его истинное значение в 
генеральной совокупности. Иными словами, тем больше вероят­
ность того, что величина этого коэффициента будет отличаться 
от его истинного значения. Большие значения t имеют большую 
вероятность быть статистически значимыми1. Число степеней сво­
боды для данного /-критерия равно количеству наблюдений ми­
нус 2.

Формулы для вычисления нестандартизированных частных ко­
эффициентов регрессии и их стандартных ошибок можно найти в

1 Т.е. значимо отличаться от нуля.
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других источниках (E.J. Pedhazur, 1982; D. Cramer, 1998). Нестан- 
дартизированные частные регрессионные коэффициенты для ро­
дительской и учительской заинтересованности приближенно рав­
ны 0,47 и 0,28 соответственно, а их стандартные ошибки — 0,12 и 
0,08. Следовательно, соответствующие /-величины приближенно 
равны 3,92 (0,47/0,12 = 3,92) и 3,50 (0,28/0,08 = 3,50). Обладая 268 
степенями свободы, они являются статистически значимыми с 
уровнем значимости менее 0,001.

Отчет о результатах

Один из возможных способов кратко описать результаты дан­
ного иерархического многомерного регрессионного анализа со­
стоит в следующем: «При проведении иерархического многомер­
ного регрессионного анализа на первом этапе были одновремен­
но введены переменные, отражающие родительскую и учительскую 
заинтересованность в школьных успехах ребенка, которые объяс­
нили примерно 13 % дисперсии академической успеваемости ре­
бенка ( / 2,267= 19,70; р <  0,001), причем доли объясненной дис­
персии для каждой из переменных были примерно одинаковы. 
Частные регрессионные коэффициенты были статистически зна­
чимыми как для заинтересованности родителей (В  =0,47; t268 = 3,92; 
р <  0,001), так и для заинтересованности учителей (fi= 0 ,28 ; /2б8~ 
= 3,50; р <  0,001). Интерес ребенка к учебе включался в анализ на 
втором этапе и объяснял дополнительные 10 % дисперсии ( / и266 = 
= 34,48; р <  0,001). Способности ребенка включались в анализ на 
третьем этапе и объясняли еще 21 % дисперсии зависимой пере­
менной (F |i265 = 100,00; р <  0,001). Более высокая академическая 
успеваемость оказалась связана с более высокой родительской за­
интересованностью, заинтересованностью учителей, интересом ре­
бенка к учебе и способностями ребенка».

Реализация процедуры в программе SPSS для Windows

Приведем алгоритм процедуры иерархического многомерного 
регрессионного анализа.

Если данные из табл. 4.1 были сохранены в файле, откройте 
этот файл в Редакторе данных (Data Editor), выбирая последова­
тельно пункты меню Файл (File), Открыть (Open) и Данные (Data), 
указывая имя файла в появившемся диалоговом окне Открытие 
файла (Open File) и нажимая в этом окне на кнопку Открыть 
(Open). Если же данные не были сохранены, введите их так, как 
показано на рис. 4.1, и припишите наблюдениям соответствую­
щие весовые коэффициенты с помощью процедуры Задание ве­
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совых коэффициентов (Weight Cases), описанной в предыдущей 
главе.

Выберите пункт Анализ (Analyze) в строке меню в верхней ча­
сти окна программы, в появившемся ниспадающем меню — пункт 
Регрессия (Regression), а в нем подпункт Линейная регрессия 
(Linear), открываю щ ий диалоговое окно Линейная регрессия 
(Linear Regression), показанное на рис. 4.3.

Выберите переменную Успеваемость ребенка («детуспев») и с 
помощью верхней кнопки ► переместите ее в поле Зависимая пе­
ременная (Dependent).

Выберите переменные Заинтересованность родителей («родин- 
тер») и Заинтересованность учителей («учинтер») и с помощью 
второй сверху кнопки ► переместите их в список Независимые 
переменные (Independent(s)).

Нажмите на кнопку Следующий (Next), расположенную не­
посредственно выше списка Независимые переменные (Indepen­
dents)) и справа от метки Блок 1 из 1 (Block 1 of 1) и задайте 
второй блок переменных, который в нашем случае состоит из 
единственной переменной.

Выберите переменную Интерес ребенка к учебе («детинтер») и 
с помощью второй сверху кнопки ► переместите ее в список Не­
зависимые переменные (Independent(s)).

Нажмите на кнопку Следующий (Next), расположенную не­
посредственно выше списка Независимые переменные (Indepen­
dent^)) и справа от метки Блок 2 из 2 (Block 2 of 2) и задайте 
третий (и последний) блок переменных.

Выберите переменную Способности ребенка («детспос») и, на­
жав вторую сверху кнопку ►, переместите ее в список Независи­
мые переменные (Independent(s)).

Нажав на кнопку Статистики (Statistics), откройте диалоговое 
окно Линейная регрессия: Статистики (Linear Regression: Statistics), 
представленное на рис. 4.4.

Установите флажок Изменение квадрата R (R squared change), 
чтобы вывести статистическую информацию, находящуюся в столб­
цах под общим заглавием Статистика изменений (Change Statistics) 
в табл. 5.1.

Установите флажок Описательные статистики (Descriptives),
чтобы отобразить средние значения, стандартные отклонения и 
число наблюдений для пяти рассматриваемых переменных, а так­
же их полную корреляционную матрицу, величины статистиче­
ской значимости этих корреляций и число наблюдений, на кото­
рых они основаны.

Установите флажок Часть (получастные) и Частные корреля­
ции (Part and partial correlations), чтобы вывести данные статис­
тические величины, как это показано в двух последних столбцах 
табл. 5.2.
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Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы закрыть это 
диалоговое окно и вернуться в основное диалоговое окно. 

Нажмите ОК, чтобы провести данный анализ.

Выводимая S P S S  информация по результатам работы

В данной книге приведем только две таблицы из окна вывода 
SPSS — Model Summary таблицу основных характеристик моде­
лей (см. табл. 5.2) и Coefficients таблицу коэффициентов (табл. 5.3). 
Все расхождения между значениями величин, приводимых в дан­
ных таблицах, и результатами наших расчетов происходят из-за 
ошибок округления, при этом величины в таблицах, выводимых 
SPSS, точнее. В таблице коэффициентов (Coefficients) приведе­
ны значения стандартизированных регрессионных коэф фициен­
тов (Бета) (Standardized Coefficients (или Betas)) и нестандарти- 
зированных регрессионных коэффициентов В (Unstandardized 
Coefficients (или Bs)), их стандартных ошибок (Std. Error), вели­
чин t и их статистических значимостей (Sig.). М ожно проверить 
величину доли дисперсии, объясняемой на каждом шаге, скла­
дывая произведения стандартизированных регрессионных коэф ­
фициентов и коэффициентов корреляции. Например, на первом 
этапе доля объясняемой дисперсии приближенно равна 0,132, 
что совпадает со значением в таблице основных характеристик 
моделей (Model Summary):

(0,237 х 0,296) + (0,219 х 0,283) = 0,070 + 0,062 = 0,132.

Значения /-величин можно проверить путем деления нестан- 
дартизированных коэффициентов регрессии на их стандартные 
ошибки. Так, на первом этапе величина / для нестандартизи- 
рованного регрессионного коэффициента заинтересованности 
родителей приближенно равна 3,99 (0,467/0,117 = 3,99), что 
практически не отличается от значения 4,000, приведенного в 
табл. 5.3.

Рекомендуемая литература

Cramer, D. (1998) Fundamental Statistics fo r  Social Research: Step-by-Step 
Calculations and Computer Techniques Using SPSS fo r  Windows. London: 
Routledge.

Pedhazur, E.J.  (1982) M ultiple Regression in Behavioral Research: 
Explanation and Prediction, 2nd edn. New York: Holt, Rinehart & Winston.

Pedhazur, E.J. and Schmelkin, L.P. (1991) Measurement, Design and Analysis: 
An Integrated Approach. Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

SPSS Inc. (2002) SPSS Base 11.0 User’s Guide Package. Upper Saddle 
River, NJ: Prentice-Hall.
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Дополнительная литература, рекомендуемая научным редактором
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Ч А С Т Ь  III
УСТАНОВЛЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ 
СООТНОШ ЕНИЙ М ЕЖ ДУ ТРЕМЯ И БОЛЕЕ 
КОЛИЧЕСТВЕННЫ МИ ПЕРЕМ ЕННЫ М И

Г л а в а  6

АНАЛИЗ ПУТЕЙ ПРИ ДОПУЩЕНИИ 
ОБ ОТСУТСТВИИ ОШИБКИ ИЗМЕРЕНИЯ

Предисловие научного редактора

В ч. Ill рассматривается путевой анализ, являющийся частным слу­
чаем структурного моделирования и, как уже отмечалось, не имеющий 
достаточной методической базы на русском языке.

В гл. 6 представлен анализ путей в предположении отсутствия ошиб­
ки измерения, а в гл. 7 ошибки измерения учитываются.

Анализ путей включает задание моделей, показываю щ их, ка­
ким образом три или более переменные соотносятся друг с дру­
гом. Часто бывает полезно изобразить такую модель, используя 
соответствующую диаграмму путей, где переменны е могут быть 
расположены в определенном порядке — слева направо, если го­
ворить о направлении их влияния друг на друга1, а взаимосвязь 
между перем енны м и изображается соединяю щ ей их линией . Д а­
вайте рассмотрим простейш ий случай трех перем енны х и будем 
считать, что эти три перем енны е суть академическая успевае­
мость ребенка, его интерес к учебе и заинтересованность роди­
телей в ш кольны х успехах своего ребенка, измеряемы е одновре­
менно. Сущ ествует множ ество разны х моделей, которы е мож но 
задать, используя три перем енны е. При этом необходимо вы ­
брать одну или несколько переменны х, которые мы хотим объяс­
нить. В случае трех переменных нас может интересовать объясне­
ние одной перем енной или лю бой пары из них. Н априм ер, мож ­
но считать, что и интерес ребенка к учебе, и родительская заи н ­
тересованность в его ш кольных успехах находятся под влиянием  
академ ической успеваемости ребенка, а такж е, что интерес ре­
бенка к учебе и родительская заинтересованность в его академ и­
ческих успехах связаны друг с другом. Данную модель можно изоб-

1 Соблюдение такого порядка не является строго обязательным. При изобра­
жении диаграммы скорее обращают внимание на ее наглядность.
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Рис. 6.1. Диаграмма путей, показывающая влияние академической успе­
ваемости на интерес ребенка и заинтересованность родителей и ковари- 
ацию двух последних параметров

разить с помощ ью  диаграммы  путей (рис. 6.1). А кадемическая ус­
певаемость ребенка находится слева, поскольку мы считаем, что 
она влияет на интерес ребенка к учебе и родительскую  заи н те­
ресованность в его ш кольных успехах. Д ве последние перем ен­
ные располож ены  правее. Н аправление влияния показано п р я­
мы ми стрелками, направленны м и вправо и соединяю щ им и ака­
демическую  успеваемость ребенка как с его интересом к учебе, 
так и с родительской заинтересованностью  в его академических 
успехах. Тот ф акт, что интерес ребенка и заинтересованность ро ­
дителей связаны  друг с другом, отражен на диаграмме с пом о­
щью соединяю щ ей эти переменны е дугообразной линии  со стрел­
ками на обоих концах. В общ ем случае двусторонняя дугообраз­
ная стрелка и односторонние прямы е стрелки назы ваю тся пара­
метрами, их значения показы ваю т с помощ ью  коэф ф ициентов, 
которы е могут быть стандартизированы  так, что их значения л е ­
жат в пределах от 0 до +1,00.'

Количество параметров, которые предполагается вычислить в 
модели, ограничено числом измеренны х переменны х, которые 
могут использоваться для этих вычислений. В случае трех перемен­
ных могут быть вычислены только три параметра2. Такая модель 
называется однозначно определенной, поскольку у нас как раз им е­
ется необходимое и достаточное количество переменных, чтобы 
вычислить три данны х параметра. Если бы в модели предполага­
лось вычислить четыре или более параметров, то мы столкнулись 
бы с ситуацией недоопределенной модели, поскольку не было бы 
достаточного количества измеренных переменных, чтобы опреде­
лить или оценить все параметры. Одна из недоопределенных моде­
лей представлена на рис. 6.2, где отражена взаимно-обратная или

1 Правильнее было бы говорить, что стандартизованные значения парамет­
ров лежат в диапазоне от -1 до +1.

2 Такое ограничение выполняется для множественной регрессии. В структур­
ном моделировании, как будет показано далее, число параметров, которые можно 
оценить, также ограничено, но гам действует другая формула.
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Рис. 6.2. Диаграмма путей, показывающая влияние академической успе­
ваемости на интерес ребенка к учебе и родительскую заинтересован­
ность в его школьных успехах, при взаимном влиянии двух последних 
параметров

двусторонняя взаимосвязь между интересом ребенка к учебе и ро­
дительской заинтересованностью  в школьных успехах ребенка, при 
которой интерес ребенка влияет на родительскую заинтересован­
ность, а та, в свою  очередь, влияет на интерес ребенка к учебе1. 
Поэтому в данном  случае невозмож но оценить влияние интереса 
ребенка на родительскую заинтересованность независимо от вли­
яния родительской заинтересованности на интерес ребенка к учебе, 
поскольку при оценке обоих параметров используется одна и та 
же переменная — академическая успеваемость ребенка.

М одели, в которых число свободных параметров меньш е числа 
переменных, являю тся переопределенны ми, поскольку какие-то 
из возможных параметров предполагаю тся уже заранее известны ­
ми. Н апример, модель, изображ енная на рис. 6.1, была бы пере­
определенной, если бы интерес ребенка к учебе и родительская 
заинтересованность в его успеваемости не коррелировали между 
собой2. Хотя ценность подобных3 моделей может быть и не совсем 
очевидной в случае всего лиш ь трех переменных, однако они пред­
ставляю т все больш ий интерес по мере увеличения числа пере­
менных, поскольку позволяю т определить, какая из моделей с 
наименьш им числом параметров лучш е всего объясняет экспери­
ментальные данные.

Анализ путей иногда называю т каузальным анализом (напри­
мер, L .R .Jam es и др., 1982), или каузальным моделированием 
(например, Н. В. Asher, 1983). Подобны е термины могут вводить в

1 Если сравнивать множество параметров, подлежащих оценке модели, при­
веденной на рис. 6.1, и модели, приведенной на рис. 6.2, то легко заметить, что 
двусторонняя стрелка между двумя зависимыми переменными (1 параметр) за­
менилась двумя односторонними стрелками, т.е. число параметров, подлежащих 
опенке, увеличилось на 1 и стало больше числа переменных, равного 3. Поэтому 
мы и говорим о модели, изображенной на рис. 6.2, как недоопределенной.

2 Т .е. ковариация между этими двумя переменными была заранее определена 
как равная нулю.

3 Переопределенных.

120



заблуждение, если их интерпретировать таким  образом, будто ана­
лиз путей может прим еняться для того, чтобы определить, при­
водят ли изменения одной переменной к изменениям другой. Ана­
лиз путей лиш ь позволяет выяснить, связаны  ли две или более 
переменных, и не может определить, является ли выявленная связь 
именно детерминирую щ ей. Адекватной процедурой для установ­
ления детерм инаций является правильный экспериментальны й 
план, в котором можно изменять значения детерминирую щ ей, 
или независимой, переменной и измерять эф ф ект такого воздей­
ствия на зависимую  переменную , при условии того, что значения 
остальных переменных остаю тся постоянными.

Когда переменны е просто измеряю тся в один и тот же момент 
времени, как в наш ем примере с академической успеваемостью, 
то невозможно определить их детерминирую щ ий порядок. В тер­
минах взаимосвязи между академической успеваемостью ребен­
ка, например, и его интересом к учебе возможны следующие ва­
рианты: 1) интерес ребенка к учебе определяет его ш кольные 
успехи; 2) ш кольная успеваемость определяет интерес ребенка к 
учебе; 3) оба параметра влияют друг на друга; 4) непосредствен­
ная взаимосвязь параметров ф иктивна и обусловлена влиянием 
какой-то  другой перем енной, например соци альн о-экон ом и че­
ское положение ребенка. Будем считать, что нас интересует в ка­
честве объясняемой переменной не интерес ребенка к учебе или 
заинтересованность родителей в его ш кольных успехах, а акаде­
мическая успеваемость ребенка.

Проиллюстрируем прим енение анализа путей с помощью трех 
моделей, изображенных на рис. 6.3, а — в. Первую модель назовем 
«коррелирующей прямой», поскольку в ней предполагается, что 
интерес ребенка к учебе коррелирует с заинтересованностью  ро­
дителей в его успехах, и обе переменные влияю т на академиче­
скую успеваемость ребенка. Вторую модель будем называть «пря­
мой и косвенной», поскольку на академическую  успеваемость 
ребенка прям о влияет родительская заинтересованность в его 
ш кольных успехах, а родительская заинтересованность косвенно 
влияет на его академическую  успеваемость через интерес ребенка 
к учебе, на который она оказывает непосредственное влияние. 
Третью модель назовем «косвенной», поскольку в ней родитель­
ская заинтересованность лиш ь косвенно влияет на академическую 
успеваемость ребенка через его интерес к учебе, на который она 
оказывает непосредственное воздействие.

Необходимо остановиться на двух моментах, касаю щ ихся этих 
моделей. В о-первых, они не исчерпы ваю т все варианты  моде­
лей , которы е мож но проверить. Н априм ер, мож но проверить 
модель, в которой не разреш ена корреляция между интересом 
ребенка к учебе и родительской заинтересованностью  в его ш коль­
ных успехах, или такую модель, где интерес ребенка оказы вает
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Рис. 6.3. Три модели путей:
а — «коррелирующая прямая»; б — «прямая и косвенная»; в — «косвенная»

влияние на родительскую  заинтересованность. Во-вторых, нельзя 
определить, какая из моделей — первая («коррелирую щ ая п р я­
мая») или вторая («прям ая и косвенная») — обеспечивает б о ­
лее адекватное представление данны х, поскольку обе модели 
полностью  определены , и поэтому обе смогут полностью  объяс­
нить эксп ери м ен тальн ы е данны е. О днако есть возм ож ность о п ­
ределить, дает ли третья модель («косвенная») н астолько  же 
адекватное описание данны х, насколько это позволяет сделать 
вторая модель, так  как третья модель является подм нож еством  
п о сл ед н ей 1.

Приведем расчеты, включаемые в анализ путей, с помощ ью  
придуманных данны х из табл. 6.1. Три переменные — академиче­
ская успеваемость ребенка (АУ), интерес ребенка к учебе (Д И ) и 
заинтересованность родителей в его ш кольных успехах (РИ ) — 
состоят из трех показателей, изменяю щ ихся в пределах от 1 до 9. 
Более высокие баллы означаю т более высокий уровень выражен-

1 В литературе, посвященной анализу путей, часто используется также тер­
мин «вложенная модель» (nested model). Третья модель получается из второй за 
счет фиксирования одного из параметров. Влияние интереса родителей на акаде­
мическую успеваемость полагается равным нулю. Термин «вложенная модель» 
уже использован в гл. 2.
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Т а б л и ц а  6.1. Баллы по девяти показателям, оценивающим 
три переменные

Наблюдения АУ*1 АУ2 АУЗ ДИ**1 ДИ2 д и з PJ/] *** ] РИ2 РИЗ

1 3 5 3 4 5 2 3 2 4

2 2 3 4 3 2 2 2 4 2

3 3 4 5 4 6 3 5 2 4

4 4 5 5 6 5 7 4 3 3

5 5 5 4 4 3 5 2 4 4

6 3 6 5 4 3 3 5 3 4

7 4 3 4 5 5 4 4 3 6

8 6 7 6 6 5 5 7 8 9

9 4 7 4 4 6 5 7 8 5

10 3 2 3 3 4 3 5 3 4

11 7 5 4 3 3 2 3 2 3

12 9 6 6 5 6 5 6 4 5

13 7 6 5 8 8 6 3 4 3

14 5 4 4 8 5 6 6 4 5

*АУ — академическая успеваемость; **ДИ — интерес ребенка к учебе (детс­
кий интерес); ***РИ — родительская заинтересованность в школьных успехах 
ребенка (родительский интерес).

ности этих качеств. Средний балл для каждой из этих трех пере­
менных приведен в табл. 6.2. К оэф ф ициент корреляции между ака­
демической успеваемостью  и интересом ребенка к учебе равен 
0,53, между академической успеваемостью  и родительской заин-

Т а б л  и ца  6.2. Средние баллы для трех переменных

Наблюдения А У* ди**

1 3,67 3,67 3,00

2 3,00 2,33 2,67

3 4,00 4,33 3,67

4 4,67 6,00 3,33

5 4,67 4,00 3,33

6 4,67 3,33 4,00

7 3,67 4,67 4,33

123



Окончание табл. 6.2

Наблюдения АУ* ди** Р14***

8 6,33 5,33 8,00

9 5,00 5,00 6,67

10 2,67 3,33 4,00

11 5,33 2,67 2,67

12 7,00 5,33 5,00

13 6,00 7,33 3,33

14 4,33 6,33 5,00

*АУ — академическая успеваемость; **ДИ — интерес ребенка к учебе (дет­
ский интерес); ***РИ — родительская заинтересованность в школьных успехах 
ребенка (родительский интерес).

тересованностью  — 0,45, между интересом ребенка к учебе и ро­
дительской заинтересованностью  в его ш кольных успехах — 0,38.

М ножественная регрессия

П ростейш ий способ проведения анализа путей состоит в ис­
пользовании множ ественной регрессии. П оскольку стандартизи­
рованны й коэф ф и ци ен т регрессии между независим ой (предик­
тором) и зависимой (критерием ) перем енны м и равен ко эф ф и ­
циенту корреляции  между ним и в случае, когда нас интересую т 
только эти две перем енны е, множ ественная регрессия оказы ва­
ется необходимой для вы числения стандартизированны х регрес­
сионны х коэф ф и ци ен тов  с учетом наличия одной или н есколь­
ких дополнительны х независимы х переменны х. Путевые ко эф ­
ф ициенты  для трех моделей, изображ енны х на рис. 6.3, пред­
ставлены на рис. 6.4. В первых двух моделях имеются пути, где мы 
долж ны учесть наличие другой перем енной, и это пути между 
родительской заинтересованностью  и академической успеваемо­
стью 1 и между интересом ребенка к учебе и его успеваемостью 2. 
В обоих случаях подходящие путевые коэф ф ициенты  — стандар­
тизованны е частные коэф ф ициенты  множественной регрессии, 
где зависимой переменной является академическая успеваемость, 
а независимы ми — интерес ребенка к учебе и родительская заин­
тересованность в его ш кольных успехах. Остальные путевые коэф ­
ф ициенты  в этих моделях, такие, как коэф ф ициент между роди-

1 Дополнительным учитываемым предиктором являй ся  интерес ребенка.
2 Дополнительным учитываемым предиктором является заинтересованность 

родителей.
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тельской заинтересованностью  и интересом ребенка к учебе, не 
учитывают влияние других переменных и равны по величине ко ­
эф ф ициентам  корреляции.

К ак видно из рис. 6.4, величины путевых коэф ф ициентов для 
первых двух моделей совпадаю т, и не существует способа прове­
сти различие между двумя этими моделями в терминах использу­
емых статистик. Д ает ли третья модель более простое и приемле­
мое описание данных по сравнению  со второй моделью, зависит 
от того, значим ли  статистически стандартизированны й ко эф ф и ­
циент регрессии между заинтересованностью  родителей и акаде-

0,65
а

0,86

б

0,86
в

Рис. 6.4. Три путевые модели с коэффициентами и долями необъяснен- 
ной дисперсии:
а — «коррелирующая прямая»; б — «прямая и косвенная»; в — «косвенная» [п = 
= 140; > < 0 ,0 0 1  (двусторонний критерий)]
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мической успеваемостью ребенка во второй модели1. Если этот ко­
эфф ициент статистически значим, то вторая модель является более 
адекватной. Если данный коэф ф ициент статистически не значим, 
то третья модель является более простой. Статистическая значи­
мость путевых коэф фициентов зависит от размера выборки. В слу­
чае 14 наблюдений ни один из путевых коэффициентов не является 
статистически значимым на уровне 0,05 двустороннего критерия. 
Использование такой малой выборки неприемлемо в исследовани­
ях подобного рода, где минимальный объем выборки должен быть 
равен, по крайней мере, 30 наблюдениям. Если размер выборки 
равен 140 наблюдениям, то все путевые коэф фициенты  оказыва­
ются статистически значимыми на выбранном уровне значимости.

Статистически значимые путевые коэффициенты  между роди­
тельской заинтересованностью и интересом ребенка к учебе и между 
интересом ребенка и его академической успеваемостью означают, 
что интерес ребенка к учебе опосредует взаимосвязь между роди­
тельской заинтересованностью  в школьных успехах ребенка и его 
академической успеваемостью. Величина этой косвенной связи меж­
ду заинтересованностью  родителей и академической успеваемос­
тью ребенка может быть вычислена путем умножения путевого ко­
эф ф ициента между родительской заинтересованностью  и интере­
сом ребенка к учебе на путевой коэф ф ициент между интересом 
ребенка к учебе и его академической успеваемостью: 0,16 (0,38 х 
х 0,42 = 0,16) — косвенны й эф ф ект для второй модели на рис. 6.3 
и 0,20 (0,38 х 0,53 = 0,20) — то же, для третьей модели.

Доля необъясненной дисперсии также часто отображается на 
диаграммах путей. Эта доля показана на рис. 6.4 числами, располо­
женны ми непосредственно под направленны ми вверх стрелками2. 
В первой модели есть только одна перем енная, объясняем ая дру­
гими перем енны ми, — академическая успеваемость. Следователь­
но, имеется только одна стрелка, направленная вверх. Д оля д и с­
персии академической успеваемости, не объясняем ая заи н тере­
сованностью  родителей и интересом ребенка к учебе, составляет 
0,65. Эта величина получается путем вы читания из единицы  не- 
уточненного3 (обы чного) квадрата множ ественной корреляции 
(1 -0 ,3 4 6  = 0,654) регрессии академической успеваемости по за­
интересованности родителей и интересу ребенка к учебе4. Во вто­

1 ТI .e . является ли он статистически значимо отличным от нуля.
2 В правилах построения моделей путевого анализа полагается, что необъяс- 

ненная дисперсия имеется только у зависимых переменных.
3 Различие между уточненной и неуточненной множественной корреляцией 

см. в конце гл. 4.
4 См. гл. 5: «Квадрат множественной корреляции равен сумме по всем предик­

торам [стандартизированный частный коэффициент регрессии х коэффициент  
корреляции]», поэтому квадрат множественной корреляции академической ус­
певаемости можно вычислить так: (0,29 х 0,45) + (0,42 х 0,53) = 0,13 + 0,22 = 0,35.
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рой и третьей моделях имеется также направленная вверх стрелка 
для интереса ребенка к учебе, которы й объясняется заинтересо­
ванностью  родителей в его ш кольных успехах1. Д оля необъяснен- 
ной дисперсии  академ ической успеваемости во второй модели 
рассчиты вается так же, как и для первой модели, и составляет 
поэтому 0,65. Д оля необъясненной  дисперсии  интереса ребенка 
к учебе одинакова для второй и третьей моделей и вычисляется 
как разность единицы  и квадрата ко эф ф и ц и ен та  корреляции  
между заинтересованностью  родителей и интересом ребенка к 
учебе (0,382 = 0,14), что дает 0,86 (1 - 0 ,1 4  = 0,86). Д оля необъяс­
ненной дисперсии академической успеваемости в третьей модели 
вычисляется аналогично, путем вычитания квадрата коэф ф и ци ­
ента корреляции между интересом ребенка к учебе и его академи­
ческой успеваемостью  (0,532 = 0,28) из единицы , что равно 0,72 
(1 -0 ,2 8  = 0,72).

О дной из проблем вы полнения анализа путей с помощ ью  
м нож ественной  регрессии является отсутствие показателя со ­
гласия модели с эксп ери м ен тальн ы м и  дан н ы м и , характеризу­
ю щ его степень воспроизведения исходны х корреляций  эксп е­
риментальны х данны х с помощ ью  модели. С ледовательно, н е­
возм ож но сравнить степень соответствия дан ны м  модели, я в ­
ляю щ ейся подм нож еством  другой модели — как второй, так  и 
третьей моделей, представленны х на рис. 6.4. Вторая проблема 
состоит в том , что в изм ерениях перем енны х обы чно имеется 
ош ибка, уменьш аю щ ая величины  связи между ними. С равнение 
величин путевых ко эф ф и ц и ен тов  становится проблем атичны м , 
когда ош ибка изм ерения в модели изм еняется от перем енной  к 
перем енной. Структурное моделирование (моделирование струк­
турны м и уравн ен иям и ) дает и меры согласия, а такж е учиты ­
вает ош ибку изм ерения. В следую щ ей главе будет объяснено , 
как это делается. О днако структурное м оделирование может так ­
же использоваться для вы числения путевых коэф ф и ц и ен то в  в 
моделях, и зображ енны х на рис. 6.4, что будет показано далее. 
Ч тобы  п ознаком и ться с ком пью терной  програм м ой и результа­
там и проведения структурного м оделирования, полезно внача­
ле осущ ествить  простейш ий  ан али з путей, не учиты ваю щ ий 
ош ибки  изм ерений . Более того, следует лучш е осознавать р аз­
ницу между анализом  путей с учетом и без учета ош ибки  и зм е­
рения.

Одним из критериев согласия модели сд ан н ы м и  является кри­
терий хи-квадрат, вычисленны й с использованием теории наи­
меньш их квадратов. Так как первые две модели на рис. 6.4 полно­
стью (однозначно) определены, они обеспечиваю т идеальное со­
гласие с данны м и, при котором критерий хи-квадрат равен нулю

1 Т .е. является зависимой переменной.
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и не имеет степеней свободы 1. П ри расчете критерия хи-квадрат 
переопределенной модели учитывается также и объем выборки. 
В случае 14 наблю дений критерий хи-квадрат для третьей модели 
равен 1,31 и имеет одну степень свободы. Это значение не являет­
ся статистически значимым, а вероятность его реализации при 
случайном раскладе больш е 0,05. О днако такая малая выборка не 
позволяет делать достоверных выводов. В случае более адекватной 
поставленной задаче выборки из 140 наблю дений число степеней 
свободы по-преж нему равно единице, но критерий хи-квадрат 
равен уже 13,96, что является статистически значимым при />< 0,001. 
П оскольку третья модель является подмножеством второй, мож­
но сравнить показатели согласия этих моделей, вычитая значения 
критерия хи-квадрат и числа степеней свободы второй модели 
из соответствую щ их значений  третьей модели. П оскольку вторая 
модель обеспечивает идеальное соответствие данны м 2, разность 
между критерием хи-квадрат и числом степеней свободы для дан ­
ных двух моделей будет совпадать с критерием хи-квадрат (н а­
прим ер, 1 3 ,9 6 -0 ,0 0 =  13,96) и числом степеней свободы (1 - 0 =  1) 
третьей модели, а значимость — со статистической значимостью  
для третьей модели. При объеме выборки, равном 140 наблю дени­
ям, разность между критерием хи-квадрат и числом степеней сво­
боды будет статистически значим ой, показы вая, что третья мо­
дель значимо хуже согласуется с данны ми в сравнении со второй 
моделью 3.

Число степеней свободы модели определяется путем вычита­
ния количества оцениваемых параметров из числа дисперсий и 
ковариаций наблюдаемых переменных. Число дисперсий и кова- 
риаций  наблю даемы х перем енны х задается общ ей формулой: 
п (п +  1)/2, где п — количество наблюдаемых переменных. Число 
дисперсий и ковариаций наблюдаемых переменных для всех трех 
моделей, представленных на рис. 6.4, равно 6 [3(3+ 1)/2 = 6]. К оли­

1 Как уже упоминалось в гл. 2, число параметров, которые можно оценить в 
модели, не должно превышать числа дисперсий и ковариаций всех измеряемых 
переменных, т .е. если в модель включено п измеряемых переменных, то макси­
мальное число оцениваемых параметров не должно быть больше п( п +  1)/2. Число 
степеней свободы вычисляется как разность между п( п+  1)/2 и числом оценива­
емых параметров. Если эта разность больше нуля, то модель называется переопре­
деленной, если разность в точности равна нулю, то модель является однозначно 
определенной, в случае когда разность меньше нуля, модель является недоопреде- 
ленной.

2 Для нее критерий хи-кваарат и число степеней свободы равны нулю.
3 То, что третья модель не соответствует экспериментальным данным, следу­

ет уже из того, что хи-кваарат равен 13,96 при одной степени свободы , т .е. 
уровень значимости нулевой гипотезы />< 0,01, и ее можно отвергнуть. Нулевая 
гипотеза в случае проверки структурной модели утверждает, что модель соответ­
ствует экспериментальным данным. Поэтому проверять по критерию разностей 
вложенных моделей необходимости нет.
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чество оцениваемых параметров равно сумме числа гипостазиру­
емых (устанавливаемых в модели) взаимосвязей и числа остаточ­
ных членов, соответствующих ош ибкам измерения для каждой пе­
ременной в моделях, приведенных на рис. 6 .4 .1 Для первых двух 
моделей оно равно ш ести, а для третьей — пяти.

Отчет о результатах

Было бы более уместно проанализировать прим ер, рассм ат­
риваемы й в настоящ ей главе, с помощ ью  структурного модели­
рования, учиты ваю щ его ош ибки  изм ерений, как это будет сде­
лан о  в следующей главе. Если бы это не бы ло возмож но, краткий 
способ описания одной из интерпретаций результатов этого д о ­
вольно простого прим ера состоит в следую щем: «Академическая 
успеваем ость оказалась  статистически  зн ачим о  полож ительно 
связан н о й  н еп осредствен н о  с родительской  заи н тер есо ван н о ­
стью  (Р = 0,29; d f  (число степеней свободы ) = 1382; р  (двусторон­
ний критерий) < 0,001) и опосредованно  через интерес ребен ка 
к учебе (р = 0,20; d f -  138; /> < 0,05). И нтерес ребенка к учебе был 
значим о полож ительно связан  как с академ ической  успеваем о­
стью  (р = 0,42; d f  = 138; р <  0 ,001), так  и с родительской  з а и н ­
тересованностью  (г (к о эф ф и ц и ен т  корреляц ии ) = 0,38; d f  -  138; 
р  < 0,001)».

Реализация процедуры множественной регрессии 
в программе SPSS для Windows

Чтобы получить стандартизированны е коэф ф ициенты  регрес­
сии для моделей, представленных на рис. 6.4, сначала введите дан ­
ные из табл. 6.2 в Редактор данных (D ata Editor) с соответствую ­
щими весовыми коэф ф ициентам и, равными 10, так, как это бы ло 
описано в гл. 4.

1 Большинство авторов предпочитают различать ош ибки измерения для зави­
симых переменных — необъясненная дисперсия и ош ибки измерения для неза­
висимых переменных — истинная ковариация. Если не учитывать этого замеча­
ния, то, согласно, например, модели а на рис. 6.4, можно насчитать лишь 4 
оцениваемых параметра. Чтобы прийти к согласию с автором, нужно добавить  
еще два параметра, соответствующие истинным ковариациям двух независимых 
переменных: родительской заинтересованности и интереса ребенка. В моделях б и в  
к изображенным параметрам нужно добавить ковариацию одной независимой  
переменной (родительской заинтересованности).

2 Чтобы предупредить возм ож ное недоумение читателя, еще раз укажем, 
что в данном случае речь идет о числе степеней свободы  при проверке зн а ч и ­
мости регрессионного коэф ф ициента ( 1 4 0 - 2 ) ,  а не путевой модели.
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Выберите в строке меню в верхней части окна программы пункт 
Анализ (Analyze), а в ниспадаю щ ем меню  — пункт Регрессия (Re­
gression) и затем — Линейная регрессия (Linear), чтобы открыть 
диалоговое окно Линейная регрессия (Linear Regression), изобра­
женное на рис. 4.3.

Выберите АУ (академическая успеваемость) и нажмите верх­
нюю кнопку ►, чтобы переместить данную  переменную  в поле 
Зависимая переменная (Dependent).

Выберите переменные ДИ (интерес ребенка) и РИ (родитель­
ская заинтересованность) и с помощ ью  второй сверху кнопки ► 
переместите их в список Независимые переменные (Independent(s)).

Нажмите на кнопку Статистики (Statistics) и откройте дочер­
нее диалоговое окно Линейная регрессия: Статистики (Linear Reg­
ression: Statistics), изображенное на рис. 4.4.

У становите ф лаж ок Описательные статистики (Descriptives), 
чтобы вывести коэф ф ициенты  корреляции между тремя перем ен­
ными и их статистическую  значимость.

Нажмите Продолжить (Continue), чтобы закрыть это дочернее 
диалоговое окно и вернуться в основное диалоговое окно.

Нажмите О К  и проведите анализ.

Выводимая SPSS информация по результатам работы

И з всех результатов, выдаваемых программой, приведем лиш ь 
табл. 6.3 регрессионных коэф ф ициентов и их статистических зна­
чимостей. С тандартизированные коэф ф ициенты  регрессии акаде­
мической успеваемости ребенка (АУ — AcaAch) по его интересу к 
учебе (ДИ — C hiln t) и родительской заинтересованности (РИ  — 
Parln t) равны 0,417 и 0,286 соответственно.

Т а б л и ц а  6.3. Выводимые SPSS частные регрессионные коэффициенты 
(partial regression coefficients)

Coefficients3

Model

Unstandardized
Coefficients

Standardized
Coefficients

t Sig.В Std. Error Beta

1 (Constant) 2,044 0,316 6,468 0,000

ДИ 0,358 0,064 0,417 5,584 0,000

РИ 0,231 0,060 0,286 3,834 0,000

a. Dependent Variable: АУ.
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Процедура LISREL для анализа путей без учета ошибок 
измерения

Применим программу структурного моделирования LISREL для 
иллю страции процесса получения результатов для второй и тре­
тьей моделей. Запустив LISREL, выберем пункт File в строке меню 
в верхней части окна программы, а в ниспадаю щ ем меню — под­
пункт New, откры ваю щ ий диалоговое окно New. Выберем Syntax 
only и откроем окно Syntax, в котором будем набирать команды. 
После окончания набора команд выберем пункт File, а в ниспада­
ющем меню — подпункт Run (выполнить) LISR EL. Если мы пра­
вильно ввели команды , программа выдаст окн о  результатов, в 
противном случае сначала будет отображена диаграмма путей. Что­
бы увидеть другие результаты, сопровождаю щ ие данную  диаграм ­
му, выберите пункт Window в строке меню в верхней части окна 
программы, а в нем — файл с расш ирением OUT.

К ом анды , вы деленны е ж ирным ш риф том , необходимы для 
вы полнения процедуры, позволяю щ ей получить результаты ана­
лиза третьей модели:

РА: Indirect Model without Error 
DAta Nlnputvar=3 NObserv= 140 
LAbels
Chilnt AcaAch Parlnt 
KMatrix
1,00
0,53 1,00 
0,38 0,45 1,00
MOdel N Yvar=2 N X var=  I GAmma=FRee BEta=SD PSi=Diagonal 
Fixed GAmma (2,1)
PDiagram 
OUtput EFfects

Опиш ем кратко назначение этих команд. С трока, начинаю щ а­
яся с РА (сокращ ение для анализа путей — Path  analysis), выво­
дит заголовок в верхней части каждой «страницы» вывода резуль­
татов. Н азвания команд, таких, как DAta или LAbels, могут быть 
сокращ ены  до двух символов, которые выделены заглавным реги­
стром, чтобы их мож но было отличить от остальной части имени 
команды.

Строка, начинаю щ аяся с DA, содержит информацию  об анали­
зируемых данных. Она констатирует, что количество (Number) вход­
ных (Input) переменных (variables), включаемых в анализ, равно 
трем, а число (Num ber) наблюдений (Observation) равно 140.

С трока, начинаю щ аяся с LA, инф орм ирует нас о том , что 
имена меток, которые приписаны  этим трем переменны м, нахо­
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дятся в списке на следующей строке. На печать выводятся только 
первые восемь символов названия метки. П еременные, на кото­
рые не направлено ни одной стрелки (заинтересованность роди­
телей), следуют последними. Их часто называю т экзогенными пере­
менными. П еременные, на которые направлены какие-то стрелки 
(интерес ребенка к учебе и академическая успеваемость), идут 
первыми в списке. Их обычно называю т эндогенными переменными.

С трока, начинаю щ аяся с К М , показывает, что данны е будут 
вводиться как корреляционная матрица. П еременные в ниж нетре­
угольной матрице перечислены в том же порядке, что и их метки. 
Н апример, первая строка матрицы представляет собой коэф ф и ­
циент корреляции интереса ребенка к учебе с самим собой и, 
конечно же, равен единице.

С трока, начинаю щ аяся с М О , определяет тестируемую модель, 
которая состоит из двух эндогенных1 и одной экзогенной2 пере­
менных. Параметры модели содержатся в ряде матриц. К оэф ф ици­
енты пути между экзогенными и эндогенными переменными оп ­
ределяются Gamma матрицей, в то время как коэфф ициенты  пути 
между двумя эндогенными переменными определяются B Eta мат­
рицей. Путевые коэффициенты в Gam m a матрице являются свобод­
ными (FRee) и могут варьировать3. Поскольку в данной модели 
отсутствует путь между родительской заинтересованностью  и ака­
демической успеваемостью  ребенка4, соответствующ ий путевой 
коэф ф ициент должен быть зафиксирован Fixed, т. е. не может сво­
бодно меняться. Это достигается путем использования строки, на­
чинающейся с FI. Нужный путевой коэф фициент определяется сво­
им положением в GAmma матрице и находится во второй строке 
первого и, в нашем случае, единственного столбца. Чтобы провес­
ти анализ второй модели, просто удалим эту строку, начинающуюся 
с команды FI, освобождая, таким образом, данный параметр.

М атрица Beta определена таким  образом , что единственны й 
коэф ф и ци ен т пути между интересом ребенка к учебе и его ак а ­
демической успеваемостью  является свободным. М атрица Beta за­
дается как ниж няя треугольная матрица с нулевой диагональю  
(SubDiagonal).

PS i матрица задается как диагональная матрица (Diagonal) и 
содержит доли необъясненной дисперсии двух эндогенных пере­
менных (интереса ребенка к учебе и его академической успевае­
мости).

1 Измеряемые эндогенные (зависимые переменные модели) обозначаются К
2 Измеряемые экзогенные (независимые от модели переменные) обознача­

ются X.
3 Столбцы Gamma матрицы соответствуют экзогенным (независимым) пере­

менным, а строки — эндогенным (зависимым) переменным, поэтому в нашем 
случае матрица состоит из одного столбца и двух строк.

4 Т .е. значение этого путевого коэффициента фиксировано равным нулю.
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С трока, начинаю щ аяся с PD , выводит диаграмму путей для 
данной  модели (Path  Diagram).

С трока, начинаю щ аяся с OU, определяет вывод результатов 
программы (Out).

Совокупны е и косвенны е эф фекты  выводятся путем добавле­
ния EF (Effect).

Выводимая LISREL информация по результатам работы

Д ля краткости представим и прокомментируем  только часть 
выводимых программой результатов. Выводимая диаграмма пу­
тей похожа на диаграмму для третьей модели, изображ енную  на 
рис. 6.4, за исклю чением того, что на ней отсутствуют звездочки, 
указываю щ ие на статистическую  значимость, и присутствует под­
робная инф орм ация о критерии хи-квадрат с нормально распре­
деленными весовыми коэф ф ициентам и наименьш их квадратов и 
корне квадратном из среднеквадратической ош ибки приближ е­
ния (RM SEA). К оэф ф ициенты  путей также отражены в матрицах, 
приведенных в табл. 6.4. Эти путевые коэффициенты  были стандар­
тизированы, поскольку вводилась корреляционная, а не ковариа­
ционная матрица. К оэф ф ициент пути между интересом ребенка 
к учебе (C hiIn t) и его академ ической  успеваемостью  (AcaAch) 
выведен в Вета матрице и равен 0,53. Величина в круглых скобках 
непосредственно под ним представляет собой его стандартную  
ош ибку, равную  0,07. Далее следует значение /-критерия, оп ре­
деляю щ его статистическую  значим ость данного  путевого ко эф ­
ф ициента. В наш ем случае t=  7,34. Д ля вы борки объемом в 140

Т а б л и ц а  6.4. Выводимые LISREL результаты для анализа путей 
в случае третьей модели без учета ошибок измерения

LISREL Estimates (Maximum Likelihood)

BETA

Chiint AcaAch

Chilnt
AcaAch 0,53 - - 

(0,07)
7,34

GAMMA

Parint

Chilnt 0,38 
(0,08)
4,83

AcaAch - -
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наблю дений критическое значение t для двустороннего критерия 
равно ±1,98 при уровне значимости 0,05; ±2,62 — при уровне 
значимости 0,01 и ±3,37 — при уровне значимости 0,001. Так как 
7,34 > 3,37, данны й путевой коэф ф ициент статистически значимо 
отличен от нуля на уровне ниже 0,001 двустороннего критерия 
С тью дента1. К оэф ф ициент пути между родительской заинтересо­
ванностью  (P a rln t)  и академ ической  успеваем остью  (AcaAch) 
выведен в GaMMa матрице и равен 0,38. При значении, соответ­
ствующем /, равному 4,83, этот коэф ф ициент также значим на 
уровне ниже 0,001 двустороннего критерия Стьюдента.

Значения доли необъясненной  дисперсии  для двух эндоген ­
ных перем енны х — интереса ребенка к учебе (C h iln t) и его ака­
дем ической  успеваемости (AcaAch) — содерж атся в PSI матрице 
в табл. 6.5 и равны 0,86 и 0,72 соответственно.

К освенны й эф ф ект влияния родительской заинтересованности 
(P arln t) на академическую  успеваемость ребенка (AcaAch) пока­
зан в матрице из табл. 6.6 и равен 0,20. При / = 4,03 данны й коэф ­
ф ициент является статистически значимым на уровне ниже 0,001 
двустороннего критерия Стьюдента.

Т а б л и ц а  6.5. Выводимые LISREL доли необъясненной дисперсии 
в случае третьей модели без учета ошибок измерения

PSI
Note: This matrix is diagonal.

Chilnt AcaAch
0,86 0,72

(0,10) (0,09)
8,31 8,31

Т а б л и ц а  6.6. Выводимое LISREL значение косвенного эффекта 
в случае третьей модели без учета ошибок измерения

indirect Effects of х on y 

Parlnt
Chilnt
AcaAch 0,20

(0,05)
4,03

1 Или с уровнем доверия более 0,999.
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Г л а в а  7

АНАЛИЗ ПУТЕЙ С УЧЕТОМ ОШИБКИ 
ИЗМЕРЕНИЯ

В гл. 7 рассмотрены два основны х способа обращ ения с ош иб­
ками измерения, когда переменны е измеряю тся с помощ ью  двух 
или более показателей, или индикаторов, как в иримере из гл. 6. 
Тот же пример будет использован в гл. 7, чтобы мож но было срав­
нить результаты прим енения двух различных методов.

Надежность измерения

Более простой метод учета ош ибок изм ерения состоит в том, 
чтобы изм ерить надежность оценки  переменны х и использовать 
это в модели. Один из показателей , который мож но прим енить 
для этой цели, — альфа К ронбаха (1951), или показатель внут­
ренней устойчивости. Чтобы вы числить коэф ф и ци ен т надеж нос­
ти альфа, производят всевозмож ны е разбиения множ ества и н ­
дикаторов на две группы, затем для каждого наблю дения вы чис­
ляю т усредненны е баллы по каждой из двух групп и определяю т 
корреляцию  между этими двумя наборами. Альфа К ронбаха — 
средняя величина по всем таким корреляциям , каждая из кото­
рых соответствует определенному разбиению  множества индика­
торов на два подмножества. В случае всего лиш ь трех индикаторов 
для каждой из трех переменны х в нашем примере одна половина 
будет состоять из одного индикатора, в то время как другая — из 
двух оставш ихся индикаторов. Таким образом , имеется три воз­
можных половинны х коэф ф и ци ен та надежности (индикатор 1 
против агрегированного показателя индикаторов 2 и 3; и нди ка­
тор 2 против агрегированного показателя индикаторов 1 и 3; и н ­
дикатор 3 против агрегированного показателя индикаторов 1 и 
2). К оэф ф ициенты  надежности альф а изменяю тся в пределах от 
нуля до единицы . Значения 0,80 и выше считаю тся показателям и 
надежной м еры 1.

К оэф ф ициенты  надеж ности альф а для трех перем енны х — 
родительской заинтересованности (Р И ), интереса ребенка к уче­

1 Здесь нет однозначно принятой границы, когда считать измерения надеж­
ными. Н екоторые исследователи считаю т хорошим показателем и 0,7 (см.: 
E.J. Pedhazur, L. P. Schmelkin).
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бе (Д И ) и его академической успеваемости (АУ) —- соответствен­
но равны 0,83; 0,85 и 0,73. С учетом этих показателей надежности 
стандартизированны е путевые коэф ф ициенты  для трех наших мо­
делей путей приведены на рис. 7.1. И ндикатор, или измеренный 
показатель, называется наблюдаемой, или явной, переменной и изоб­
ражается прямоугольником или квадратом, в то дремя как сама 
переменная называется латентной и изображается с помощью кру­
га или эллипса. Стрелки направлены от латентны х переменных к 
наблюдаемым и показываю т, что индикаторы  являю тся отраж е­
нием лежащих в их основе латентных переменных. Например, боль­
шая родительская заинтересованность будет отражаться на исполь­
зуемом для ее измерения индикаторе. О днако помимо стрелок, 
исходящих из латентных переменных, в каждую наблюдаемую пе­
ременную  входит еще одна дополнительная стрелка. Величина, 
указываемая рядом с этой стрелкой, представляет собой долю  спе­
циф ической  дисперсии, или дисперсии, связанной  с ош ибкой 
измерения соответствующ его индикатора. Она вычисляется путем 
вычитания коэф ф ициента надежности из единицы. Так, доля дис­
персии ош ибки родительской заинтересованности составляет 0,17 
(1 -0 ,8 3 ' =0,17).

П оскольку здесь учитывается дисперсия ош ибки , значения 
путевых коэф ф ициентов на рис. 7.1 выше, чем на рис. 6.4. Так, 
коэф ф ициент пути между родительской заинтересованностью  и 
академической успеваемостью  на рис. 7.1 равен 0,34 (по сравне­
нию  с 0,29 на рис. 6.4). Величина косвенного влияния родитель­
ского интереса на академическую  успеваемость вычисляется со ­
верш енно так же, как и в случае, когда анализ путей проводился 
с помощью множественной регрессии. Путевой коэф фициент меж­
ду родительской заинтересованностью  и интересом ребенка к учебе 
умножается на путевой коэф ф ициент между интересом ребенка к 
учебе и его академической успеваемостью , что дает приближ ен­
ное значение косвенного эф ф екта, равное 0,23 (0 ,4 5 x 0 ,5 2  = 0,23) 
для второй модели и 0,34 (0,49 х 0,70 = 0,34) для третьей модели 
(см. рис. 7.1). В случае выборки из 14 наблю дений ни один из 
путевых коэф ф и ци ен тов  в трех моделях путей, приведенны х на 
рис. 7.1, не является статистически значимым. Анализ путей на 
такой маленькой выборке проводить нельзя. При более разумном 
объеме выборки в 140 наблю дений все путевые коэф ф ициенты  
являю тся статистически значимыми.

Первые две модели (см. рис. 7.1) являю тся однозначно опреде­
ленны ми и обеспечиваю т идеальное или предельное согласие с 
данны ми при минимальном значении критерия хи-квадрат, рав­
ном нулю, и отсутствии степеней свободы. К ритерий хи-квадрат

1 Эти показатели вычисляются как корень квадратный из соответствующего 
показателя надежности (см. далее).
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для переопределенной модели будет зависеть от объема выборки. 
При 14 наблю дениях критерий хи-квадрат для третьей модели ра­
вен 1,00 и обладает одной степенью  свободы. Это значение не 
является статистически значимым, р >  0,05. В случае 140 наблю де­
ний число степеней свободы по-преж нем у равно единице, но 
критерий хи-квадрат теперь равен 10,65, что статистически значи­
мо с р  < 0,001. Поскольку третья модель является подмножеством 
или вложенной моделью по отнош ению  ко второй модели1, можно 
сравнить степень соответствия данным третьей и второй моделей, 
вычитая критерий хи-квадрат и число степеней свободы второй 
модели из соответствующих показателей третьей. Так как вторая 
модель обеспечивает идеальное соответствие данны м, разность зн а­
чений критерия хи-квадрат и числа степеней свободы будет со­
впадать с критерием хи-квадрат (например, 1 0 ,6 5 -0 ,0 0 =  10,65), 
числом степеней свободы ( 1 - 0  = 0) и статистической зн ачим о­
стью третьей модели. При объеме выборки в 140 наблю дений раз­
ность величин хи-квадрат является статистически значим ой, п о ­
казы вая, что третья модель хуже согласуется с данны м и, чем 
вторая2.

Число степеней свободы модели определяется путем вычита­
ния числа оцениваемы х параметров из числа всевозможных ди с­
персий и ковариаций наблюдаемых переменных. Число дисперсий 
и ковариаций наблюдаемых переменных вычисляется по общей 
формуле: п(п  + 1)/2, где п — число наблюдаемых переменных. 
Число дисперсий и ковариаций для всех трех моделей, приведен­
ных на рис. 7.1, равно 6 [3(3+ 1)/2 = 6]. Число оцениваемы х пара­
метров равно 6 для первых двух моделей и 5 — для третьей модели. 
Оцениваемые параметры отображаются в выходном файле про­
граммы L1SREL для структурного моделирования.

Измерительные модели

Более слож ны й метод учета ош ибки  изм ерения в структурном 
моделировании в случае, когда перем енны е измеряю тся с пом о­
щью двух или более индикаторов, состоит в том , чтобы предста­
вить переменную  как ф актор по аналогии с конф ирм аторны м  
ф акторны м  анализом . И ндикаторы  конкретной  перем енной ха-

1 Один параметр фиксирован равным нулю.
2 Как и в предыдущей главе, сделаем замечание: тот факт, что третья модель 

не соответствует экспериментальным данным, следует уже из того, что крите­
рий хи-квадрат равен 10,65 при одной степепи свободы, т.е. уровень значимости 
нулевой гипотезы р < 0,01, и ее можно отвергнуть. Нулевая гипотеза в случае 
проверки структурной модели утверждает, что модель соответствует экспери­
ментальным данным. Поэтому проверять по критерию разностей вложенных мо­
делей необходимости нет.
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растеризую тся через нагрузки на ф актор , отраж аю щ ий эту п е­
рем енную . Д ля того чтобы модель не оказалась  недоопределен- 
ной , необходим о ф и кси ровать  значен ие одного из парам етров 
для каждого ф акто р а1. Это обы чно осущ ествляется путем п ри п и ­
сы вания путевому коэф ф ициенту  между одним из индикаторов 
перем енной  и ее фактором  единичного  зн ачен ия, что задает и з­
мерительную  ш калу латентной  перем енной. С тандартизирован­
ные путевые коэф ф ициенты  для моделей показаны  на рис. 7.2, 
где путевым коэф ф ициентам  между каждым ф актором  и первым 
и ндикатором  этого ф актора приписы валось ф и кси рован н ое еди­
ничное зн ач ен и е (АУ1, Д И 1 и РИ 1). Зн ачен ия показателей  со ­
гласия для данной  модели, а также путевых коэф ф ициентов меж­
ду латентны м и перем енны м и одни и те же, незави си м о от того, 
нагрузка на какой  из трех индикаторов по каж дому ф актору 
вы бирается в качестве ф и кси р о ван н о го  зн ачен ия. К освенны й 
путевой ко эф ф и ц и ен т  между родительской  заи н тер есо ван н о с­
тью  и академ ической успеваемостью  равен произведению  путе­
вых коэф ф и ци ен тов  между родительской заинтересованностью  
и интересом ребенка к учебе и между интересом  ребенка к учебе 
и его академ ической успеваемостью . Он приближ енно равен 0,18 
(0,41 х 0,43 = 0,18) для второй модели и 0,28 (0 ,4 4 x 0 ,6 3  = 0,28) — 
для третьей модели. При размере выборки в 14 наблю дений ни 
один из этих путевых коэф ф ициентов не является значим ы м, в то 
время как при объеме выборки, равном 140 наблю дениям, все 
эти путевые коэф ф ициенты  являю тся значимыми.

П оскольку число оцениваемы х параметров во всех трех моде­
лях меньш е суммарного числа дисперсий  и ковариаций  наблю ­
даемых перем енны х, все три модели являю тся переопределен­
ными. К ак и ранее, соответствие первых двух моделей данны м 
одинаково и не может сравниваться2. Д ля переопределенны х м о­
делей значение критерия хи-квадрат зависит от объема вы бор­
ки, которы й в наш ем случае целесообразно довести до 140 н а­
блю дений. Т ак как третья модель является подмнож еством вто­
рой, мож но сравнить их с точки зрения лучш его соответствия 
эксперим ентальны м  данны м . Это осущ ествляется путем вы чита­
ния критерия хи-квадрат второй модели из критерия хи-квадрат 
третьей модели (107,81 -9 0 ,2 7  = 17,54) и вы яснения статистиче­
ской значимости этой разности с учетом того, что число степе­
ней свободы равно разности числа степеней свободы данны х двух 
моделей, в нашем случае это 1 ( 2 5 - 2 4 =  1). Обладая одной степе-

1 Значение одного из параметров для каждого фактора фиксируют не для 
того, чтобы преодолеть ситуацию недоопределенности, а чтобы задать масштаб 
измерений каждой латентной переменной. Собственно говоря, этот же факт ука­
зывается в следующем предложении.

2 Точнее, ни одна из двух моделей не является вложенной в другую.
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а — «коррелирующая прямая» (х2 (хи-квадрат) = 90,27; d f (число степеней свободы) = 
= 24; р < 0,001); б  — «прямая и косвенная» (х’ = 90,27; df= 24; р < 0,001>; в — «косвен­
ная» (х2= 107,81; df= 25; р<  0.001) [п= 140; > < 0 ,0 0 1  (двусторонний критерий)]
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нью свободы, критерий хи-квадрат должен иметь значение 3,84, 
чтобы быть значимым согласно двустороннему критерию  на уров­
не 0,05, что имеет место в наш ем случае. Следовательно, третья 
модель обеспечивает значимо худшее согласие с данны ми по срав­
нению  со второй моделью.

О днако тот ф акт, что критерий хи-квадрат для первой и вто­
рой моделей является статистически значим ы м , означает, что 
эти две модели не обеспечиваю т достаточного согласия с дан ­
ны м и, если использовать критерий хи-квадрат как меру согла­
сия. К  настоящ ему времени разработано множ ество различны х 
показателей (критериев) согласия. И каждая ком пью терная про­
грамма, реализую щ ая структурное м оделирование, в том числе 
и LISR EL, выдает целый ряд таких п оказателей1. О писание этих 
индексов мож но найти в других книгах (наприм ер, J .C . Loehlin, 
1998). Выдаваемые L1SREL показатели свидетельствуют о том, что 
согласие наших моделей с данны ми ниже желаемого. В этих обсто­
ятельствах может оказаться целесообразны м освободить один или 
более параметров, чтобы улучшить соответствие модели данны м.

Отчет о результатах

Обычно отчет о результатах структурного моделирования вклю ­
чает довольно длинны е объяснения вы полненны х операций, п ри ­
водятся диаграммы путей проверяемых моделей. Если нас интере­
суют исклю чительно результаты этих моделей, то на диаграммах 
путей также отображаются путевые коэффициенты  и доли необъяс- 
ненной дисперсии ош ибки, как показано на рис. 7.1 и 7.2. Там, 
где модели с наилучш им согласием отличаются от первоначаль­
ных, результаты отображаются в дополнительны х диаграммах пу­
тей. Обычно для проверяемых моделей приводят значения несколь­
ких индексов согласия.

Процедура LISREL для анализа с учетом надежности 
измерения

П риведенны е ниже команды, выделенные жирным ш рифтом, 
следует выполнить, чтобы получить соответствующ ие результаты 
для третьей модели на рис. 7.1:

РА: Indirect model with measurement reliability
DAta N lnputvar=3 NObserv= 140
LAbels

1 В англоязычной литературе для этих показателей используется термин «index» 
(индекс).
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OUtput Effect

Опиш ем кратко назначение этих команд. Ключевые слова, та­
кие, как DAta (данны е) и LAbels (м етки, имена перем енны х), 
могут быть сокращ ены  до первых двух символов, которые для это­
го выделяются использованием заглавного регистра.

П ервая строка, озаглавленная РА (P ath  Analysis — Путевой 
анализ), обеспечивает вывод заголовка на каждой странице окна 
вывода результатов.

Строка, начинаю щ аяся с DA, указывает число (Num ber) вход­
ных переменных (Input variables) (в нашем случае оно равно трем) 
й число (Num ber) наблю дений (observations) (равно 140).

Строка, начинаю щ аяся с LA, означает, что следующая строка 
содержит имена вводимых переменных. И мена переменных пере­
числены  в том же порядке, что и переменны е в корреляционной 
матрице, которая помещ ена на следующей строке после строки, 
начинаю щ ейся с КМ . Первыми перечислены эндогенные пере­
менны е (в нашем случае Д етский И нтерес к учебе и его А кадеми­
ческая Успеваемость). Экзогенны е переменны е (у нас — Роди­
тельский И нтерес) перечисляю тся последними.

Строки в программе L1SREL могут содержать до 127 символов, 
включая пробелы. Строка, начинаю щ аяся с М О , была разбита на
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четыре строчки для сокращ ения числа последовательно отобра­
жаемых знаков в строке вывода на странице и лучш его восприя­
тия текста (неразбитая строка содержала 119 символов и пробе­
лов). Д ля обозначения продолжения строки используется символ 
«с» в конце после заверш ения определенной частной команды.

Число (Num ber) измеряемых переменных Y, соответствующих 
эндогенным латентны м переменны м, равно двум. Число (Num ber) 
латентных эндогенных переменных Е также равно двум. Число 
(Num ber) измеряемых переменных X, соответствующ их экзоген­
ных латентным переменны м, равно одному. Число (N um ber) л а ­
тентных экзогенны х переменных К также равно одном у1.

Параметры модели содержатся в нескольких матрицах. М атри­
ца для каждой из латентных переменны х (LY и LX) составлена 
только из параметров, располож енны х на диагонали (D iagonal) 
матрицы, так как имеется только один путевой коэф ф и ци ен т для 
каждой наблю даемой и латентной переменной. Этим путевым ко­
эф ф ициентам  были присвоены ф иксированны е значения, равные 
корням квадратным из коэф ф ициентов  надежности альф а для 
наблюдаемых переменных, с помощ ью  команд M Atrix LY и LX. 
Например, путевому коэф фициенту между первой эндогенной пе­
ременной (ДИ ) и ее индикатором было присвоено ф иксирован­

ное значение 0,92 (^0,85 = 0,92), а коэффициенту пути между вто­
рой эндогенной переменной (АУ) и ее индикатором — ф иксиро­

ванное значение 0,85 (^/0,73 = 0 ,85).

1 Здесь необходимо пояснить ситуацию, ибо с формальной точки зрения 
измеряемая переменная X является эндогенной: зависит от латентной перемен­
ной Е. Однако никакой ошибки тут нет, если вспомнить, как объяснял все эти 
понятия сам автор программы LISREL и разработчик всей терминологии Карл 
Йореског (K .G.Joreskog). Он использовал термины «эндогенная» и «экзогенная» 
для характеристики латентных переменных: независимые латентные перемен­
ные называются экзогенными, а зависимые — эндогенными. Путевая диаграм­
ма, содержащая только латентные переменные, называется структурной моде­
лью. Согласно концепции Йорескога, латентные переменные проявляются толь­
ко через измеряемые. С одной стороны, установленные непосредственно значения 
измеряемых переменных позволяют определить значения латентных перемен­
ных, измерить которые напрямую нельзя. Соответствующие каждой латентной 
переменной измеряемые переменные называются индикаторами этой латентной 
переменной. С другой стороны, эти латентные переменные детерминируют ин­
дикаторы. Таким образом, индикаторы бывают и у экзогенных, и у эндогенных 
переменных. Если же возникает ситуация модели, в которой вместо эндогенных 
и (или) экзогенных латентных переменных рассматриваются наблюдаемые пере­
менные (как это сделано в гл. 6), то предлагается вводить фиктивные латентные 
переменные для каждой наблюдаемой переменной с фиксированным коэффи­
циентом детерминации, равным I, и фиксированным остаточным членом, рав­
ным нулю. Статистические показатели модели при этом никак не меняются, а 
соответствующие фиктивные латентные переменные оказываются либо экзоген­
ными, либо эндогенными.
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М атрицы долей дисперсии ош ибок индикаторов экзогенных 
(T D elta1) и эндогенных (TEpsilon) латентных переменных явля­
ются диагональными по умолчанию , а соответствующ им элем ен­
там этих матриц могут быть присвоены ф иксированны е значения 
с помощ ью  команд MAtrix TEpsilon и TDelta. Эти значения полу­
чаются путем вычитания коэф ф ициента надежности соответству­
ющей переменной из единицы. Н апример, доле дисперсии ош иб­
ки индикатора первой эндогенной переменной (Д И ) было при­
своено ф иксированное значение, равное 0,15 (1 - 0 ,8 5  = 0,15), а 
доле дисперсии ош ибки индикатора второй эндогенной перем ен­
ной (АУ) — значение 0,27 (1 -  0,73 = 0,27).

Пути между экзогенны ми и эндогенны ми переменны ми опре­
деляю тся GAmma матрицей, в то время как пути между парами 
эндогенных переменных — BEta матрицей. В GAmma матрице путе­
вые коэф ф ициенты  могут варьировать. П оскольку в данной моде­
ли отсутствует путь между родительской заинтересованностью  и 
академической успеваемостью  ребенка2, соответствующ ий путе­
вой коэф ф ициент должен быть ф иксированны м  (Fixed), а не сво­
бодным. Это указывается строкой, начинаю щ ейся с FI. Д анны й 
коэф ф ициент пути определяется своим положением в GAmma мат­
рице во второй строке первого столбца. Д ля анализа второй моде­
ли просто удаляем данную  строку3.

BEta матрица задается таким образом, что единственны й коэф ­
ф ициент пути между интересом ребенка к учебе и его академи­
ческой успеваемостью  является свободным параметром.

М атрица PSi задается как диагональная матрица, в которой 
указываются оценки ош ибок4 двух эндогенных переменных (инте­
реса ребенка к учебе и его академической успеваемости).

Строка, начинаю щ аяся с LE, задает имена (метки Label) двух 
eta-, или латентных эндогенных, переменных — детского интере­
са к учебе (ДИ) и академической успеваемости ребенка (АУ). Сами 
эти имена приводятся в следующей строке.

С трока, начинаю щ аяся с LK, определяет имя (метку Lable) 
ksi-, или латентной экзогенной, переменной родительского инте­
реса (РИ ). Имя этой переменной приведено в следующей строке.

Строка, начинаю щ аяся с PD , задает вывод диаграммы пути 
(path diagram) для данной модели.

Строка, начинаю щ аяся с O U , задает специф икации  выводи­
мых результатов. Величины прямых и косвенных эф ф ектов выво­
дятся с помощ ью  добавления EF.

1 Для того чтобы не путаться во всей этой терминологии матриц, обозначае­
мой разными буквами, мы отсылаем читателя к основной схеме, предложенной 
К.Йорескогом в приложении.

2 Т.е. он принудительно приравнен нулю.
3 Т.е. освобождаем, позволяем ему варьировать.
4 Свободными по умолчанию (см. прил.).
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Выводимая LISREL информация по результатам анализа 
путевой модели с учетом надежности измерений

Д ля краткости будут приведены и прокомментированы  лиш ь 
некоторые фрагменты выводимых результатов. Выводимая д иа­
грамма путей аналогична приведенной на рис. 7.1 для третьей м о­
дели с той лиш ь разницей, что на ней отсутствуют звездочки, 
означаю щ ие статистическую  значимость, и присутствуют значе­
ния критерия хи-квадрат, вычисленного по методу наименьш их 
квадратов, и корень квадратный из среднеквадратичной ош ибки 
приближ ения (RM SEA). Путевые коэф ф ициенты  также приведе­
ны в матрицах табл. 7.1. Например, путевой коэф ф ициент между 
явной и латентной переменны ми интереса ребенка к учебе (C I1) 
отражен в Lambda-Y матрице и равен 0,92. Путевой коэф ф ициент 
между латентны ми эндогенны ми переменны ми интереса ребенка 
к учебе (C I) и его академической успеваемости (АА2) приведен в 
BETA матрице и равен 0,70. Величина в круглых скобках непос­
редственно под ним представляет собой его стандартную  ош ибку, 
равную 0,09. П од ней приведено значение f-критерия (критерия 
Стьюдента) для определения статистической значимости данного 
путевого коэф фициента (/= 7 ,6 5 ). Для выборки объемом в 140 на­
блюдений при использовании двустороннего критерия Стьюдента 
критическое значение t для уровня значимости 0,05 приближенно 
равно +1,98, для уровня значимости 0,01 — ±2,62, для уровня зна­
чимости 0,001 — ±3,37. П оскольку 7,65 > 3,37, данны й путевой 
коэф ф ициент статистически значим на уровне ниже 0,001.

Т а б л и ц а  7.1. Выводимые LISREL результаты для путевых 
коэффициентов модели с учетом надежности измерений

LISREL Estimates (Maximum Likelihood) 

LAMBDA-Y

____ CI _____AA
CI 6792 --
AA -- 0,85

LAMBDA-X

PI
pi оТэ!

1 В русской версии ДИ.
2 В русской версии АУ.
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BETA

Cl AA
Cl II -V
AA 0 ,7 0  

( 0 ,0 9 )
7 , 65

GAMMA

PI
PI  0 , 4 9  

( 0 ,0 9 )
5 , 27

AA

Д оля дисперсии ош ибок индикаторов также представлена в 
матрицах табл. 7.2. Например, доля дисперсии ош ибки для инди­
катора интереса ребенка к учебе (C I) выведена в T H E T A -E PS 
матрице и равна 0 ,15.

К освенны й эф ф ект влияния латентной переменной родитель­
ской заинтересованности (C I) на академическую  успеваемость ре­
бенка (АА) показан в матрице табл. 7.3 и равен 0,34. Имея соответ­
ствующее значение /, равное 4,47, данны й эф ф ект является ста­
тистически значимым по двустороннему критерию  Сгъюдента на 
уровне ниже 0,001.

Т а б л и ц а  7.2. Выводимые LISREL результаты для оценок ошибок 
дисперсий третьей модели с учетом надежности измерений

THETA-EPS

CI АА
0 ,1 5  0 , 2 7

Squared Multiple Correlations for Y-variables

CI AA
0 , 8 5  0 , 73

THETA-DELTA

PI
0 Д 7

Squared Multiple Correlations for X-variables

PI
0~83
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Т а б л и ц а  7.3. Выводимые LISREL результаты для косвенного 
эффекта в третьей модели с учетом надежности измерений

indi rect Effects of KSI on e t a  

pi

Cl
AA 0 , 3 4  

(0 ,0 8 )  
4 , 4 7

Процедура LISREL для анализа путей с учетом 
измерительной модели

Чтобы получить результаты для третьей модели, приведенные 
на рис. 7.2, необходимо выполнить команды , приведенные ниже 
и выделенные жирным шрифтом:

РА: Indirect model with measurement model 
DAta N lnputvar=9 NObserv= 140 
LAbels
cil ci2 ci3 aa I aa2 aa3 pil pi2 pi3 
KMatrix
1,00
0,64 1,00
0,79 0,54 1,00
0,42 0,40 0,41 1,00
0,29 0,37 0,38 0,49 1,00
0,41 0,35 0,45 0,54 0,59 1,00
0,25 0,39 0,33 0,19 0,39 0,41 1,00
0,23 0,21 0,42 0,19 0,58 0,34 0,59 1,00
0,27 0,24 0,26 0,25 0,35 0,38 0,69 0,61 1,00
MOdel N Yvar=6 N Xvar=3  NKvar= I NEvar=2 с 
GAmma=FRee BEta=SD PSi=Diagonal 
Fixed GAmma (2,1)
FRee LX (2 ,1) LX(3,l)c  
LY(2,I) LY(3,I) LY(5,2) LY(6,2)
STartval I LX ( 1, 1)  с 
L Y (I,I)L Y (4 ,2 )
LEta 
Cl AA  
LKsi PI 
P Diagram 
OUtput SS EF

П рокомментируем лиш ь различия между данны м  и предыду­
щ им набором команд.
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Количество вводимых переменных равно девяти, а их имена 
(метки) — от CI1 до PI3 соответственно. К орреляционная матри­
ца содержит коэф ф ициенты  корреляции этих переменных.

Имеется шесть эндогенных (NY) и три экзогенны х (NX) явных 
(наблю даемых) перем енны х1.

Прямоугольные или квадратные матрицы латентных перем ен­
ных (LX и LY) по умолчанию  содержат ф иксированны е парамет­
ры. Нам необходимо сделать свободными путевые коэф ф и ци ен ­
ты, или нагрузки, вторых и третьих индикаторов для каждой л а ­
тентной переменной, что мы осущ ествляем с помощ ью  строки, 
начинаю щ ейся с FR. Н ам необходимо задать ф иксированны е еди­
ничные коэф ф ициенты  путей для первых индикаторов каждой 
латентной переменной, что мы выполняем с помощ ью  команды, 
начинаю щ ейся с ST.

П ервое число в круглых скобках соответствует строке, а вто­
рое — столбцу. П оскольку у нас есть только одна экзогенная л а­
тентная переменная (LX), то и столбец тоже только один, с тремя 
строками. У нас имеется две эндогенные латентные переменные, а 
значит, для них заданы два столбца с шестью строками. В первых 
трех строках первого столбца расположены индикаторы интереса 
ребенка к учебе, в то время как в последних трех строках второго 
столбца расположены индикаторы академической успеваемости.

Четыре строки, начинавш иеся с МА в предыдущем наборе 
команд, здесь опущ ены, поскольку данны е величины будут вы ­
числяться для каждого из индикаторов латентны х переменных.

Чтобы вывести стандартизированны е коэф ф ициенты , в стро­
ку, начинаю щ ую ся с O U , были добавлены символы SS.

К ак и в предыдущем случае, чтобы провести анализ для вто­
рой модели, необходимо исклю чить строку, начинаю щ ую ся с 
инструкций Fixed GAmma.

Выводимая LISR EL информация по результатам анализа 
модели путей с учетом измерительной модели

На диаграмме путей приводятся нестандартизированны е путе­
вые коэф ф ициенты  для рассматриваемой модели. П оскольку они 
могут изменяться в зависимости от масштаба используемых изме­
рений, в случае, когда нас интересуют относительны е величины 
коэффициентов, полезнее видеть стандартизированные показате­
ли. Это можно изменить с помощью последовательного выбора пунк­
та View строки меню  в верхней части окна программы, пункта

1 Правильнее было бы сказать: имеется 6 наблюдаемых переменных, относя­
щихся к латентным эндогенным переменным, и 3 наблюдаемые переменные, 
относящиеся к латентным экзогенным переменным.
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E stim ations — в п оявивш ем ся ниспадаю щ ем  м еню  и пункта 
Standardized Solution — в появляю щ емся дочернем ниспадаю щем 
меню  второго порядка. Альтернативным вариантом является вы­
вод стандартизированны х показателей в окне вывода программы 
под заголовком Standardized Solution, как это показано в табл. 7.4. 
Н апример, стандартизированны й коэф ф ициент пути между ро ­
дительской заинтересованностью  ( P i1) и интересом ребенка (C I2) 
отображается в GAM M A матрице и равен 0,44.

Статистическая значимость путевых коэф ф ициентов определя­
ется по значениям соответствующих /-величин. Они могут быть 
отображены на диаграмме путей при выборе пункта t-V alues в уже 
упоминавш емся дочернем меню второго порядка. Альтернативным 
способом вывода является третья строка соответствующих матриц 
под общим заголовком LISR E L  estim ates в окне вывода результа­
тов L1SREL. Н апример, /-величина для путевого коэф ф ициента 
между родительской заинтересованностью  (PI) и интересом ре­
бенка (С1) приведена в G A MMA  матрице и равна 4,58 (табл. 7.5). 
Это статистически значимо по двустороннему критерию при уровне 
значимости меньш е 0,001.

Т а б л и ц а  7.4. Выводимые LISREL результаты 
для стандартизированных путевых коэффициентов 
третьей модели с учетом измерительной модели

Standardized Solution

LAMBDA -Y

CI AA
cil 0~90 - -

ci 2 0,68 - -

ci 3 0,87 - -

aal - - 0,69
aa2 - - 0,71
aa3 -- 0,80

LAMBDA-X

PI
pil ~~~ 0,82
pi 2 0,73
pi 3 0,83

BETA

CI AA
CI - - —

AA 0,63 --

1 В русской версии РИ.
2 В русской версии ДИ.
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PI
CI 0 , 4 4  
AA

GAMMA

Т а б л и ц а  7.5. Выводимые LISREL результаты 
для нестандартизированиых путевых коэффициентов 
третьей модели с учетом измерительной модели

LAMBDA-Y

CI АА

C i l  ' " Г М  - -
c i  2 0 , 7 6  

( 0 ,0 8 )
9 ,0 1

c i 3 0 , 9 7  
( 0 ,0 8 )

1 2 ,1 4

a a l  - -  1 ,0 0
aa2 - -  1 , 03

( 0 ,1 5 )  
6 , 9 0

ааЗ - -  1 ,1 6
( 0 ,1 6 )  

7 , 2 6

LAMBDA-X

_____ PI

p i l  1 ,0 0  
p i 2 0 , 8 9  

(0 ,10)
8 . 5 8  

p i 3 1 ,0 1
(0 ,11)

9 , 32

BETA

CI __ AA

CI
AA 0 , 4 9  

( 0 ,0 8 )
5 , 82

GAMMA

_____ PI

CI 0 , 4 8  
(0 ,10)

4 . 5 8
AA
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Т а б л и ц а  7.6. Выводимые LISREL результаты 
для стандартизированного косвенного эффекта 
третьей модели с учетом измерительной модели

Standardized indirect Effects of ksi on eta 

pi

Cl
AA 0,28

Т а б л и ц а  7.7. Выводимые LISREL результаты для 
нестандартизированного косвенного эффекта третьей модели с учетом 
измерительной модели

indirect Effects of KSI on ETA 

____ pi
Cl
AA 0,23 

(0,06)
3,73

С тандартизированный косвенны й эф ф ект латентной перем ен­
ной родительской заинтересованности (PI) на латентную  пере­
менную  академ ической  успеваемости ребенка (АА) показан  в 
матрице табл. 7.6 и равен 0,28. Величина t для данного путевого 
коэф ф ициента приведена в третьей строке матрицы табл. 7.7 и 
равна 3,73. Д анны й эф ф ект является статистически значимым по 
двустороннему критерию  С тью дента на уровне ниже 0,001.
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Ч А С Т Ь  I V
ВЕРОЯТНОСТЬ РЕАЛИЗАЦИИ БИНАРНОЙ  
ПЕРЕМ ЕННОЙ

Г л а в а  8

БИНАРНАЯ ЛОГИСТИЧЕСКАЯ РЕГРЕССИЯ

Предисловие научного редактора

Если и зависимая и независимая переменные не количественные, 
а номинативные, то для установления связей между ними используют 
логистическую регрессию. В нашей стране этот вид анализа практиче­
ски не используется. Однако стоит напомнить, что существует метод 
анализа связей между номинативными переменными, разработанный 
российским математиком С.Чесноковым, и называется он «детермина- 
ционный анализ» (О. В. Митина, 2004).

Л огистическая, или логит-м нож ественная , регрессия прим е­
няется в том случае, если надо определить, какие переменны е 
сильнее всего связаны  с вероятностью  реализации конкретной 
категории другой перем енной. Эта категория может быть одним 
из значений дихотом ической , или бин арн ой , перем енной , со ­
держ ащ ей всего две категории (два варианта ответа), наприм ер 
сдача или провал экзам ена, наличие или отсутствие определен­
ного заболевания в результате проведения диагностики , п ри зн а­
ние виновны м или невиновны м  и т .п . И ли же категория может 
быть одним из вариантов ответов полихотомической мультино­
миальной перем енной, предусматривающ ей три или более вари­
антов ответов. Н апример, в результате диагностики психического 
состояния пациента может быть установлено наличие: 1) депрес­
сии; 2) тревоги; 3) того и другого; 4) ни того, ни другого. Л оги­
стическая м нож ественная регрессия назы вается бинарной логи­
стической множественной регрессией, когда зависим ая перем ен­
ная, или перем ен ная-откли к, является дихотом ической , и муль­
тиномиальной логистической множественной регрессией, когда за­
висимая переменная является мультиноминальной. В данной главе 
будет рассмотрена лиш ь бинарная логистическая множ ественная 
регрессия, которую  для краткости  будем назы вать логи сти че­
ской  регрессией. М ультиномиальная логистическая множественная
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регрессия рассматривается в других источниках (например, D.W .Hos- 
m er and S.Lemeshow, 1998).

П ы таясь понять логистическую  регрессию , полезно сравнить 
се с множественной регрессией. Оба метода похожи во многих 
отнош ениях и могут применяться сходным образом. О днако ста­
тистики, используемые в логистической регрессии, более слож­
ные. Чтобы разобраться в них, полезно провести сравнение с со­
ответствующими статистиками в множественной регрессии. Л оги­
стическая регрессия считается более адекватным методом анализа 
данны х, чем множ ественная регрессия, в том случае, когда за­
висимая перем енная, или отклик, является качественной , а не 
количественной. П ричины  этого будут объяснены  позже. Н езави­
симы е перем енны е могут вводиться в определенном  порядке, 
как в случае иерархической м нож ественной регрессии, или в 
соответствии со статистическими критериям и, как в случае п о ­
ш аговой множ ественной регрессии. М ож но считать иерархиче­
скую логистическую  регрессию  средством определения того, зн а­
чимо ли одна или более независимы х перем енны х м аксим изиру­
ют вероятность того, что зависимая перем енная приним ает или 
не приним ает определенное значение (т.е. реализуется опреде­
ленная категория).

П роиллю стрируем прим енение логистической  регрессии на 
данны х из табл. 4.1 с той разницей, что непреры вная переменная 
академической успеваемости ребенка будет преобразована в б и ­
нарную  переменную  успеш ной сдачи или провала на экзаменах. 
Д ети, у которых академическая успеваемость 2 или ниж е, счита­
ются проваливш ими экзамены  и кодируются нулем. Те, кто н а­
брал 3 и более баллов, считаются сдавш ими экзамены  и кодиру-

Т а б л и ц а  8.1. Академическая успеваемость ребенка, закодированная 
как бинарная переменная

Наблюде­
ния

Успевае­
мость

ребенка

С пособно­
сти ребенка

Интерес
ребенка

Заинтересо­
ванность

родителей

Заинтересо­
ванность
учителей

1 0 1 1 2 1

2 0 3 3 1 2

3 0 2 3 3 4

4 1 3 2 2 4

5 1 4 4 3 2

6 1 2 3 2 3

7 1 3 5 3 4

8 1 4 2 3 2

9 1 3 4 2 3
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ются единицей (табл. 8.1). Н езависимые переменны е могут быть 
количественны ми или качественны ми, но здесь ограничимся д е­
монстрацией лиш ь количественных переменных и будем сравни­
вать пошаговую множественную  регрессию и логистическую  ре­
грессию.

Прогнозируемые значения

Результаты пош аговой множ ественной регрессии, вы полня­
емой в данном  случае, отличаю тся от результатов, приведенных 
в гл. 4, поскольку изм енились значения академической успевае­
мости ребенка, что привело к изменению  коэф ф ициентов корре­
ляции  между академической успеваемостью  и независимы ми пе­
ременны ми. П редиктором, объясняю щ им наибольш ую  долю  ди с­
п ерси и  акад ем и ч еско й  успеваем ости  р еб ен ка , являю тся его 
умственные способности, за которыми следует заинтересованность 
учителей, а затем родительская заинтересованность. М ожно вы­
числить величину академической успеваемости ребенка на осно­
вании трех независимых переменных с помощью следующего урав­
нения регрессии:

[Значение прогнозируемой академической успеваемости] =
= [Значение умственных способностей ребенка] + [Значение 
заи н тересованн ости  учителей] + [Значение родительской 

заинтересованности] + [Константа уравнения регрессии],

где значения независимых переменных умножаются на соответ­
ствующие нестандартизированные частные коэффициенты  регрес­
сии. Эти коэф ф ициенты  приближ енно равны 0,28; 0,11 и 0,09 со­
ответственно.

К онстанта уравнения регрессии равна -0 ,62 . И спользуя эти 
величины , можно вы числить значение прогнозируем ой акаде­
мической успеваемости для каждого из девяти наблю дений (см. 
табл. 8.1). Н апример, прогнозируемое значение -0 ,05  академиче­
ской успеваемости для первого наблюдения, где величина умствен­
ных способностей ребенка равна 1, заинтересованность учителей 
равна 1, а родительская заинтересованность равна 2, вычисляется 
следующим образом:

(0,28 х 1) + (0,11 х 1) + (0,09 х 2) + (-0 ,62) =
= 0,28 + 0,11 + 0 ,1 8 -0 ,6 2  = -0 ,05 .

Реальное значение этой перем енной равно нулю, так  что п ро­
гнозируемое значение очень близко к реальности . П рогнозиру­
емые значения для каждого из девяти наблю дений приведены в 
табл. 8.2.
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Т а б л и ц а  8.2. Величины для вычисления квадрата множественной 
корреляции

Наблюдения Реальное
значение

Прогнозируемое
значение

(П р о гн о з-
среднее)2

(Реальность—
среднее)2

1 0 -0,05 (-0,05 -  0,б7)2 = 
= 0,52

(0 -  0,67)2 = 0,45

2 0 0,53 (0,53 -  0,67)2 = 
= 0,02

(0 -  0,67)2 = 0,45

3 0 0,65 (0,65 -  0,67)2 = 
= 0,00

(0 -  0,67)2 = 0,45

4 1 0,84 (0,84 -  0,67)2 = 
= 0,03

(1 -  0,67)2 = 0,11

5 1 0,99 (0,99 -  0,67)2 = 
= 0,10

(1 -  0,67)2 = 0,11

6 1 0,45 (0,45 -  0,67)2 = 
= 0,05

(1 -0 ,6 7 )2 = 0,11

7 1 0,93 (0,93 -  0,67)2 = 
= 0,07

(1 -  0,67)2 = 0,11

8 1 0,99 (0,99 -  0,67)2 = 
= 0,10

(1 -  0,67)2 = 0,11

9 1 0,73 (0,73 -  0,67)2 = 
= 0,00

(1 -0 ,67)2  = 0,11

Сумма
Среднее

6

, 0,67
0,89 2,00

Квадрат множественной корреляции

Исходя из прогнозируемых и ф актических значений (баллов) 
можно вычислить, какая доля дисперсии академической успевае­
мости объясняется данны ми тремя независимы ми переменны ми. 
Эта доля задается квадратом множественной корреляции, вы чис­
ляемы м по следующей формуле:

[Квадрат множественной корреляции] =

_  [Сумма (предсказанное значение -  среднее значение)]2 
[Сумма (фактическое значение -  среднее значение)]2

И ны ми словами, доля объясняемой дисперсии определяется 
отнош ением дисперсии прогнозируемых значений к дисперсии 
ф актических значений. Эти дисперсии приведены в табл. 8.2. На 
самом деле дисперсии в 30 раз больш е, поскольку объем выборки 
равен 270, а не 9, но это не играет роли, так как множитель 30 
появляется как в числителе, так и в знаменателе, и потому сокра­
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щается. Квадрат множ ественной корреляции приближ енно равен 
0,445 (0 ,89/2 ,00  = 0,445). И спользуя данны й метод, мож но вы чис­
лить квадрат множ ественной корреляции для лю бого множества 
независимы х переменны х и определить величину статистической 
значим ости добавляемы х предикторов, используя /■’-отнош ение 
(см. гл. 6).

Прогнозируемая вероятность

В случае логистической регрессии мы вычисляем прогнозируе­
мую вероятность реализации категории, а не прогнозируемую  ве­
личину признака. Вероятность появления категории представляет 
собой отношение числа реализаций этой категории к общему числу 
случаев и может быть выражена следующей формулой:

[Частота категории] 
[Вероятность категории] = — 1-------------------------- -— .

[Частота всех категорий]

Вероятность изменяется в интервале отО до  1. Вероятность того, 
что ребенок успеш но сдаст экзам ен, без учета независимых пере­
менных, есть отнош ение количества детей, успеш но сдавших э к ­
зам ен, к общему количества детей, и в данном  случае составляет 
около 0,67 (6 /9  = 0,667).

Введем понятие шанс события как отнош ение частоты воз­
никновения события к частоте его отсутствия. В примере со сдачей 
экзам ена ш анс ребенка успеш но сдать экзамен равен 6: 3 ,  что 
мож но упростить и представить как 2: 1.  Тогда вероятность собы ­
тия может быть выражена через его ш анс по следующей формуле:

._  . IШанс события]1 
[Вероятность категории] = -------------------------.

[1+шанс события]

Вернемся к прим еру с экзам еном . Если подставить ш анс ус­
пеш но сдать экзам ен  в формулу, приведенную  выш е, то м ож но 
видеть, что вероятность успеш ной  сдачи экзам ен а равна 0,67 
[2,0/(1 + 2,0) = 0,667]. О снованием определения вероятности через

1 Действительно, пусть wy — частота наступления события; и>„ — частота 
отсутствия события, тогда сумма (юу + w„) равна совокупной частоте всех воз-

W
можных в данном опыте событий, а вероятность события Р ---------— .wy + и>„

Эту формулу можно преобразовать, разделив числитель и знаменатель на wH:
wy

Р = ——— , но ведь и есть шанс события.
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Способности ребенка

Рис. 8.1. Графики множественной ( / )  и логистической (2 ) регрессии

шанс является тот ф акт, что формула, используемая в случае л о ­
гистической регрессии для вычисления вероятности появления 
собы тия, выражается подобным образом 1.

М ножественная линейная регрессия предполагает, что связь 
между зависимой переменной и независимы ми признаками луч­
ше всего может быть представлена прямой линией. На рис. 8.1 изоб­
раж ена прямая регрессии для зависимого признака (успеш ной 
сдачи экзам ена) и единственного независим ого признака (ум­
ственных способностей  ребенка). О граничимся одной незави си ­
мой перем енной , чтобы упростить объяснение. Н естандартизи- 
рованны й коэф ф и ци ен т регрессии для умственны х сп особн ос­
тей ребенка приближ енно равен 0,31. Это означает, что для л ю ­
бого изм енения умственных способностей  ребенка на единицу 
соответствую щ ее изм енение признака успеш ной или неудачной 
сдачи экзамена составляет 0,31. Д анное соотнош ение остается од­
ним и тем же как для низкого, так  и для вы сокого уровня ум­
ственных способностей  ребенка. Л огистическая регрессия пред­
полагает, что кривая зависимости  между объясняем ой  перем ен­
ной и объясняю щ им и перем енны м и имеет S-образную , или си г­
моидальную , форму, как показано на рис. 8.1. Это означает, что 
взаим освязь зависим ого и независим ого признаков сильнее все­
го выраж ена в области средней точки 0,5 кривой между прова­
лом на экзам ене и его успеш ной сдачей и слабее всего — на 
концах кривой. Заданное изм енение независим ой перем енной  
будет иметь гораздо больш ий эф ф ект в середине кривой, чем на
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лю бом из ее концов. Когда зависим ы й п ри зн ак  является б ин ар­
ны м , точки, отвечаю щ ие значениям  зависим ой и независим ой 
перем еной, будут располож ены  ближе к такой  S-образной  кри ­
вой, чем к прямой линии .

Логарифмический шанс

Эта S-образная зависимость выражается в терминах натураль­
ного логариф ма ш анса или, как его называю т различные авторы, 
логариф мического ш анса, или логит-преобразования. Такую вза­
имосвязь можно проиллю стрировать, вычислив натуральный л о ­
гарифм ш анса для 15 значений вероятности в интервале от 0,001 
до 0,999 (табл. 8.3) и изобразив эти вероятности как ф ункцию  
натурального логариф ма соответствующих ш ансов (рис. 8.2).

Ш анс вычисляется как отнош ение вероятности того, что со­
бытие произойдет, к вероятности того, что событие не произой­
дет. Вероятность того, что событие не произойдет, равна разности 
между единицей и вероятностью  того, что событие произойдет. 
Таким образом, если вероятность осущ ествления события равна

Т а б л и ц а  8.3. Значения вероятностей, шансов и логит-преобразований

Вероятность 1 -  вероятность Шанс Логит-преобразование

0,0001 0 ,9 9 9 9 0,0001 - 9 ,2 1 0 2

0 ,0010 0 ,9 9 9 0 0 ,0010 -6 ,9 0 6 8

0 ,0100 0 ,9 9 0 0 0,0101 - 4 ,5 9 5 1

0 ,1000 0 ,9 0 0 0 0, 1111 -2 ,1 9 7 2

0 ,2 0 0 0 0 ,8000 0 ,2 5 0 0 -1 ,3 8 6 3

0 ,3000 0,7000 0 ,4 2 8 6 -0 ,8 4 7 3

0 ,4000 0 ,6 0 0 0 0 ,6 6 6 7 - 0 ,4 0 5 5

0 ,5 0 0 0 0 ,5 0 0 0 1,0000 0,0000

0 ,6 0 0 0 0 ,4 0 0 0 1,5000 0 ,4 0 5 5

0,7000 0 ,3000 2 ,3 3 3 3 0,8473

0,8000 0 ,2000 4 ,0 0 0 0 1 ,3863

0 ,9000 0 ,1000 9 ,0000 2 ,1 9 7 2

0 ,9 9 0 0 0 ,0 1 0 0 9 9 ,0 0 0 0 4 ,5 9 5 1

0 ,9 9 9 0 0 ,0 0 1 0 9 9 9 ,0 0 0 0 6 ,9 0 6 8

0 ,9 9 9 9 0,0001 9 9 9 9 ,0 0 0 0 9 ,2 1 0 2
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1,0

0,8 - /  

ё 0,6 /о /х /I- /к /о /
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-1 0  0 10
Логарифм шанса

Рис. 8.2. График вероятности по отношению к логарифму шанса

0,7, то вероятность его неосущ ествления равна 0,3 (1 - 0 ,7  = 0,3). 
Ш анс появления события приближ енно равен 2,33 (0 ,7 /0 ,3  = 2,33). 
Чтобы получить логит-преобразование признака, вычисляем н а­
туральный, или неперов, логарифм его ш анса1.

Н априм ер, натуральный логариф м  числа 2,33 приближ енно 
равен 0,85. Чтобы осущ ествить обратное преобразование логит- 
ф ункции в ш анс, необходимо возвести число е в степень, равную 
численному значению  логит-ф ункции2.

Так, для значения логистической функции, равного 0,85, соот­
ветствующее значение шанса приближенно равно 2,33 (2,7180 85 = 
= 2,33). В нашем примере ш анс ребенка успеш но сдать экзамен 
равен прим ерно 2,00 (0,667/0,333 = 2,00), а его логариф мический 
ш анс приближ енно равен 0,69 (натуральный логариф м от 2,00 
равен 0,693). Л огариф мический ш анс, равный 0,69, дает значение 
соответствующ его ш анса, равное 2,00 (2,7180-693 = 2,00).

В то время как при множ ественной линейной  регрессии рег­
рессионны е коэф ф ициенты  и свободный член используются для 
вычисления прогнозируемого значения зависимого признака, при 
логистической регрессии их применяю т для вычисления его лога­
риф мического шанса.

Затем логариф мический ш анс преобразуется в обычный шанс 
наступления события, который используется в формуле для вы­
числения прогнозируемой вероятности события.

Вероятность категории определяю т по следующей формуле:

1 Ln = loge (логарифм по основанию е — известная из курса математического 
анализа константа, приближенно равная 2,718).

2 Это правило базируется на основном логарифмическом тождестве: 6 = alog“*.
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2 718 натУРальный логарифм шанса

[Вероятность категории] =
|  2  7  1 g  натуральный логарифм и,анса 

натуральный логарифм шансн j  |_ Ц щ -[С  С О Б Ы Т И Я  |

J +  g  натуральный ло.арифм шанса 11 +  ш а н ( .  с о б ы Т И Я ]

П роиллю стрируем вычислеиие вероятности успеш ной сдачи 
ребенком экзам ена для набора баллов, которые приведены в пер­
вой строке выборочной матрицы. Н естандартизированные ко эф ­
фициенты  логистической регрессии для умственных способностей 
ребенка, родительской и учительской заинтересованности при­
ближ енно равны 2,24; 0,60 и 0,77 соответственно, а свободный 
член для данной выборки — (-8 ,86). Л огариф мический шанс ус­
пеш ной сдачи экзамена детьми, у которых величина умственных 
способностей равна I, родительской заинтересованности — 2, учи­
тельской заинтересованности — 1, приближ енно равен (-4,65):

(2,24 х 1) + (0,60 х 2) + (0,77 х 1) + (-8 ,86) =
= 2,24 + 1,20 + 0,77 -  8,86 = -4,65.

О трицательное значение логистической ф ункции означает, что 
у детей с таким и значениям и независимы х перем енны х нет ш ан ­
са успеш но сдать экзам ен. П олож ительное значение л огит-пре­
образования указывает на то, что у детей есть благоприятны й 
ш анс сдать экзам ен, а нулевое значение логистического преоб­
разования говорит о том , что шансы успеш но сдать или прова­
лить экзамен равны. Значение логистической ф ункции , равное 
-4 ,6 5 , дает значение ш анса 0,01 (2,718-4 65 = 0,01), которое, в свою  
очередь, дает значение прогнозируем ой вероятности, прибли ­
ж енно равное 0,01 (0,01/(1 + 0,01) = 0,01). П рогнозируемы е веро­
ятности для девяти испытуемых представлены в третьем столбце 
табл. 8.4.

К оэф ф ициент регрессии для умственных способностей ребен­
ка, равный 2,24, означает, что для каждого единичного приращ е­
ния умственных способностей ребенка соответствующ ее прира­
щ ение логарифмического ш анса равно 2,24. Это означает увеличе­
ние шанса успешно сдать экзамен в 9,39 раз (2 ,7182-24 = 9,39). Можно 
показать это, увеличив значение умственных способностей ребенка 
с 1 до 2, что дает значение натурального логариф ма ш анса, рав­
ное -2,41:

(2,24 х 2) + (0,60 х 2) + (0,77 х 1) + (-8 ,86) =
= 4,48 + 1,20 + 0,77 -  8,86 = -2,41.

Л огит-преобразование величины -2,41 дает значение ш анса, 
равное 0,09 (2,718 2-41 =0 ,09), что прим ерно в 9,39 раз больше 0,01 
(0,01 х 9,39 = 0,09). О тнош ение ш ансов есть число, на которое мы 
умножаем шанс наступления события (реализации категории) при
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Т а б л и ц а  8.4. Прогнозируемые вероятности и вычисление величины 
логарифмического правдоподобия для модели с тремя независимыми 
переменными
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1 0 0,01 -4 ,61 0,00 1 0,99 -0,01 -0,01 -0,01

2 0 0,50 -0 ,6 9 0,00 1 0,50 -0 ,6 9 -0 ,6 9 -0 ,6 9

3 0 0,62 -0 ,4 8 0,00 1 0,38 -0 ,9 7 -0 ,9 7 -0 ,9 7

4 1 0,89 -0 ,1 2 -0 ,1 2 0 0,11 -2 ,2 1 0,00 -0 ,1 2

5 1 0,97 -0 ,03 -0 ,03 0 0,03 -3 ,51 0,00 -0 ,03

6 1 0,30 - 1 , 20 - 1 , 20 0 0,70 -0 ,3 6 0,00 - 1 , 20

7 1 0,94 -0 ,06 -0 ,06 0 0,06 -2,81 0,00 -0 ,06

8 1 0,97 -0 ,03 -0 ,03 0 0,03 -3,51 0,00 -0 ,03

9

Сумма

1 0,80 -0 ,2 2 -0 ,2 2 0 0,20 -1,61 0,00 -0 ,2 2

-3 ,3 3

единичном  приращ ении одной из независимых переменных, в то 
время как остальные независимые переменны е остаются посто­
янны м и.

Логарифмическое правдоподобие

В качестве статистики, которая используется для того, чтобы 
определить, насколько хорош о модель согласуется с данны м и, 
применяется логариф мическое правдоподобие, обычно умнож а­
емое на -2 , так что оно приближ енно принимает форму распре­
деления хи-квадрат. Точное соответствие данны м достигается при 
нулевом значении  статистики, в то время как  с увеличением  
значения уменьш ается согласие с данны м и. П оскольку значение 
логариф м ического  правдоподобия, умнож енное на -2 ,  зависит 
от объема выборки: оно тем больш е, чем больш е этот объем 1,

1 Т.е. при достаточно большом объеме выборки в этом случае значение будет 
достаточно большим, чтобы считать, что теоретическая модель не соответствует 
экспериментальным данным, даже если эта модель и достаточно точна.

1 6 2



влияние объема выборки следует исклю чить. Это мож но сделать, 
вычитая -2  значение логариф м ического  правдоподобия для м о­
дели, содерж ащ ей независимы е перем енны е, из -2  значения л о ­
гариф м ического правдоподобия для модели, содерж ащ ей только 
корректирую щ ую  константу уравнения регрессии. П рогнозируе­
мая вероятность осущ ествления категории для всех наблю дений 
в модели, содерж ащ ей только корректирую щ ую  константу, есть 
полная вероятность осущ ествления данной  категории в наш ей 
выборке. В наш ем примере интересую щ ая категория — ф акт сда­
чи экзам ена. В ероятность ее реализации равна 0 ,671 (табл. 8.5). 
Значение логариф м ического  правдоподобия, ум нож енное на -2 , 
для наш его прим ера, где три независимы е перем енны е — ум ­
ственные способности ребенка, родительская заинтересованность 
и заинтересованность учителей — вклю чены  в уравнение про­
гноза того, сдаст ли ребенок экзамены , приближ енно равно 199,80 
(-2  х -3 ,33  х 30 = 199,80)2. Значение логариф м ического правдопо­
добия, умноженное на -2 , для модели, содержащ ей только кор­
ректирую щ ую  регрессионную  константу, п рибли ж ен но  равно 
343,80 (-2  х -5 ,73  х 30 = 343,80). Разность между соответствующ ими 
значения логарифмического правдоподобия, умноженными на -2 , 
дает значение критерия хи-квадрат, приближ енно равное 144,00 
(343,80 -  199,80= 144,00). Число степеней свободы модели равно 
количеству независимых переменных в данной модели. Число сте­
пеней свободы в модели, содержащей только регрессионную  кон­
станту, равно нулю, а в модели, содерж ащ ей три предиктора, 
соответственно, трем. Разность числа степеней свободы для двух 
данных моделей равна 3 (3 -  0 = 3). Чтобы быть значимой на уровне 
0,05, критерий хи-квадрат должен принимать значение 7,82 или 
больше. П оскольку значение 144,00 критерия хи-квадрат больше, 
чем 7,82, оно является статистически значимым. Следовательно, 
мож но сделать вывод о том, что модель, содержащ ая три незави­
симы е переменны е, достаточно хорошо согласована с данны ми.

Значение логариф мического правдоподобия равно сумме ве­
роятностей, связанны х с прогнозируемыми и фактическими ре­
зультатами для каждого наблю дения, и может быть вычислено по 
следующей формуле:

[Л огарифмическое правдоподобие] =

1 Это вероятность того, что ребенок сдаст экзамен, так как по результатам 
данных нашей выборки шесть детей из девяти экзамен сдали, то это соотноше­
ние как раз и равняется 0,67 = 6/9. Заметим, что эта вероятность является апри­
орной и никаким образом не зависит от реального исхода — сдачи или провала 
экзамена, поэтому она одинакова как для детей, сдавших экзамен, так и детей, 
не сдавших его.

2 На 30 мы умиожили из-за того, что изначально предположили, что в на­
шей гипотетической выборке число испытуемых в 30 раз больше (270), чем пред-

- ставлено в табл. 8.5.
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= [Ф актический исход зависимой переменной х логариф м 
прогнозируемой вероятности! + [(1 -  ф актический  исход 
зависимой переменной) х логариф м (1 -  прогнозируемая

вероятность)].
Этапы данного  вы числения для девяти наблю дений приведе­

ны в табл. 8.4 для модели с тремя независимы ми перем енны м и 
и в табл. 8.5 для модели, содержащ ей только константу. П осколь­
ку девять представленных наблю дений повторяю тся каждое по 
30 раз, суммарную  величину логариф м ического  правдоподобия 
необходимо умножить на тридцать. Чтобы получить значение л о ­
гариф м ического правдоподобия, умнож енное на -2 , необходи­
мо умнож ить итоговое значение на -2 . Д ля модели с тремя н еза­
висимыми переменны ми приближ енное значение равно 199,80 
(-3 ,33 х 30 х -2  = 199,80). Соответствующее значение для модели, 
содержащ ей только константу, будет приближ енно равно 343,80 
(-5,73 х 30 х -2  = 343,80).

Используя критерий хи-квадрат, модель с заданным числом 
независимых переменных можно сравнить с моделью, где один 
или даже несколько из рассматриваемых предикторов опущ ены.

Т а б л и ц а  8.5. Прогнозируемые вероятности и вычисление величины 
логарифмического правдоподобия для модели, содержащей только 
константу
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1 0 0 ,67 - 0 ,4 0 0 ,00 1 0 ,33 - 1 , 1 1 - 1 , 1 1 - 1 , 1 1

2 0 0 ,67 - 0 ,4 0 0,00 1 0 ,33 - 1 , 1 1 - 1 , 1 1 - 1 , 1 1

3 0 0 ,67 - 0 ,4 0 0,00 1 0,33 - 1 , 1 1 - 1 , 1 1 - 1 , 1 1

4 1 0 ,6 7 - 0 ,4 0 - 0 ,4 0 0 0,33 - 1 , 1 1 0,00 - 0 ,4 0

5 1 0 ,67 - 0 ,4 0 - 0 ,4 0 0 0,33 - 1 , 1 1 0,00 - 0 ,4 0

6 1 0 ,67 - 0 ,4 0 - 0 ,4 0 0 0 ,33 —1,11 0 ,00 - 0 ,4 0

7 1 0 ,67 - 0 ,4 0 - 0 ,4 0 0 0 ,33 - 1 , 1 1 0 ,0 0 - 0 ,4 0

8 1 0 ,6 7 - 0 ,4 0 - 0 ,4 0 0 0 ,33 - 1 , 1 1 0 ,00 - 0 ,4 0

9

С ум м а

1 0 ,67 - 0 .4 0 - 0 ,4 0 0 0 ,33 — 1,11 0,00 - 0 ,4 0

- 5 ,7 3
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Т а б л и ца 8.6. Сравнение степени согласия моделей логистической 
регрессии с данными

Сравниваемые
модели

Разность
логарифмов

правдоподобия
X2

Разность
степеней
свободы

Значимость р

3 и 4 п реди ктора 1 9 9 ,8 0 - 198,20 = 1,60 4 - 3  = 1 Н езн ач и м а

2 и 3 предиктора 207,45 -  199,80 = 7,65 3 - 2 = 1 0,05

Например, модель с тремя независимыми переменны ми (умствен­
ные способности ребенка, родительская и учительская заинтере­
сованность) можно сравнить с моделью, содержащ ей все четыре 
предиктора, или с моделью, содержащ ей две независимые пере­
менны е (умственные способности ребенка и заинтересованность 
родителей в его успехах). Раньше было показано, что значение 
логариф мического правдоподобия, умнож енное на -2 , для моде­
ли с тремя независимыми переменными приближенно равно 199,80. 
Сравниваемые величины для модели с четырьмя и модели с дву­
мя предикторами соответственно равны 198,20 и 207,45. Разность 
данны х величин между моделями с тремя и четырьмя независи­
мыми переменны ми дает значение критерия хи-квадрат, прибли­
ж енно равное 1,60 (1 9 9 ,8 0 - 198,20= 1,60), обладаю щее одной сте­
пенью  свободы ( 4 - 3 =  1). Чтобы быть статистически значимым на 
уровне 0,05, критерий хи-квадрат с одной степенью  свободы дол­
жен принимать значение 3,84 или выше. Поскольку 1,60 < 3 ,8 4 , 
модель с четырьмя независим ы м и перем енны м и, содерж ащ ая 
дополнительны й предиктор интереса ребенка к учебе, не дает ста­
тистически значим ого улучш ения согласия с данны ми. Разность 
соответствующих значений между моделями с тремя и двумя не­
зависимы ми переменны ми дает приближенное значение крите­
рия хи-квадрат, равное 7,65 (2 0 7 ,4 5 - 199,80 = 7,65), с одной сте­
пенью  свободы ( 3 - 2  = 1). П оскольку критерий хи-квадрат равен 
7,65, что больш е, чем 3,84, модель с тремя независимы ми пере­
менны ми, содержащ ая дополнительную  переменную  учительской 
заинтересованности, обеспечивает статистически значимое уве­
личение степени согласия с данны ми по сравнению  с двухпре- 
дикторной моделью, не содержащей заинтересованности учите­
лей. Статистики для проведенны х сравнений даны в табл. 8.6.

Пошаговый выбор

Для ввода или удаления предикторов из логистического регрес­
сионного анализа могут применяться различные статистические 
критерии. В использованном здесь методе прямого выбора первым 
вводился предиктор с наиболее значимой величиной эф ф екти в­
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ного показателя статистики Рао (1973). Этот статистический пока­
затель является мерой связи в случае логистической регрессии. Чем 
больш е его значение, тем сильнее связь. Если ни один из данны х 
статистических показателей не является статистически значимым, 
процедура останавливается и показывает, что ни один из предик­
торов не обеспечивает хорошего согласия с данны ми. В нашем 
примере наиболее значимое значение статистики Рао достигалось 
для умственных способностей ребенка, которые и были введены 
первыми в уравнение логистической регрессии. Соответствующий 
показатель был приближ енно равен 97,28, что является статисти­
чески значимым на уровне менее 0,001.

Если разность умноженных на -2  значений логарифмического 
правдоподобия между моделью с данны м предиктором и моде­
лью  без него является статистически значимой на уровне менее
0,10, то данны й предиктор сохраняется в уравнении логистической 
регрессии1. Если же указанная разность не является статистически 
значимой на данном  уровне, то процедура останавливается и по­
казывает, что ни один из предикторов не обеспечивает хорошего 
согласия с данны ми. Разность умноженных на -2  значений лога­
риф мического правдоподобия между этой моделью и моделью, 
содерж ащ ей только регрессионную  постоянную , приближ енно 
равна 110,47 (3 4 3 ,8 0 -  233,33 = 110,47), обладает одной степенью  
свободы и является значимой на указанном уровне. Таким обра­
зом, умственные способности ребенка являю тся первой незави­
симой переменной, включаемой в модель. Соответствую щ ие ста­
тистики для данного и последующих шагов алгоритма приведены 
в табл. 8.7.

Следую щ им в уравнение логистической регрессии вклю чает­
ся предиктор со второй по статистической значим ости величи­
ной статистики Рао. Им оказы вается заинтересованность родите­
лей в ш кольных успехах ребенка, для которой соответствую щ ий 
показатель приближ енно равен 26,27. Разность умнож енны х на 
-2  значений  логариф м ического  правдоподобия между моделями 
с дан ны м  предиктором  и без него прибли ж ен но  равна 25,88 
(233,33 -  207,45 = 25,88), обладает одной степенью  свободы  и 
является статистически значим ой на уровне 0,10. Следовательно, 
родительская заинтересованность является второй перем енной , 
вклю чаемой в модель. К ритерий разности умноженны х на -2  зн а­
чений логариф м ического  правдоподобия прим еняется и к пер­
вой независимой перем енной умственны х способностей  ребен­
ка2. Соответствую щ ая разность между моделью, содержащ ей дан-

1 Значимость проверяется но критерию хи-квадрат с одной степенью свободы.
2 Т.е. сравнивается модель, в которой участвуют оба предиктора, с моделью, 

в которой участвует только второй предиктор (интерес родителей), а первый 
(способности ребенка) опущен.
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ный предиктор, и моделью без него приближ енно равна 102,05 
(309,50 -  207,45 = 102,05), обладает одной степенью  свободы и 
является статистически значим ой на уровне 0,10. Таким  обра­
зом, умственны е способности  ребенка остаю тся в рассм атривае­
мой модели.

Следующ ей по порядку независим ой перем енной  со статис­
тически значим ой величиной статистики Рао является заинтере­
сованность учителей, и для нее этот показатель составляет п ри ­
мерно 6,33. Разность умнож енны х на -2  значений логариф м ичес­
кого  п р авд о п о д о б и я  между содерж ащ ей  д а н н ы й  п р ед и к то р  
моделью и моделью, не содержащ ей его, приближ енно равна 7,65 
(2 0 7 ,4 5 - 199,80 = 7,65), обладает одной степенью  свободы и явля­
ется статистически значим ой на уровне 0,10. С ледовательно, за­
интересованность учителей является третьей перем енной, вводи­
мой в модель. Умственные способности ребенка и родительская 
заинтересованность в его ш кольных успехах остаю тся в модели, 
поскольку ум нож енны е на - 2  значения разностей величин лога­
р и ф м и ч еско го  п р авдо п о д о би я , со о тветствен н о  равн ы е 95,47 
(295,27 -  199,80 = 95,47) и 5,08 (204,88 -  199,80 = 5 ,08)', являю тся 
значим ы ми на уровне 0,10.

Поскольку величина статистики Рао для четвертой переменной 
интереса ребенка к учебе не является статистически значимой, 
анализ останавливается. Таким образом, три предиктора (умствен­
ные способности ребенка, родительская и учительская заинтересо­
ванность) обеспечивают статистически значимую согласованность 
с данными.

Распределение прогнозируемых вероятностей

Один из способов оценки улучшения согласованности модели с 
данны ми состоит в рассмотрении разности прогнозируемых веро­
ятностей осуществления и неосуществления категории. В случае точ­
ной модели прогнозируемая вероятность осуществления категории 
(например, успеш ной сдачи экзаменов для тех, кто действительно 
сдал их) равна единице, а прогнозируемая вероятность ее неосу­
ществления (например, провала на экзаменах для тех, кто на са­
мом деле сдал) равна нулю. Разность прогнозируемых вероятностей 
осуществления и неосуществления категории достигает максиму­
ма, равного единице. В случае модели, содержащей только коррек­
тирующую регрессионную постоянную, прогнозируемая вероятность 
осуществления категории (сдачи экзаменов) одна и та же, как для

1 Это два показателя логарифмического правдоподобия с опущенными в ка­
честве предикторов способностями ребенка и родительской заинтересованнос­
тью соответственно.
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тех, кто на самом деле провалил экзамен, так и для тех, кто их 
сдал, и в нашем примере равна 0,67. Разность между прогнозируе­
мой вероятностью осущ ествления и неосущ ествления категории 
равна минимально возможному нулевому значению . Модели, обес­
печивающие лучшее согласие с данны ми, будут увеличивать раз­
ность между прогнозируемой вероятностью осуществления катего­
рии, с одной стороны, для тех, кто ее фактически осуществил, а с 
другой — для тех, кто осуществить ее реально не смог.

Это можно увидеть в нашем примере. П рогнозируемые вероят­
ности трех рассмотренных моделей вместе с моделью, содерж а­
щей только регрессионную  постоянную , и точной моделью пред­
ставлены в табл. 8.8. С редние значения прогнозируемых вероятно­
стей для наблю дений, соответствующ им детям, успеш но сдавшим 
экзамены , и тем, кто их провалил, приведены вместе с разностя­
ми соответствующих средних величин. Эта разность увеличивается 
от 0,37 для модели с одним предиктором (умственными способ­
ностями ребенка) до 0,43 в случае трех предикторов (умственных 
способностей ребенка, родительской и учительской заинтересо­
ванности). Ин ыми  словами, модель с тремя независимы ми пере­
менны ми лучш е всего различает тех, кто успеш но сдал экзам е­
ны, и тех, кто их провалил.

Т а б л и ц а  8.8. Прогнозируемые вероятности для сдавших экзамены 
и проваливших их в случае пяти моделей логистической регрессии

Наблюдения Исход
Модели

Константа 1 2 3 Точная
модель

1 0 0,67 0,08 0,04 0,01 0,00

2 0 0,67 0,81 0,53 0,50 0,00

3 0 0,67 0,38 0,61 0,62 0,00

Среднее 0,67 0,42 0,39 0,38 0,00

4 1 0,67 0,81 0,80 0,90 1,00

5 1 0,67 0,97 0,99 0,97 1,00

6 1 0,67 0,38 0,30 0,30 1,00

7 1 0,67 0,81 0,94 0,94 1,00

8 1 0,67 0,97 0,99 0,97 1,00

9 1 0,67 0,81 0,80 0,80 1,00

Среднее 0,67 0,79 0,80 0,81 1,00

Разность 0,00 0,37 0,41 0,43 1,00
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Отчет о результатах

Выбор того или иного способа описания результатов анализа, 
освещ енного в данной главе, зависит от конкретны х задач и це­
лей такого анализа. О чень краткий отчет может быть представлен 
следующим образом: «В ходе анализа данных была проведена п ря­
мая пош аговая бинарная логистическая регрессия. Н езависимые 
переменные вводились в анализ на основании наибольш ей стати­
стической значимости показателя статистики Рао с уровнем зн а­
чимости 0,05 и ниже и исклю чались из анализа, если значение 
вероятности критерия разности умноженных на -2  значений л о ­
гариф мического правдоподобия превыш ало 0,10. П ервой была 
вклю чена переменная умственных способностей ребенка (крите­
рий хи-квадрат с одной степенью  свободы равен 110,47; р <  0,001), 
второй — переменная родительской заинтересованности (крите­
рий хи-квадрат с одной степенью  свободы равен 25,88; р <  0,001) 
и третьей — переменная заинтересованности учителей в школьных 
успехах ребенка (критерий хи-квадрат с одной степенью свободы 
равен 7,65; /? < 0,05). Ввод переменной «Интерес ребенка к учебе» 
не дал статистически значимого улучш ения согласия модели с 
данны ми. Вероятность успеш ной сдачи экзаменов была связана с 
более высокими умственными способностями ребенка, больш ей 
родительской и учительской заинтересованностью  в его ш коль­
ных успехах».

Процедура логистической регрессии в S P S S  для Windows

Чтобы осущ ествить логистическую  регрессию , описанную  в 
данной главе, следуйте указаниям , приведенным ниже.

Если данны е из табл. 4.1 были сохранены  в отдельном ф айле, 
откройте этот файл в Редакторе данных (Data Editor), выбрав 
пункты Файл (File), Открыть (Open), Данные (Data) в соответ­
ствующих меню  и подменю  и имя ф айла в диалоговом  окне От­
крытие файла (Open File) и нажав на кнопку Открыть (Open). 
В противном случае введите данны е так, как показано на рис. 4.1.

И змените значения переменной «Успеваемость ребенка» таким 
образом, что если первоначально баллы были меньш е или равны 
двум, то новое значение равно нулю, а если первоначально баллы 
были больше или равны трем, то новое значение равно единице, 
как показано в табл. 8.1.

У становите весовые коэф ф и ци ен ты  с помощ ью  процедуры 
Установка весовых коэффициентов (Weight cases), описанной  в 
гл. 4.

Выберите пункт Анализ (Analyze) строки меню  в верхней части 
окн а  програм м ы , в н испадаю щ ем  м еню  — п ункт Регрессия
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Рис. 8.3. Диалоговое окно Логистическая регрессия (Logistic Regression)

(Regression), а в появивш емся подменю — пункт Бинарная логи­
стическая регрессия (Binary Logistic), в результате чего откроется 
диалоговое окно  Логистическая регрессия (Logistic Regression), 
изображенное на рис. 8.3.

Выберите переменную  Успеваемость ребенка и с помощ ью  н а­
жатия первой сверху кнопки ► переместите эту переменную в поле 
Зависимая переменная (Dependent).

Выберите перем енны е, иачиная с умственных способностей 
ребенка («детспос») и закончив заинтересованностью  учителей 
(«учинтер»), и с помощ ью  второй сверху кнопки ► переместите их 
в список Ковариаты (Covariates).

В раскры ваю щ емся списке Метод (M ethod) выберите пункт 
Включение (E nter), а в появивш емся ниспадаю щ ем меню — пункт 
Прямой (Forward: LR) для прямой пош аговой логистической рег­
рессии, в которой критерий удвоенного отнош ения логариф м и­
ческих правдоподобий1 используется для реш ения вопроса об ис­
клю чении введенных предикторов из анализа.

Если вы хотите вывести значения прогнозируемых вероятно­
стей для данной  модели (как это показано в табл. 8.4 и 8.8), н а ­
жмите на кнопку Сохранить (Save), откры ваю щ ую  дочернее д иа­
логовое окн о  Логистическая регрессия: Сохранение новых пере­
менных (Logistic Regression: Save New Variables), изображ енное 
на рис. 8.4. Установите флаж ок Вероятности (Probabilities) в груп­
пе Прогнозируемые значения (Predicted Values), а затем нажмите 
на кнопку Продолжить (Continue), чтобы закрыть это дочернее 
диалоговое окно  и вернуться в основное диалоговое окно. Когда 
анализ будет осущ ествлен, эти прогнозируемые вероятности бу-

1 Это утверждение не противоречит рассмотренному выше критерию разно­
сти логарифмических правдоподобий, так как, используя свойства логарифма, 
разность можно выразить через отношение: logo -  logb -  log (a/b).
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Рис. 8.4. Дочернее диалоговое окно Логистическая регрессия: Сохранение 
новых переменных (Logistic Regression: Save New Variables)

дуг помеш ены в столбец рядом с частотами (переменная «часто­
та») в Редакторе данных (D ata Editor).

Нажмите OK, чтобы выполнить логистический регрессионны й 
анализ.

Выводимая SPSS информация по результатам работы

Результаты для всех таблиц будут приведены отдельно от пер­
вых четырех таблиц. Эти таблицы будут представлены в том же 
порядке, в каком они следуют в окне вывода результатов.

В табл. 8.9 приведены показатели статистики Рао для четырех 
предикторов и их статистические значимости, необходимые для 
реш ения вопроса о вклю чении переменных в анализ на первом 
этапе, который обозначен нулевым номером. Наибольш ую  вели­
чину 97,297 имеет показатель статистики для умственных способ­
ностей ребенка, а соответствующ ая вероятность (уровень зн ачи ­
мости) равна 0,000 (т.е. меньш е, чем 0,001).

В табл. 8.10 отраж ены значения критерия хи-квадрат для трех 
этапов, на каждом из которых вклю чение нового предиктора обес-

Т а б л  и ца 8.9. Выводимые SPSS показатели статистики для трех 
независимых переменных на первом шаге

Variables not in the Equation

Score df Sig.

Step Variables ДЕТСПОС 97,279 1 0,000

0 ДЕТИНТЕР 45,000 1 0,000

РОДИНТЕР 33,750 1 0,000

УЧИНТЕР 25,116 1 0,000

Overall Statistics 120,399 4 0,000
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Т а б л и ц а  8.10. Выводимые SPSS значения критерия хи-квадрат 
для трех этапов логистического анализа

Omnibus Tests of Model Coefficients

Chi-square df Sig.

Step 1 Step 110,386 1 0,000

Block 110,386 1 0,000

Model 110,386 1 0,000

Step 2 Step 25,884 1 0,000

Block 136,270 2 0,000

Model 136,270 2 0,000

Step 3 Step 5,847 1 0,016

Block 142,117 3 0,000

Model 142,117 3 0,000

печивает значим ое улучш ение согласия модели с данны м и. Н а­
прим ер, на третьем этапе значение критерия хи-квадрат шага 
равно 5,847 для добавления заинтересованности  учителей к пред­
ш ествую щ ей модели, содерж ащ ей умственны е способности ре­
бенка и родительскую  заинтересованность в его ш кольных успе­
хах. Этот показатель нем ного отличается от значения, которое 
мы приводили ранее при ручном счете в предыдущих подразде­
лах (7,65), из-за ош ибок округления. Д анное значение представ­
ляет собой разность умнож енны х на -2  значений логариф м иче­
ского правдоподобия двух рассматриваемы х моделей. Значение 
критерия хи-квадрат блока и модели, равное 142,117, представ­
ляет собой разность умнож енны х на -2  значений логариф м иче­
ского правдоподобия между данной  моделью  с тремя предикта- 
ми и моделью , содерж ащ ей только регрессионную  постоянную . 
Вычисленное нами ранее значение данной величины равно 144,00 
(3 4 3 ,8 0 -  199,80= 144,00).

В табл. 8.11 отраж ены значения ум нож енной на -2  величины 
логариф м ического  правдоподобия для модели на каждом из трех 
шагов. Н априм ер, значение ум нож енной на -2  величины  лога­
риф м ического  правдоподобия на третьем шаге равно 201,600, а 
вы численное нами ранее значение этой величины  равно 199,80.

В табл. 8.12 представлены результаты классиф икации для трех 
этапов логистического анализа. В этой таблице прогнозируемые 
вероятности, приведенные в табл. 8.8, распределены по категори­
ям , т.е. всем вероятностям , ниже порогового значения (outvalue) 
0,500, приписано значение нуль (провал на экзаменах), а вероят­
ностям, превосходящ им или равным 0,500, — единичное значе-
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Т а б л и ц а  8.11. Выводимые SPSS значения умноженной на -2  величины 
логарифмического правдоподобия для каждого из трех этапов 
логистического регрессионного анализа

Model Summary

Step -2  Log likelihood
Cox & Snell 

R Square
Nagelkerke 
R Square

1 233,331 0,336 0,466

2 207,447 0,396 0,550

3 201,600 0,409 0,568

ние (успеш ная сдача экзаменов). О на отражает число наблю де­
ний, попадаю щ их в эти две прогнозируемые категории. Н апри­
мер, на третьем этапе 90 человек провалили экзамены . И з них для 
30 человек этот провал предсказывался (в таблице это наблю де­
ние 1, но исходя из наш его учебного допущ ения за одним наблю ­
дением стоит 30 испытуемых с такими же баллами по всем пере­
менны м), а для 60 учеников прогнозировалась успеш ная сдача 
(наблю дения 2 и 3); 180 учеников экзамен сдали успеш но, из них 
150 учеников сдали экзамены  успеш но в соответствии с прогно­
зом (наблю дения 4, 5, 7, 8 и 9), а 30 — несмотря на прогнозиро-

Т а б л и ц а  8.12. Выводимые SPSS результаты классификации для трех 
этапов логистического регрессионного анализа

Classification Table3

Observed

Predicted

Успеваемость ребенка
Percentage

Correct0 1

Step 1 Успеваемость ребенка 0 60 30 66,7

1 30 150 83,3

Overall Percentage 77,8

Step 2 Успеваемость ребенка 0 30 60 33,3

1 30 150 83,3

Overall Percentage 66,7

Step 3 Успеваемость ребенка 0 30 60 33,3

1 30 150 83,3

Overall Percentage 66,7

a. The cut value is 0,500.
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вавшийся провал (наблюдение 6). Таким образом, было сделано 
66,7 % верных прогнозов 1(30 + 150) х 100/270 = 66,67]. Обратите 
внимание, что в терминах данного порогового значения процент 
правильных прогнозов уменьшается с 77,8 % для первой модели 
до 66,7 % для последующих моделей. Как следует из табл. 8.8, на­
блюдается небольшое, но значимое увеличение прогнозируемой 
вероятности успешной сдачи экзаменов для тех, кто на самом 
деле сдал их, при переходе от модели с одним предиктором к 
трехпредикторной модели. Таким образом, данные классифика­
ционные таблицы могут вводить в заблуждение относительно адек­
ватности модели.

В табл. 8.13 приведены предикторы, выбираемые на каждом эта­
пе, и значения их несгандартизированных регрессионных коэф­
фициентов. Умственные способности ребенка были включены на 
первом шаге, родительская заинтересованность — на втором, а 
заинтересованность учителей — на третьем, завершающем, этапе. 
На третьем этапе значения регрессионных коэффициентов, или 
В, для умственных способностей ребенка, родительской заинте­
ресованности и заинтересованности учителей равны 2,240; 0,600 
и 0,770 соответственно. Регрессионная константа равна -8,859. 
Коэффициент регрессии, равный 2,240 для умственных способ­
ностей ребенка, означает, что увеличение значения умственных 
способностей ребенка на единицу (один пункт пятибалльной шка-

Т а б л и ц а  8.13. Выводимые SPSS значения нестандартизированных 
коэффициентов регрессии для предикторов на каждом этапе 
логистического регрессионного анализа

Variables in the Equation

В S.E. Wald df Sig. Exp(B)

Step 1a ДЕТСПОС 1,906 0,237 64,822 1 0,000 6,724

Constant -4,295 0,625 47,163 1 0,000 0,014

Step 2Ь ДЕТСПОС 2,265 0,323 49,050 1 0,000 9,635

РОДИНТЕР 1,290 0,270 22,901 1 0,000 3,635

Constant -7,974 1,183 45,450 1 0,000 0,000

Step 3е ДЕТСПОС 2,240 0,326 47,144 1 0,000 9,397

РОДИНТЕР 0,600 0,345 3,027 1 0,082 1,822

УЧИНТЕР 0,770 0,332 5,392 1 0,020 2,161

Constant -8,859 1,357 42,588 1 0,000 0,000

a. Variable(s) entered on step 1: ДЕТСПОС.

b. Variable(s) entered on step 2: РОДИНТЕР

c. Variable(s) entered on step 3: УЧИНТЕР.
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Т а б л и ц а  8.14. Выводимые S P S S  изменения значений умноженной 
на -2  величины логарифмического правдоподобия

Model if Term Removed

Variable
Mode! Log 
Likelihood

Change in -2  
Log 

Likelihood df
Sig. of the 

Change

Step 1 ДЕТСПОС -171,859 110,386 1 0,000

Step 2 ДЕТСПОС -154,751 102,054 1 0,000

РОДИНТЕР -116,666 25,884 1 0,000

Step 3 ДЕТСПОС -147,636 93,673 1 0,000

РОДИНТЕР -102,442 3,283 1 0,070

УЧИНТЕР -103,724 5,847 1 0,016

лы) приводит к увеличению логарифмического шанса успешной 
сдачи экзаменов на 2,240 и увеличивает шансы ребенка успешно 
сдать экзамен в е2-240, или 9,397, раз.

В табл. 8.14 показаны изменения значений умноженной на -2  
величины логарифмического правдоподобия при удалении пре­
дикторов из модели на каждом шаге и статистическая значимость 
этих изменений. Например, на третьем этапе удаление заинтере­
сованности учителей из модели приводит к изменению значения 
умноженной на -2  величины логарифмического правдоподобия 
на 5,847 (ранее, вычисляя вручную, мы получили 7,65), что при

Т а б л и ц а  8.15. Выводимые S P S S  показатели статистики 
и их статистическая значимость на каждом этапе для предикторов, 
не включаемых в модель

Variables not in the Equation

Score df Sig.

Step 1 Variables ДЕТИНТЕР 8,840 1 0,003

РОДИНТЕР 26,273 1 0,000

УЧИНТЕР 23,857 1 0,000

Overall Statistics 31,936 3 0,000

Step 2 Variables ДЕТИНТЕР 2,411 1 0,120

УЧИНТЕР 6,329 1 0,012

Overall Statistics 11,081 2 0,004

Step 3 Variables ДЕТИНТЕР 3,385 1 0,066

Overall Statistics 3,385 1 0,066
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одной степени свободы статистически значимо на уровне не бо­
лее 0,016. В данной таблице также отображена величина логариф­
мического правдоподобия модели без каждого из предикторов. 
Например, на третьем этапе величина логарифмического правдо­
подобия для модели без заинтересованности учителей равна 
-103,724, что при умножении на -2  дает значение 207,448.

Наконец, в табл. 8.15 приведены статистические баллы и их 
статистическая значимость для предикторов, не включенных в 
модель на каждом этапе. Например, на третьем этапе в уравнение 
были включены умственные способности ребенка, родительская 
заинтересованность и заинтересованность учителей, а интерес 
ребенка к учебе включен в модель не был. Статистический балл 
для этой переменной равен 3,385 и имеет вероятность 0,066, что 
не является статистически значимым, и поэтому данная перемен­
ная не вводится в модель на четвертом этапе.
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Ч А С Т Ь  V
ПРОВЕРКА РАЗЛИЧИЙ МЕЖ ДУ ГРУППОВЫ М И  
СРЕДНИМ И

Г л а в а  9

В В Е Д Е Н И Е  В Д И С П Е Р С И О Н Н Ы Й  
И К О В А РИ А Ц И О Н Н Ы Й  АНАЛИЗ

Предисловие научного редактора

В ч. V проверяются различия между групповыми средними. Для этого 
применяют различные методы дисперсионного (вариационного) и кова­
риационного анализа. Эти методы можно использовать, когда зависи­
мая переменная количественная, а среди независимых обязательно 
должны быть качественные переменные. Использование анализа кова­
риаций в нашей стране практически отсутствует в отличие от достаточ­
но проработанного дисперсионного анализа (ANOVA и MANOVA).

Дисперсионный анализ (для его обозначения обычно исполь­
зуется сокращение ANOVA1) и ковариационный анализ (его обыч­
но сокращенно обозначают ANCOVA2) являются параметриче­
скими статистическими методами для определения того, значимо 
ли отличается дисперсия количественной переменной от ожидае­
мой в условиях случайной реализации при изменениях качествен­
ной переменной или взаимодействии этих двух количественной и 
качественной переменных с другими качественными переменны­
ми. Если дисперсия при этом различается, а качественная пере­
менная состоит лишь из двух групп значений или категорий, это 
означает, что средние величины для этих групп различны. Там, 
где качественная переменная состоит более чем из двух групп зна­
чений, значимая разница определяет, что средние величины для 
двух или более из этих групп, вероятнее всего, будут различаться. 
Выяснение того, какие из средних величин будут различаться, 
требует дальнейшей статистической проверки.

Качественную переменную часто называют независимой пере­
менной или фактором. В случае дисперсионного анализа может

1 Буквально Analysis Of Variance.
2 Букавапыю Analysis O f Covariance.
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быть один или более факторов. Дисперсионный анализ в случае 
одного фактора называется однофакторным дисперсионным анали­
зом. Дисперсионный анализ в случае двух факторов называется 
двухфакторным дисперсионным анализом, при наличии трех факто­
ров — трехфакторным и т.д. Группы значений, или категории, 
внутри фактора часто называются уровнями. Когда в дисперсион­
ном анализе участвуют два или более факторов, вместо количе­
ства факторов может приводиться число уровней для каждого 
фактора. Например, двухфакторный дисперсионный анализ с двумя 
группами значений для каждою фактора может называться 2 x 2  
дисперсионным анализом. Трехфакторный дисперсионный анализ 
с двумя группами значений для первого фактора и тремя группа­
ми значений для каждого из двух других факторов может назы­
ваться 2 x 3 x 3  дисперсионным анализом и т.д.

Количественная переменная обычно называется зависимой 
переменной. Таких зависимых переменных может быть несколько, 
но в ходе дисперсионного анализа каждый раз выбирают одну и 
работают с ней. Многомерный дисперсионный (MANOVA) и ко­
вариационный (MANCOVA) анализ относится к двум и более 
зависимым переменным, изучаемым одновременно. Однофактор­
ный MANOVA решает те же задачи, что и дискриминантный ана­
лиз, который будет рассмотрен в гл. 12. Ковариационный анализ 
исиользуется для контроля влияния одной или нескольких коли­
чественных переменных, которые коррелируют с зависимой пе­
ременной. Значения зависимой переменной для групп при разных 
уровнях фактора могут происходить из одних и тех же случаев 
(наблюдений) или же из различных наблюдений. Там, где эти 
значения берутся из различных наблюдений, фактор называется 
несвязанным фактором1. Пол испытуемого (который в данном слу­
чае и есть случай, или наблюдение) является примером несвя­
занного фактора2. Там, где значения берутся из тех же согласо­
ванных, или связанных, наблюдений, фактор называется свя­
занным фактором. Одна и та же переменная, измеряемая в раз­
личные моменты времени для одних и тех же наблюдений, явля­
ется примером связанного фактора. Дисперсионный анализ может 
также классифицироваться в соответствии с тем, содержит ли он 
только несвязанные факторы (несвязный дисперсионный анализ), 
только связанные факторы (связный дисперсионный анализ) или

1 В терминах испытуемых, играющих роль наблюдений, различия в данных 
одной и той же выборки, подвергнутой влиянию разных условий, это пример 
влияния связанного фактора на разных уровнях, а различия в данных, получен­
ных на выборках, для каждой из которых реализовывался только один из воз­
можных уровней, — пример влияния несвязанного фактора.

2 Невозможно создать в ходе эксперимента такие условия, чтобы испыту­
емый изменил свой иол.
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комбинацию связанных и несвязанных факторов (смешанный дис­
персионный анализ).

Задача дисперсионного анализа состоит в том, чтобы опреде­
лить, какие факторы и взаимодействия этих факторов объясняют 
значимую долю общей дисперсии переменной. Простейший дис­
персионный анализ — однофакторный дисперсионный анализ для 
двух независимых групп — эквивалентен критерию Стъюдента для 
двух несвязанных групп при допущении равенства дисперсий этих 
двух групп. Поскольку мы будем использовать критерий Стъюден­
та для несвязанных групп при таком экспериментальном плане, 
проиллюстрируем вычисления и применение дисперсионного ана­
лиза в данной главе на примере следующего по сложности дис­
персионного анализа, а именно однофакторного дисперсионного 
анализа для трех несвязанных групп. Рассмотрим однофакторный 
ковариационный анализ в следующей главе, а затем 2 x 2  диспер­
сионный анализ для несвязанных факторов.

Однофакторный дисперсионный анализ для несвязанного 
фактора

Предположим, что у нас есть три группы, состоящие из двух, 
четырех и трех человек, как показано в табл. 9.1. Эти три группы 
лиц могут быть депрессивными больными, которым назначен один 
из трех видов лечения — отсутствие терапии, фармакотерапия и 
психотерапия. Применение дисперсионного анализа не зависит от 
того, были ли больные случайно распределены по данным тера­
певтическим группам или нет. В настоящем примере можно ска­
зать, что три группы отражают соответственно три различных се­
мейных статуса — разведенные, состоящие в браке и никогда не 
состоявшие в браке1. Зависимая переменная представляет собой 
тяжесть депрессии, измеренную по девятибалльной шкале, в ко­
торой более высокие значения соответствуют более выраженной 
депрессии. Средний балл депрессии для разведенных — самый 
высокий (6,00), затем следуют никогда не состоявшие в браке 
(средний балл депрессии 4,00) и замыкают список состоящие в 
браке (средний балл 3,00), как показано в табл. 9.2. Мы хотим 
знать, действительно ли разница между средними этих групп (меж- 
групповые различия) значимо выше, чем можно было бы ожи­
дать при случайном распределении данного признака. Если разли­
чия имеют место, то важно знать, каковы они: какие из средних 
величин отличаются от других.

1 Чтобы предвосхитить возможное недопонимание читателя, еще раз подчерк­
нем. что независимым фактором в данном случае является семейный' статус, а 
не вид лечения.
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Т а б л и ц а  9.1. Баллы выраженности депрессии для трех групп 
наблюдений

Наблюдение Группа Депрессия

1 1 7

2 1 5

3 2 2

4 2 3

5 2 4

6 2 3

7 3 5

8 3 3

9 3 4

Групповое среднее может рассматриваться как величина, отра­
жающая «истинное» значение определяемого показателя для дан­
ной группы, в то время как разброс баллов вокруг среднего для 
данной группы — как случайность, ошибка или необьясненный 
разброс значений. В дисперсионном анализе мы сравниваем оценку 
межгрупповой дисперсии с оценкой внутригрупповой дисперсии. 
Если оценка межгрупповой дисперсии значительно выше, чем оцен­
ка внутригрупповой дисперсии, то различия между средними вряд 
ли объясняются случайностью или ошибкой. Отношение оценки 
межгрупповой дисперсии к оценке внутригрупповой дисперсии 
известно как /■’-отношение, названное так в честь Сэра Рональда 
Фишера, разработавшего основы дисперсионного анализа:

„ [Оценка межгрупповой дисперсии] 
г  = ----------------------------------------------------------- .

|Оценка внутригрупповой дисперсии]

Чем больше величина отношения оценки межгрупповой дис­
персии к оценке внутригрупповой дисперсии, тем больше вели­
чина F и тем вероятнее, что средние между группами значимо 
различаются между собой.

Чтобы вычислить оценку межгрупповой дисперсии, предпола­
гаем, что истинным значением изучаемой величины для испыту­
емого в группе является внутригрупповое среднее для данной груп­
пы. Из каждого из этих истинных значений вычитаем общее сред­
нее по всей выборке, которое в нашем случае равно 4,00, затем 
возводим в квадрат эти разности, или отклонения, и складываем,
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чтобы получить сумму квадратов (краткое название для суммы 
квадратов отклонений). Разделив эту сумму квадратов на число 
межгрупповых степеней свободы, равное количеству групп, ми­
нус единица, получаем среднее квадратичное (краткое название 
для среднеквадратичного отклонения, являющегося оценкой дис­
персии). Как следует из табл. 9.2, межгрупповая сумма квадратов, 
число степеней свободы и среднеквадратичное отклонение равны 
12,00; 2 и 6,00 соответственно.

Чтобы вычислить оценку внутригрупповой дисперсии, вычи­
таем групповое среднее из индивидуального балла для каждого 
наблюдения в этой группе, затем возводим в квадрат эти откло­
нения и складываем их, чтобы получить сумму квадратов откло­
нений от внутригрупповых средних по выборке в целом. Разделив

Т а б л и ц а  9.2. Вычисление /'-отношения для однофакторного 
дисперсионного анализа

Наблюдение Группа Депрессия
Межгрупповые

квадратные
отклонения

Внутригрупповые
квадратные
отклонения

1 1 7 (6 -  4 )2 = 4 (6 -  7)2 = 1

2 1 5 (6 -  4 )2 = 4 (6 -  5)2 = 1

Среднее по группе 12/2 = 6,00

3 2 2 (3 -  4 )2 = 1 (3 -  2)2 = 1

4 2 3 (3 -  4)2 = 1 (3 -  З)2 = 0

5 2 4 (3 -  4 )2 = 1 (3 -  4 )2 = 1

6 2 3 (3 -  4 )2 = 1 (3 -  З)2 = 0

Среднее по группе 12/4 = 3,00

7 3 5 (4 -  4 )2 = 0 (4 -  5)2 = 1

8 3 3 (4 -  4 )2 = 0 (4 -  З)2 = 1

9 3 4 (4 -  4 )2 = 0 (4 -  4 )2 = 0

Среднее по группе 12/3 =4 ,00

Среднее по выборке 36/9 = 4,00

Сумма квадратов {SS) 12 6

Число степеней 
свободы {df)

3 - 1 = 2 9 - 3  = 6

Среднее квадратич­
ное { MS)

12/2 = 6,00 6 /6  = 1,00

F 6,00/1,00 = 6,00
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Т а б л и ц а  9.3. Таблица для однофакторного дисперсионного анализа

Источник
вариации

Сумма
квадратов

(■«■)

Число
степеней
свободы

(df)

Среднее
квадратичное
отклонение

( MS)

F Р

Межгрупповой 12,00 2 6,00 6,00 0,05

Внутригрупповой 6,00 6 1,00

Общий 18,00 8

эту сумму квадратов на внутригрупповое число степеней свобо­
ды, получаем среднеквадратичное отклонение, или оценку дис­
персии. Внутригрупповое число степеней свободы равно количе­
ству наблюдений минус число групп. Это то же самое, что и 
вычитание единицы из числа наблюдений в каждой группе с 
последующим суммированием полученных величин по всем груп­
пам. Как показано в табл. 9,2, внутригрупповая сумма квадратов, 
число степеней свободы и среднеквадратичное отклонение равны 
6,00; 6 и 1,00 соответственно.

/-’-отношение есть частное от деления оценки межгрупповой 
дисперсии на оценку внутригрупповой дисперсии, и в нашем 
случае равно 6,00 (6,00/1,00 = 6,00). Статистическую значимость 
данного /‘"-отношения можно проверить по таблице критических 
значений распределения Фишера, хотя она будет вычислена SPSS. 
Отношение Фишера с двумя степенями свободы в числителе (для 
оценки межгрупповой дисперсии) и шестью степенями свободы 
в знаменателе (для оценки внутригрупповой дисперсии) долж­
но быть больше или равно 5,15, чтобы быть статистически зна­
чимо по двустороннему критерию на уровне 0,05. Поскольку 6,00 
больше данного критического значения, делаем вывод о том, 
что средние значения тяжести депрессии значимо различаются 
в данных трех группах больных с различным семейным положе­
нием.

Результаты дисперсионного анализа часто представляются в 
общем виде в таблице, подобной табл. 9.3. Обратите внимание на 
то, что общая сумма квадратов и число степеней свободы для 

IВыборки равны сумме соответствующих величин для межгруп-
• пового и внутригруппового источников разброса.

Общая сумма квадратов может быть вычислена независимо 
.путем вычитания общевыборочного среднего из индивидуаль­
ных значений измеряемой величины для каждого наблюдения, 

последую щ его возведения полученных отклонений в квадрат и 
(Сложения полученных величин.

Общее число степеней свободы равно количеству наблюде­
ний минус единица.
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Однородность дисперсии

Дисперсионный анализ основывается на допущении о том, что 
генеральные совокупности, из которых осуществляются выбор­
ки, подчиняются нормальному распределению и имеют равные 
или однородные дисперсии. Существуют статистические крите­
рии для определения того, значимо ли отличается асимметрия 
(перекос) и эксцесс (крутизна) распределения от нуля. Они опи­
саны в других источниках (D .Cram er, 1998)'. Если дисперсии од­
ной или нескольких групп значительно больше, чем дисперсии 
остальных, то их большая величина увеличит внутригрупповую 
дисперсию, что уменьшит вероятность того, что отношение Ф и­
шера окажется статистически значимым. Средние величины для 
групп с малыми дисперсиями Moiyr отличаться друг от друга, но 
эти различия будут скрыты за счет вклада групп с большими дис­
персиями в величину внутригрупповой дисперсии.

Один из критериев опенки однородности дисперсий — тест 
Левина, представляющий собой однофакторный дисперсионный 
анализ абсолютных отклонений индивидуальных значений от сред­
них величин для данной группы. В нашем примере абсолютные 
отклонения равны нулю или единице. Например, абсолютное от­
клонение для первого наблюдения есть абсолютное значение раз­
ности между средним для группы, равном 6, и индивидуальным 
значением рассматриваемой величины, равном 7, что дает еди­
ницу. Отношение Фишера для этих абсолютных отклонений вы­
числено в табл. 9.4 (F -  0,61). Поскольку 0,61 меньше критического 
значения 5,15, значимых различий между группами в средних ве­
личинах абсолютных отклонений нет, и дисперсии являются од­
нородными. Если бы дисперсии значимо различались, мы могли 
бы попытаться их уравнять путем преобразования исходных зна­
чений депрессии, например, извлекая корень квадратный или 
логарифмируя их по основанию натуральных логарифмов.

Сравнение средних

Значимость величины отношения Фишера для фактора, состо­
ящего только из двух групп, означает, что средние этих групп 
различны. В том случае, когда фактор состоит из трех или более 
групп, нам необходимо определить, какие групповые средние 
различаются, сравнивая группы попарно. В случае трех групп не­
обходимо осуществить три сравнения (группу 1 с группой 2; груп­
пу 1 с группой 3; группу 2 с группой 3). Там, где еще до сбора 
данных имеются веские основания предполагать, что какие-то из

1 См. также А. Д. Наследов, 2004.
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средних будут различаться, можно проверить наличие подобных 
различий, используя априорный критерий, например односто­
ронний критерий Стьюдента для несвязанных групп. Значения 
статистики Стьюдента, число степеней свободы1 и уровни значи­
мости для этих трех сравнений приведены в табл. 9.5. Различия 
имеются лишь между средними первой и третьей групп. Средняя 
тяжесть депрессии для группы разведенных (6,00) значимо выше, 
чем для группы состоящих в браке (3,00).

Там, где нет веских оснований для прогноза, какие из средних 
величин могут различаться, можно использовать различные апос­
териорные (post-hoc) критерии для определения того, какие сред­
ние различны, если таковые различия вообще имеются. Эти кри­
терии учитывают тот факт, что чем больше сравнений сделано, 
тем выше вероятность, что некоторые средние будут различны в 
силу случайных причин. Например, на уровне значимости 0,05 
можно предполагать, что в одном из 20 сравнений средние будут 
различны на этом уровне значимости в силу случайных причин. 
В случае 100 сравнений этот показатель возрастет до пяти. Один 
из наиболее общих и универсальных />оз/-/шс-критериев — кри­
терий Ш еффе, который может использоваться для групп разно­
го размера. Этот критерий является консервативным в том смыс­
ле, что он с меньшей вероятностью обнаруживает факт значи­
мости (неслучайности) различий между средними.

Критерий Ш еффе представляет собой критерий Фишера, рав­
ный отношению квадрата разности между средними двух срав­
ниваемых групп к внутригрупповому среднеквадратичному от­
клонению для всех групп, умноженному на весовой коэф ф ици­
ент, отражающий число наблюдений в двух сравниваемых группах 
(«I и п2)\

г  [Среднее группы 1 -  среднее группы 2]2 г  = ---------------------------------------------------- .

[Внутригрупповое среднеквадратичное
отклонение х (я, + « 2)/(я, х « 2)|

Значимость этого отношения Фишера сравнивается с соот­
ветствующим критическим значением величины F, которая взве­
шена или умножена на межгрупповое число степеней свободы 
(т.е. число групп минус единица). Критическое значение статис­
тики F с двумя степенями свободы в числителе и шестью степе­
нями свободы в знаменателе2 для уровня значимости 0,05 прибли­
женно равно 5,15. Следовательно, соответствующее критическое

1 Число степеней свободы для критерия Стьюдента равно сумме наблюдений 
в обеих группах минус 2.

2 Число степеней свободы числителя равно числу групп минус 1, а число 
степеней свободы знаменателя — общему числу измерений минус число групп.
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Т а б л и ц а  9.5. Сравнение средних по критерию Стъюдента и критерию 
Шеффе для несвязанных групп

Сравнение
Критерий
Стъюдента

/

Число
степеней
свободы

df

Значимость
Р

Крите­
рий

Шеффе
S

df Р

Группы
1<->2

3,46 4 0,026 12,00 2,6 0,037

Группы
1<->3

1,90 3 Незначима 4,80 2,6 Незначи­
ма

Группы
2 о З

1,46 5 Незначима 1,72 2,6 Незначи­
ма

значение отношения Фишера для данного критерия Ш еффе рав­
но 10,30 [5,15 х (3 -  1)= 10,301.

Отношение Фишера для критерия Ш еффе для сравнения сред­
них величин выраженности депрессии у разведенных и состоящих 
в браке равно 12,00:

(6 ,00-3 ,0 0 )2 3,002 _ 9,00 р  00
1,00х(2 + 4)(2х4) ~ 1,00x0,75 0,75 ~ ’

Поскольку 12,00 > 10,30, средние для этих двух групп различа­
ются значимо. Отношение Фишера для критерия Ш еффе, число 
степеней свободы и значимости для рассматриваемых трех срав­
нений приведены в табл. 9.5. Только средние двух рассмотренных 
групп различаются значимо. Хотя это различие является значи­
мым и по критерию Стъюдента для независимых групп, и по кри­
терию Ш еффе, точное значение значимости выше для критерия 
Ш еффе (0,037) по сравнению со значением (0,026) по двусто­
роннему критерию Стъюдента для независимых групп. Что и сле­
довало ожидать в случае более консервативного критерия.

Общая линейная модель

Вычисления для дисперсионного анализа могут быть проведе­
ны с помощью множественной регрессии. Оба эти метода могут 
быть выведены из общей линейной модели. В случае многомерной 
регрессии квадрат множественной корреляции ( R 2) представляет 
собой долю дисперсии зависимой переменной, или переменной- 
отклика, объясняемую независимыми переменными, или предик­
торами. Дисперсия есть сумма квадратов отклонений, деленная на 
число степеней свободы, равное количеству наблюдений минус 
единица. Поскольку число степеней свободы при дисперсионном
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анализе одно и то же для трех источников дисперсии1, можно не 
обращать на него внимание. Следовательно, квадрат множествен­
ной корреляции может быть получен как отношение межгруппо­
вой суммы квадратов к общей сумме квадратов:

^2 _ |Межгрупповая сумма квадратов]
[Общая сумма квадратов)

В дисперсионном анализе эта статистика называется эта-квад­
рат (л2), или корреляционное отношение. В нашем примере квад­
рат коэффициента множественной корреляции, или корреляци­
онное отношение, приближенно равен 0,67 (12,00/18,00 = 0,667).

Как отмечалось в гл. 5, один из способов вычисления квадрата 
множественной корреляции в случае многомерной регрессии со­
стоит в том, чтобы сложить произведения стандартизированных 
частных регрессионных коэффициентов по всем предикторам (не­
зависимым переменным) на коэффициенты их корреляции с за­
висимой переменной:

R2 = сумма по всем предикторам [стандартизированный 
коэффициент регрессии х коэффициент корреляции!.

Хотя семейное положение представляет собой единый фактор, 
это категориальная переменная. Следовательно, надо ввести до­
полнительные переменные-предикторы таким образом, чтобы каж­
дая из них задавала определенную категориальную группу в от­
дельности. Число необходимых для этого предикторов всегда на 
единицу меньше числа категорий. Таким образом, чтобы задать 
три группы с различным семейным статусом, необходимо два 
предиктора. Простейший способ определить группу — ввести та­
кую фиктивную переменную, которая принимает единичное зна­
чение для всех наблюдений данной группы и нулевое значение — 
для наблюдений из всех остальных групп. Например, группа раз­
веденных может быть закодирована единицами, в то время как 
группы состоящих в браке и никогда не состоявших в браке — 
нулями (табл. 9.6). Эта новая переменная представляет собой ф ик­
тивную переменную. Вторая фиктивная переменная, необходимая 
для того, чтобы идентифицировать все три группы, принимает 
значение 1 для состоящих в браке и значение 0 — для разведенных 
и никогда не состоявших в браке. Используя две эти фиктивные 
переменные, видим, что группа разведенных определяется еди­
ничным значением первой переменной и нулевым значением вто­
рой переменной, группа состоящих в браке — нулевым значени­
ем первой переменной и единичным значением второй перемен-

1 Поскольку каждая из трех переменных измерена на одном и том же числе 
наблюдений.
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Т а б л и ц а  9.6. Значения фиктивных переменных для трех групп

Наблюдение Группа Депрессия

Фиктивные переменные

Разведенные Состоящие 
в браке

1 1 7 1 0

2 1 5 1 0

3 2 2 0 1

4 2 3 0 1

5 2 4 0 1

6 2 3 0 1

7 3 5 0 0

8 3 3 0 0

9 3 4 0 0

ной, а ф уппа никогда не состоявших в браке задается нулевыми 
значениями обеих переменных.

Если провести регрессию выраженности депрессии по этим двум 
фиктивным переменным, стандартизированный частный коэф­
фициент регрессии для первой фиктивной переменной составит 
0,59, а для второй — (-0,35). Коэффициент корреляции выражен­
ности депрессии с первой фиктивной переменной равен 0,76, а 
со второй — (-0,63).

Таким образом, квадрат коэффициента множественной корре­
ляции равен 0,67:

(0,59 х 0,76) + (-0,35 х -0,63) = 0,45 + 0,22 = 0,67.
/'’-отношение (отношение Фишера) для квадрата коэффици­

ента множественной корреляции (см. гл. 5) равно:
[Изменение /?2]

„ [Число добавленных предикторов]
n - * ’ i --------- '

IN -  число предикторов -  1]
Если использовать достаточное количество десятичных разрядов 

после запятой, отношение Фишера в нашем примере будет рав­
ным 6,00, как это имеет место в случае дисперсионного анализа: 

0,6667
2 _ 0,3334 _ 0,3334 ППА 

(1-0 ,6667) 0,3333 0,0556 ’
( 9 - 2 - 1)  6
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Для того чтобы быть статистически значимым на уровне 0,05, 
отношение Фишера с двумя степенями свободы в числителе и 
шестью степенями свободы в знаменателе должно быть больше 
или равно 5,15, что в нашем случае выполняется.

М ожно назвать три причины, почему полезно знать, как соот­
носятся между собой множественная регрессия и дисперсионный 
анализ. Во-первых, категориальные переменные, такие, как «Се­
мейное положение», необходимо кодировать фиктивными пере­
менными и вводить их одновременно на одном этапе множествен­
ной регрессии. В этом случае доля объясняемой фиктивными пе­
ременными дисперсии равна эта-квадрату для дисперсионного 
анализа. Во-вторых, дисперсионный анализ часто проводится в 
статистических пакетах с использованием множественной регрес­
сии. В дисперсионном анализе с несколькими факторами, где ко­
личество наблюдений для разных факторов не одно и то же или 
непропорционально, результаты могут различаться в зависимос­
ти от метода, используемого для ввода переменных. Понимание 
этих различий может помочь в выборе наиболее адекватного ме­
тода для анализа. В-третьих, вычисления, проводимые в ковариа­
ционном анализе, проще объяснить в терминах многомерной ре­
грессии.

Отчет о результатах

Одной из форм краткого отчета о результатах дисперсионного 
анализа в настоящем примере может быть такая: «Однофактор­
ный дисперсионный анализ выявил, что семейное положение зна­
чимо влияет на выраженность депрессии (/^ ,6 = 6,00; р  < 0,05)». 
Если бы у нас имелись веские основания для прогноза того, что 
выраженность депрессии окажется выше в группе разведенных 
по сравнению с группой состоящих в браке, мы могли бы доба­
вить утверждение следующего рода: «Как прогнозировалось, вы­
раженность депрессии оказалась значимо выше (коэффициент 
Стыодента с четырьмя степенями свободы для несвязанных групп 
/4 = 3,45, значимость по одностороннему критерию р <  0,05) сре­
ди разведенных (среднее М =  6,00, С К О 1 = 1,41), чем среди со­
стоящих в браке (среднее М =3,00; СКО = 0,82). Между другими 
парами средних значимых различий выявить не удалось». Если у 
нас не было веских оснований для прогнозов, то можно добавить 
следующее: «Критерий Ш еффе показал, что средняя выражен­
ность депрессии значимо отличалась (Ш еффе F2 6= 12,00; р <  0,05) 
лишь для группы разведенных и группы состоящих в браке. Сред­
няя выраженность депрессии была выше для разведенных (сред-

1 СКО — среднее квадратичное отклонение (SD ).
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нее М = 6,00, CKO = 1,41) по сравнению с состоящими в браке 
(среднее Л/= 3,00; СКО = 0,82)».

Процедура SPSS для Windows

Приведем алгоритм проведения дисперсионного анализа, опи­
санного в данной главе.

Введите данные с помощью Редактора данных (Data Editor), 
как показано на рис. 9.1. Первый столбец с именем «группа» со­
держит номера трех групп наблюдений. Второй столбец с названи­
ем «депресс» содержит значения общей выраженности тяжести деп­
рессии. Задайте названия групп, приписав им соответствующие 
имена (метки) — «Разведенные», «Состоящие в браке» и «Никог­
да не состоявшие в браке».

В строке меню в верхней части окна программы выберите пункт 
Анализ (Analyze), в появившемся ниспадающем меню — пункт 
Общие линейные модели (General Linear Model), а затем — под­
пункт Одномерная модель (Univariate), чтобы открыть диалоговое 
окно Одномерная модель (Univariate), представленное на рис. 9.2.

Выберите «депресс» и с помощью первой верхней кнопки ► 
переместите эту переменную в поле Зависимая переменная (Depen­
dent).

Выберите «группа» и с помощью второй сверху кнопки ► пере­
местите эту переменную в список Фиксированные фактор(ы) (Fixed 
Factor(s)).

Чтобы осуществить проверку постфактум, нажмите на кнопку 
Критерии постфактум (Post Нос), открывающую дочернее диало­
говое окно Одномерная модель: Множественные сравнения наблю­
даемых средних постфактум (Univariate: Post Hoc Multiple Compari­
sons for Observed Means), изображенное на рис. 9.3.

В списке Факторы (Factors) выберите переменную «группа» и с 
помощью кнопки ► переместите ее в список «Критерии постфак­
тум для» (Post Hoc Tests for).

Установите флажок Шеффе (Scheffe), чтобы осуществить про­
верку по критерию Ш еффе, и нажмите на кнопку Продолжить 
(Continue), чтобы вернуться в основное диа­
логовое окно Одномерная модель (Univariate).

Рис. 9.1. Данные для проведения однофакторного 
дисперсионного анализа в Редакторе данных (Data 
Editor)

группа [ депресс [

7  1 7
2 1 5

3 2 2

i  2 3
S 2 4

1 2_______3 ]_ J_______3 
_8 3____________4 

9 3___________ 5 
.....................1_______
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Ш
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P ' r t f *  
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OK. j Paste j Reset I Cancel | Help j

Рис. 9.2. Диалоговое окно Одномерная модель (Univariate)

Нажмите на кнопку Опции (Options) и откройте дочернее диа­
логовое окно Одномерная модель: Опции (Univariate: Options), изоб­
раженное на рис. 9.4.

Установите флажок Описательные статистики (Descriptive statis­
tics), чтобы вывести средние и стандартные отклонения для трех 
рассматриваемых групп.

Установите флажок Критерии однородности (Homogeneity tests), 
чтобы выполнить тест Левина на однородность дисперсий.

Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы закрыть это 
дочернее диалоговое окно и вернуться в основное диалоговое окно.

® Й " Й « Й :  I  o m p i r & n s  fo r  O b « r r e d  M eans

Factor(s): Post Hoc Tests for

£ quai Variances Assumed

LSD Г  S-N к  ;
Bonlerrom ! T ukey
Sidak Г  Tukey's-b ;
Scheffe Г  Duncan
R-E-G-WF Г '  Hochberg'sGT2

R-E-G-WQ f ”  Gabriel

Waller-0 uncan 

Dunnett

Equal Variances Not Assum ed

Tamhane'sT2 l~  DunneU'sT3 j ljar>v: Howell DunneH^

Рис. 9.3. Дочернее диалоговое окно Постфактум сравнения для измерен­
ных средних (Univariate: Post Hoc Multiple Comparisons for Observed Means)
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Рис. 9.4. Дочернее диалотвое окно Одномерная модель. Опции (Univariate: 
Options)

Нажмите OK для выполнения однофакторного дисперсионно­
го анализа.

Чтобы провести регрессионный анализ, введите значения двух 
фиктивных перемети,IX в третий и четвертый столбцы матрицы 
Редактора данных (Data Editor), как показано в табл. 9.6. Выполни­
те регрессию переменной «депресс» по этим двум переменным.

Выводимая S P S S  информация по результатам работы

При выводе результатов первой отображается таблица средних 
и стандартных (среднеквадратичных) отклонений, которую здесь 
не приводим. За ней следует таблица с результатами теста Левина 
(табл. 9.7). Дисперсии значимо не различаются, поскольку уровень 
значимости отношения Фишера, равного 0,600, составляет 0,579, 
что превосходит 0,05.

Затем выводятся показатели дисперсионного анализа (табл. 9.8). 
Для нас актуальны только три из шести перечисленных показа­
телей, а именно: РРУППА (G RO U P), Ошибка (Error) и Общее 
исправление (Corrected Total), соответствующие трем представ­
ленным в табл. 9.3 источникам разброса1. Величина отношения 
Фишера, равная 6,000, имеет уровень значимости 0,037, что яв­
ляется статистически значимым, поскольку данное значение 
меньше 0,05.

1 Межгрупповой, Внутригрупповой, Общий соответственно.
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Т а б л и ц а  9.7. Выводимые SPSS результаты теста Левина
для однофакторного дисперсионного анализа

Levene’s Test of Equality of Error Variances3

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

F df1 df2 Sig.

0,600 2 6 0,579

Tests the null hypothesis that the error variance of the dependent 
variable is equal across groups.

a. Design:lntercept + ГРУППА.

Последними отображаются результаты проверки по критерию 
Ш еффе. Первая из двух выводимых программой таблиц представ­
лена в табл. 9.9, поскольку интересует нас в наибольшей степени. 
Сравнения в этой таблице повторяются дважды. Например, пер­
вая строка сравнивает средние группы разведенных и состоящих в 
браке, в то время как третья строка сравнивает средние группы 
состоящих в браке и разведенных. Для этих сравнений приводятся 
только величины значимостей, которые в данном случае состав­
ляют 0,037. Значения величин отношения Фишера и количества 
степеней свободы могут быть вычислены так, как описывалось 
ранее.

В табл. 9.10 приведены стандартизированные частные регресси­
онные коэффициенты для множественной регрессии с двумя ф ик­
тивными переменными. Первый из коэффициентов равен 0,588, 
второй — (-0,351).

Т а б л и ц а  9.8. Выводимые SPSS показатели однофакторного 
дисперсионного анализа

Tests of Between-Subjects Effects

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

Sorrected Model
Type III Sum 
of Squares df Mean Square F Sig.

Corrected Model 12,000a 2 6,000 6,000 0,037

Intercept 156,000 1 156,000 156,000 0,000

ГРУППА 12,000 2 6,000 6,000 0,037

Error 6,000 6 1,000

Total 162,000 9

Corrected Total 18,000 8

a. R Squared = 0,667 (Adjusted R Squared = 0,556). 
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Т а б л и ц а  9.9. Выводимые SPSS результаты проверки по критерию
Шеффе для однофакторного дисперсионного анализа

Multiple Comparisons
Dependent Variable: ДЕПРЕСС 
Scheffe

Mean
95% Confidence 

Interval

(1) ГРУППА (J) ГРУППА
Difference

(l-J)
Std.
Error Sig.

Lower
Bound

Upper
Bound

Разведенные Состоящие в браке 3,00* 0,866 0,037 0,22 5,78
Никогда не состояв­
шие в браке

2,00 0,913 0,171 -0,93 4,93

Состоящие в браке Разведенные -3,00* 0,866 0,037 -5,78 -0 ,22
Никогда не состояв­
шие в браке

-1,00 0,764 0,471 -3,45 1,45

Никогда не состо­
явшие в браке

Разведенные -2,00 0,913 0,171 -4 ,93 0,93

Состоящие в браке 1,00 0,764 0,471 -1,45 3,45

Based on observed means.
* The mean difference is significant at the 0,05 level.

Т а б л и ц а  9.10. Выводимые SPSS стандартизированные частные 
коэффициенты регрессии для двух фиктивных переменных

Coefficients3

Model

Unstandardized
Coefficients

Standardized
Coefficients

t Sig.В Std. Error Beta
1 (Constant) 4,000 0,577 6,928 0,000

ФИКТИВ 1 2,000 0,913 0,588 2,191 0,071
ФИКТИВ2 -1,000 0,764 -0,351 -1,309 0,238

a. Dependent Variable: ДЕПРЕСС.
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Н Е С В Я ЗН Ы Й  О Д Н О Ф А К ТО РН Ы Й  
К О ВА РИ А Ц И О Н Н Ы Й  АНАЛИЗ

Г л а в а  10

В ковариационном анализе (ANCOVA) доля дисперсии, со­
вместная для зависимой и одной или нескольких количественных 
переменных1, исключается, а затем определяется, может ли ос­
тавшаяся дисперсия быть объяснена одним или несколькими фак­
торами и их взаимодействиями. Совместную для двух переменных 
дисперсию называют ковариацией. Количественные переменные2, 
имеющие долю общей дисперсии с зависимой переменной и по­
этому исключаемые из анализа, называются ковариатами. Други­
ми словами, ковариаты коррелируют с зависимой переменной. 
Если средние значения какой-либо ковариаты одинаковы для раз­
личных уровней, или групп фактора, то средние значения откли­
ка (зависимой переменной) для этих уровней не нужно коррек­
тировать для данной ковариаты. В таком случае доля дисперсии, 
объясняемой фактором, не отличается от величины, получаемой 
при дисперсионном анализе, а величина ошибки меньше, по­
скольку часть дисперсии ошибки будет объясняться ковариатой.

Следовательно, объясняемая фактором доля дисперсии с боль­
шей вероятностью будет статистически значимой при ковариаци­
онном, чем при дисперсионном анализе, показывая, что в пер­
вом случае вероятность существования различий между группо­
выми средними выше, чем во втором. Там, где средние значения 
ковариаты различаются для разных уровней фактора, необходима 
коррекция средних значений зависимой величины с учетом кова­
риаты. Чем сильнее различия средних значений ковариаты, тем 
больше должна быть коррекция средних значений отклика. В ре­
зультате скорректированные средние значения могут различаться 
меньше, чем нескорректированные. Более того, могут различаться 
соотношения величин скорректированных и нескорректированных 
средних значений. Крайний случай такой ситуации проявляется 
тогда, когда группа с наибольшим нескорректированным средним 
значением имеет наименьшее скорректированное среднее.

Наибольшая вероятность того, что средние значения ковариа­
ты окажутся равными, — в истинном эксперименте3, где наблю-

1 Независимых.
2 Независимые.
3 В отличие от квази-эксперимента.
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дения или участники случайным образом приписываются различ­
ным уровням фактора. Случайное приписывание используется, 
чтобы гарантировать тот факт, что наблюдения вряд ли различа­
ются кроме как по уровню фактора, или способу эксперимен­
тального воздействия, который был для них выбран.

Например, пациенты, участвующие в эксперименте по срав­
нению различных видов лечения депрессии, скорее всего, разли­
чаются по степени выраженности депрессии. При этом у одних 
групп испытуемых перед началом эксперимента депрессия была 
выражена сильнее, чем у других. Больные с большей выраженно­
стью депрессии перед началом терапии могут меньше поддавать­
ся лечению и, таким образом, демонстрировать меньшее улучше­
ние состояния здоровья, чем пациенты с менее выраженной деп­
рессией к началу терапии. С другой стороны, они могут демонст­
рировать большее улучшение, поскольку допустимое возможное 
улучшение у них больше.

Следовательно, результаты подобного исследования будет 
труднее интерпретировать, если больные, распределенные в раз­
ные группы по способу лечения, различаются по степени выра­
женности депрессии перед началом терапии. Если выраженность 
депрессии до начала терапии примерно одинакова у пациентов 
из разных групп и если выраженность депрессии до начала тера­
пии положительно коррелирует с выраженностью депрессии не­
посредственно после окончания лечения, ковариационный ана­
лиз может обеспечить более чувствительный критерий эффектив­
ности различных видов терапии за счет устранения различий в 
выраженности депрессии до начала терапии внутри различавших­
ся по видам лечения групп больных.

Однако соблюдение требований случайности распределения по 
группам не всегда гарантирует одинаковость наблюдений во всех 
отношениях, особенно если число используемых наблюдений от­
носительно невелико.

Например, может оказаться, что среднее значение выражен­
ности депрессии до начала терапии в каких-то группах было выше, 
чем в других. Имеются различные способы выхода из этого поло­
жения, ни один из которых нельзя признать полностью удовлет­
ворительным. Многие исследователи в сфере социальных иаук 
полагают, что предпочтительным методом в случае различий до 
начала терапии является ковариационный анализ (например, 
J. Stevens, 1996). При таком анализе предполагают равенство сред­
них значений до начала терапии, а средние значения после лече­
ния корректируются с учетом исходных различий до начала тера­
пии, что затрудняет интерпретацию результатов.

Средние значения ковариат для наблюдений, которые не были 
случайным образом распределены по различным уровням факто­
ра, вероятнее всего, будут различаться по группам. Например,

197



разведенные, состоящие в браке и никогда не состоявшие в бра­
ке, скорее всего, различаются по ряду показателей, одним из ко­
торых может быть возраст. Разведенные могут быть в целом старше 
состоящих в браке, которые, в свою очередь, могут быть старше 
никогда не состоявших в браке. Если выяснится, что возраст кор­
релирует с зависимой переменной — выраженностью депрессии, 
то влияние возраста можно будет проконтролировать, проведя 
ковариационный анализ. Ковариационный анализ часто исполь­
зуется в таких случаях, хотя следует помнить, что одним из допу­
щений (условий применимости) данного метода является равен­
ство средних значений ковариаты по группам1.

Проиллюстрируем однофакторный ковариационный анализ, 
используя данные из табл. 9 .1 так, что результаты ковариационно­
го анализа можно будет сопоставить с результатами проведенного 
в предыдущей главе дисперсионного анализа. Как и прежде, един­
ственный фактор имеет три уровня, или группы: разведенные, 
состоящие в браке и никогда не состоявшие в браке. Наш анализ 
будет включать одну ковариату, которую будем называть ф изи­
ческое нездоровье. Как и зависимая переменная выраженности 
депрессии, эта переменная измеряется по девятибалльной шка­
ле, где большее значение указывает на более выраженное нездо­
ровье. Хотя на практике маловероятно, чтобы средние значения 
ковариаты были одинаковы для всех уровней фактора, мы искус­
ственно создали набор данных, где это условие выполняется, и 
другой набор данных, в котором средние различны, чтобы иметь 
возможность сравнить эти два случая. Эти два набора данных при­
ведены в табл. 10.1 вместе со значениями зависимой переменной 
и средними величинами всех трех переменных для каждой из трех 
групп и всей выборки. Средние значения для выраженности не­
здоровья в первом примере одинаковы для всех групп и равны 5, 
в то время как во втором примере средние по группам соответ­
ственно равны 8, 5 и 3.

Чтобы провести ковариационный анализ, необходимо вычис­
лить коэффициент корреляции между ковариатой и зависимой пе­
ременной. Зависимая переменная в обоих случаях одна и та же. Ко­
эффициент корреляции в случае равных средних значений ковари­
аты составил 0,39, а в случае неравных средних значений — 0,31. 
Результаты ковариационного анализа можно представить в таблич­
ной форме так же, как и результаты дисперсионного анализа, при­
веденные в табл. 9.3. Однако часто бывает полезным показать вари­
ацию, или сумму квадратов, зависимой переменной, объясняемую 
за счет ковариаты, как это сделано в табл. 10.2. Основные статисти-

1 Предварительную проверку на равенство средних проводить нужно, однако 
тот факт, что они различаются, не является препятствием для проведения кова­
риационного анализа.
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Т а б л и ц а  10.1. Сырые (первичные) и средние значения 
для ковариационного анализа

Наблюдения Группа Депрессия
Физическое нездоровье

Равные
средние

Неравные
средние

1 1 7 6 7
2 1 5 4 9

Среднее по группе 12/2 = 6 10/2 = 5 16/2 = 8

3 2 2 4 5

4 2 3 6 6

5 2 4 5 4

6 2 3 5 5

Среднее по группе 12/4 = 3 20/4 = 5 20/4 = 5

7 3 3 5 4

8 3 4 4 2

9 3 5 6 3

Среднее по группе 12/3 = 4 15/3 = 4 9 /3  = 3

Среднее но выборке 36/9 = 4 45/9  = 5 45/9  = 5

ки дисперсионного анализа и двух ковариационных анализов для 
данных из табл. 10.1 представлены для сравнения в табл. 10.2.

Видим, что отношение Фишера /•'для ковариационного анали­
за с равными средними (9,00) превосходит аналогичное значение 
для дисперсионного анализа (6,00), поскольку значительная доля 
суммы квадратов ошибки зависимой переменной (2,67/6,00 = 0,45) 
объясняется ковариатой. Исключение этой объясняемой суммы 
квадратов в ковариационном анализе уменьшает общую величину 
суммы квадратов (6 ,00 -2 ,67  = 3,33), снижая таким образом значе­
ние среднеквадратичного отклонения (3,33/5 = 0,67) и повышая 
величину FK Обратите внимание на то, что число степеней свобо­
ды ошибки в случае ковариационного анализа на единицу мень­
ше. Это означает, что для того, чтобы быть статистически значи­
мым, отношение Фишера F в случае ковариационного анализа 
должно быть несколько выше, чем в случае дисперсионного ана­
лиза. С двумя степенями свободы в числителе и пятью степенями 
свободы в знаменателе отношение Фишера Fдолжно быть не мень­
ше 5,79, чтобы быть статистически значимым на уровне 0,05, в 
отличие от дисперсионного анализа, где оно должно быть не ме-

1 F =  Ш ГрУ,шы/Л /5 01пибки = 6 /0 ,6 7  = 9.
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Т а б л и ц а  10.2. Сравнение дисперсионного и ковариационного анализа

Дисперсионный анализ1
Ковариационный анализ

Равные средние Неравные средние
Су
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F 55 d f M S2 F 55 d f MS F

Ковари- 2,67 1 2,67 4,00 2,67 1 2,67 4,00
ата

Группа 12,00 2 6,00 6,00* 12,00 2 6,00 9,00* 12,89 2 6,44 9,67*

Ошибка 6,00 6 1,00 3,33 5 0,67 3,33 5 0,67

Общая 18,00 8 18,00 8 18,00 8

* р  < 0,05.

нес 5,15. Однако увеличение реального значения отношения Ф и­
шера существенно превосходит увеличение критического значе­
ния F так, что вероятность случайного осуществления данного 
события в случае ковариационного анализа ( р -  0,022) меньше, 
чем в случае дисперсионного анализа (/> = 0,037). Поскольку сред­
ние значения ковариаты для всех трех групп в точности равны, 
средние значения зависимой переменной остаются без измене­
ния: выраженность депрессии у разведенных выше всего (6,00), 
затем следуют никогда не состоявшие в браке (4,00) и состоящие 
в браке (3,00).

Отношение Фишера F для ковариационного анализа с нерав­
ными средними (9,67) несколько выше, чем для анализа с рав­
ными средними (9,00), а потому и более значимо (р = 0,019). П о­
скольку средние значения ковариаты для трех групп различаются, 
средние значения зависимой переменной должны быть скоррек­
тированы. Скорректированное среднее значение выше всего в груп­
пе разведенных (8,00), затем следуют состоящие в браке (3,00), а 
за ними — никогда не состоявшие в браке (2,67). Когда произво­
дится корректировка средних значений с учетом различий сред­
них значений ковариаты, никогда не состоявшие в браке оказы­
ваются менее депрессивными (2,67), чем состоящие в браке (3,00),

1 Это практически табл. 9.3.
2 Как и в гл. 9: M S - SS/df.
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в то время как в случае отсутствия корректировки выраженность 
депрессии у никогда не состоявших в браке (4,00) несколько выше, 
чем у состоящих в браке (3,00). Другими словами, порядок значе­
ний скорректированных средних несколько отличается от поряд­
ка значений нескорректированных средних. Один из способов 
вычисления этих скорректированных средних значений будет опи­
сан позже.

Сравнение средних

Как и в случае дисперсионного анализа, гам, где фактор со­
стоит более чем из двух групп, необходимы дополнительные спо­
собы для выявления того, какие из групповых средних различны. 
Одним из них является тест защищенных наименьших значимых 
различий Ф иш ера1 (B.E.Huitema, 1980), рассчитываемый по сле­
дующей формуле:

Скорректированное среднее группы 1 -
-  скорректированное среднее группы 2

Скорректированная
среднеквадратичная
ошибка

— + — 
«I «2

Среднее значение 
ковариаты группы 1 -  
-ср ед н ее  значение 
ковариаты группы 2

Сумма квадратов 
ошибки ковариаты2

Проиллюстрируем применение этой формулы на сравнении раз­
веденных и состоящих в браке, где средние значения не равны. Сумма 
квадратов ошибки ковариаты равна 6,00 как для случая неравных 
средних значений, так и для случая равных средних величин. Под­
ставив соответствующие значения в формулу, получаем:

t = 8 ,0 0 -3 ,0 0 5,00

0 ,6 7  х  •
( \ 1 >

— + - +
2 4V /

(8 ,00 -5 ,00 )
6ДЮ

5,00 5,00

^0,67 х (0,75+ 1,50)

л/К5Т 1,23
= 4,07.

1 В англоязычной литературе этот тест называется Protected Least Significant 
Difference (PLSD).

2 Доля дисперсии, не объясняемая ковариатой.
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Т а б л и ц а  10.3. Сравнение пар средних с помощью теста Фишера 
защищенных наименьших значимых различий

Сравнения
Равные средние Неравные средние

d f 2 P i г d f Р

Группы 1<->2 4,23 5 0,01 4,07 5 0,01

Группы 1<->3 2,68 5 0,05 2,91 5 0,05

Группы 2<->3 1,60 5 Н сзн ач и м а 0,36 5 Н езн ач и м а

1 Критерий Стъюдента.
2 Число степеней свободы.
3 Значимость.

Число степеней свободы для данного /-критерия равно числу 
степеней свободы скорректированной среднеквадратической 
ошибки, которое в свою очередь равно количеству наблюдений 
минус количество групп минус единица. Для нашего случая df=  5 
(9 -  3 -  1 = 5). Если нет веских оснований для прогнозирования 
того, какие из средних значений будут различаться, будем ис­
пользовать двусторонний критерий с критическим значением 0,05; 
если же имеются веские основания для прогноза, какая из сред­
них величин будет больше, — односторонний критерий с крити­
ческим значением 0,05. В случае, когда число степеней свободы 
равно 5, критическое значение двустороннего /-критерия для уров­
ня 0,05 равно 2,58 и 2,02 для одностороннего критерия. Поскольку 
значение /, равное 4,07, больше каждого из этих критических зна­
чений, можно сделать вывод о том, что у разведенных депрессия 
значимо более выражена, чем у состоящих в браке. Результаты 
вычислений по двустороннему критерию для всех трех сравнений 
с равными и неравными средними значениями ковариаты приве­
дены в табл. 10.3. В отличие от методов анализа, проведенных в 
предыдущей главе, показавших, что разведенные по выраженно­
сти депрессии значимо не отличаются от никогда не состоявших в 
браке, данные результаты показывают, что депрессия у разведен­
ных также статистически более выражена, чем у никогда не со­
стоявших в браке.

Однородность дисперсии и регрессии

Как и дисперсионный анализ, ковариационный анализ осно­
ван на допущении о том, что внутригрупповые дисперсии при­
мерно равны и значимо не различаются. Если же они различают­
ся, то преобразование соответствующих значений (баллов) зави­
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симой переменной может уменьшить различия. Одним из спосо­
бов проверки однородности дисперсий является тест Левина, ко­
торый в данном случае представляет собой просто однофактор­
ный дисперсионный анализ абсолютных отклонений значений 
(баллов) зависимой переменной от значений, прогнозируемых 
групповым фактором и ковариатой. Число степеней свободы для 
межгрупповой суммы квадратов равно количеству групп минус 
единица, а число степеней для внутригрупповой суммы квадра­
тов равно числу наблюдений минус число групп. Для рассматри­
ваемого примера число степеней свободы для межгрупповой сум­
мы квадратов равно двум (3 -  1 = 2), а для внутригрупповой суммы 
квадратов — шести (9 -  3 = 6). Критическое значение критерия 
Фишера с данными степенями свободы для уровня значимости 
0,05 равно 5,15. Поскольку величина /‘’-отношения для данного 
критерия (0,516) меньше 5,15, указанное допущение выполняет­
ся. Метод вычисления данных абсолютных отклонений будет опи­
сан далее.

Другое допущение, выполнение которою необходимо для ко­
вариационного анализа, состоит в том, что линейное соотноше­
ние между зависимой переменной и ковариатой, подсчитываемое 
отдельно для каждой группы, не должно значимо различаться 
между группами. Нели же оно отличается для одной или более 
групп, то коррекция средних значений зависимой переменной, 
осуществляемая для этих групп, будет неточной. Это линейное 
соотношение выражается регрессионными коэффициентами и 
данное допущение известно как однородность регрессии. Она про­
веряется с помощью критерия Фишера, где скорректированная 
внутригрупповая сумма квадратов разделяется на межрегрессион- 
ную [between-regressions] сумму квадратов и остаточную сумму 
квадратов, /‘’-отношение представляет собой частное от деления 
среднего значения межрегрессионной суммы квадратов на сред­
нее значение остаточной суммы квадратов. Среднее значение меж­
регрессионной суммы квадратов равно межрегрессионной сумме 
квадратов, деленной на ее число степеней свободы, которое рав­
но числу групп минус единица. Среднее значение остаточной сум­
мы квадратов есть остаточная сумма квадратов, деленная на ее 
число степеней свободы, которое равно количеству наблюдений 
минус удвоенное число групп. Для настоящего примера число 
степеней свободы межрегрессионной суммы квадратов равно двум 
(3 -  1 = 2), а остаточной суммы квадратов — трем [9 -  (2 х 3) = 3]. 
Критическое значение критерия Фишера с данными степенями 
свободы для уровня значимости 0,05 равно 9,55. Поскольку вели­
чина F для ковариаты с равными (0,167) и неравными (0,167) 
средними значениями меньше, чем 9,55, данное допущение вы­
полняется. Один из способов вычисления /’’-отношения будет кратко 
описан.
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Ковариационный анализ и множественная регрессия

Возможно, самый простой способ получения .основных стати­
стик для ковариационного анализа состоит в использовании мно­
жественной регрессии. Из гл. 9 известно, что фактор семейного 
положения может быть представлен двумя фиктивными пере­
менными, приведенными в табл. 9.6. Ковариата остается без из­
менений. Чтобы вычислить значение /•’-критерия для проверки 
однородности регрессии, необходимо создать две дополнитель­
ные фиктивные переменные, которые представляют взаимодей­
ствие между ковариатой и фактором. Если значения регрессион­
ного коэффициента значимо различаются между группами, зна­
чительная доля дисперсии будет объясняться этими фиктивными 
переменными, которые получаются путем умножения каждой из 
первых двух фиктивных переменных на значение ковариаты (табл. 
10.4). Тем, кто не желает рассматривать подробные выкладки, 
связанные с данным анализом, следует переходить к следующе­
му подразделу, посвященному скорректированным средним зна­
чениям.

Как было показано в гл. 9, /■’-критерий может быть получен из 
следующего равенства:

[Изменение Л2] 
г- _  [Число добавленных предикторов]

[ I - / ?2] '

[N -  число предикторов -  1]

Квадрат множественной корреляции (R 2) представляет собой 
объясненную долю общей дисперсии зависимой переменной. Если 
известна общая сумма квадратов, то можно вычислить сумму квад­
ратов для различных членов в таблице ковариационного анализа. 
В гл. 9 было установлено, что общая сумма квадратов для выра­
женности депрессии равна 18,00. Если известен квадрат множе­
ственной корреляции для ковариаты и для ковариаты и первых 
двух фиктивных переменных, то можно вычислить значение F, 
сумму квадратов и среднеквадратичное отклонение (см. табл. 10.2). 
Если известен квадрат коэффициента множественной корреля­
ции для ковариаты и четырех фиктивных переменных, то можно 
вычислить /•’-отношение для однородности регрессии. Квадрат мно­
жественной корреляции для этих трех наборов предикторов равен 
0,099; 0,815 и 0,833 соответственно.

Доля дисперсии, объясняемой группами, равна изменению, 
или разности, между квадратом множественной корреляции для 
ковариаты и двух фиктивных переменных (0,815) и квадратом 
множественной корреляции для ковариаты (0,099), что равняется 
0,716 (0 ,815-0 ,099  = 0,716). Доля остающейся дисперсии, счита-
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Т а б л и ц а  10.4. Фиктивные переменные для ковариационного анализа 
с неравными средними значениями ковариаты

Наблю­
дения Группа Д епрес­

сия
Ковари­

ата

Фиктивные переменные

Разве­
денные

Состо­
ящие 

в браке

Разве­
денные

X
Ковари­

ата

Состо­
ящие 

в браке
X

Ковари­
ата

1 1 7 7 1 0 7 0

2 1 5 9 1 0 9 0

3 2 2 5 0 1 0 5

4 2 3 6 0 1 0 6

5 2 4 4 0 1 0 4

6 2 3 5 0 1 0 5

7 3 3 4 0 0 0 0

8 3 4 2 0 0 0 0

9 3 5 3 0 0 0 0

ющейся ошибкой, равна разности единицы и квадрата множе­
ственной корреляции для ковариаты и двух фиктивных перемен­
ных (1 -  0,815 = 0,185). Другими словами, коэффициент ошибки 
для семейного положения, взятого само по себе (1 -0 ,716  = 0,284), 
сокращается при учете влияния ковариаты (1 -0 ,815  = 0,185). К о­
личество предикторов, связанных с изменением квадрата коэф­
фициента множественной корреляции, — это две фиктивные пе­
ременные, представляющие три группы. Общее число предикто­
ров, связанных с коэффициентом ошибки, — это ковариата и две 
фиктивные переменные. Следовательно, число степеней свободы 
числителя равно двум, а знаменателя — пяти (9 -  3 -  1 = 5). Подста­
новка данных значений в формулу /■’-отношения дает величину F, 
равную 9,68, что практически совпадает со значением 9,67, при­
веденным в табл. 10.2:

0,716/2 = 0368 = 68
0,185/5 0,037 ’

Чтобы вычислить сумму квадратов для групп, умножим изме­
нение квадрата множественной корреляции (0,716) на общую сум­
му квадратов значений зависимой переменной (18,00) и получим
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12,888 (0,716 х 18,00= 12,888), что с точностью до округления рав­
но 12,89 (см. табл. 10.2). Чтобы вычислить сумму квадратов ошиб­
ки, умножим квадрат множественной корреляции, представляю­
щий ошибку (0,185), на общую сумму квадратов зависимой пере­
менной (18,00) и получим 3,33 (0,185 х 18,00 = 3,33), что в точности 
равно аналогичному значению в табл. 10.2.

/■"-отношение для проверки однородности регрессии включает 
долю дисперсии или суммы квадратов, объясняемой взаимодей­
ствием между ковариатой и двумя фиктивными переменными, 
которое представлено последними двумя фиктивными перемен­
ными. Эта доля равна разности между квадратом множественной 
корреляции для ковариаты и четырех фиктивных переменных 
(0,833) и квадратом множественной корреляции для ковариаты 
и первых двух фиктивных переменных (0,815), т.е. 0,018 (0,833 -  
-0 ,8 1 5  = 0,018). Доля оставшейся дисперсии представляет собой 
разность между единицей и квадратом множественной корреля­
ции для ковариаты и четырех фиктивных переменных (0,833), что 
дает 0,167 (1 — 0,833 = 0,167). Число предикторов, связанных с из­
менением квадрата множественной корреляции, представляет со­
бой две фиктивные переменные, отражающие взаимодействие 
между ковариатой и тремя группами1. Количество предикторов, 
связанных с остаточной дисперсией, измеряется ковариатой и че­
тырьмя фиктивными переменными2. Следовательно, число степе­
ней свободы числителя равно двум, а знаменателя — трем (9 -  5 -  
- 1 = 3 ) .  Подставив эти значения в формулу /■’-отношения, полу­
чим, что ^= 0 ,161 , что приближенно равно значению 0,167, при­
веденному ранее:

0,018/2 _ 0,009 _ Л 1£1
0,167/3 0,056 ”  ’ ‘

Значение /■’-отношения для ковариаты часто не включается в 
таблицы ковариационного анализа, но оно приведено в табл. 10.2, 
чтобы показать, каким образом уменьшается коэффициент ошибки, 
/■’-отношение определяет, будет ли значимой доля дисперсии, объяс­
няемая ковариатой, после того как учитывается групповой фактор. 
Эта доля равна разности между квадратом множественной корре­
ляции для ковариаты и первых двух фиктивных переменных (0,815) 
и квадратом множественной корреляции для первых двух фиктив­
ных переменных (0,667), т.е. 0,148 (0,815 -0 ,667  = 0,148). Доля ос­
тавшейся дисперсии представляет собой разность единицы и квад­
рата множественной корреляции для ковариаты и первых двух 
фиктивных переменных (0,815), что дает 0,185 (1 -  0,815 = 0,185).

1 Т.е. количество добавленных предикторов равно двум.
2 Т.е. количество предикторов, участвующих в модели, равно пяти.

206



Число степеней свободы числителя равно единице (ковариата), а 
знаменателя — пяти (9 -  3 -  1 = 5).1 Подстановка этих значений в 
формулу для /•’-отношения дает значение F, равное 4,00, совпада­
ющее с аналогичной величиной в табл. 10.2:

0,148/1 0,148 ,  АА—-----— = —-----= 4,00.
0,185/5 0,037

Обратите внимание на то, что в случае, когда средние значе­
ния ковариаты для разных групп в точности совпадают, сумма 
квадратов для группового фактора (12,00) равна соответствующе­
му значению для дисперсионного анализа, так как средние значе­
ния зависимой переменной остаются без изменений. Когда же 
средние значения ковариаты не совпадают, сумма квадратов для 
группового фактора может оказаться больше или меньше соот­
ветствующего значения дли дисперсионного анализа. В нашем слу­
чае она несколько больше (12,89). Общая сумма квадратов пред­
ставляет собой сумму квадратов зависимой переменной. Когда 
средние значения ковариаты не равны между собой, сумма этих 
отдельных сумм квадратов уже не будет равна общей сумме квад­
ратов.

Скорректированные средние

Один из способов вычисления скорректированного среднего 
значения для каждой из групп состоит в использовании следу­
ющей формулы:

[Скорректированное групповое среднее| = [Нескорректирован­
ное групповое среднее] -  [Нестандартизированный коэффи­
циент регрессии для ковариаты х (Среднее ковариаты для 

группы -  Общее среднее ковариаты)].

Нестандартизированный коэффициент регрессии для ковари­
аты равен -0,67. Среднее значение зависимой переменной для 
групп и ее общее среднее значение, а также аналогичные вели­
чины для ковариаты представлены в табл. 10.1. Подстановка в 
данную формулу соответствующих значений для разведенных дает 
скорректированное среднее значение, равное 8,01, что с учетом 
ошибки округления практически совпадает с приведенным ра­
нее:

6,00 -  [-0,67 х (8,00 -  5,00)[ = 6,00 -  (-2,01) = 8,01.

1 Общее число предикторов равно трем (ковариата плюс две фиктивные пе­
ременные).
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Один из альтернативных, но менее наглядных способов вы­
числения скорректированного среднего значения для группы До­
стоит в применении следующей общей формулы:

[Скорректированное групповое среднее] = [(Значение первой 
фиктивной переменной х Нестандартизированный коэффици­
ент регрессии переменной) + (Нестандартизированный коэф­
фициент регрессии ковариаты х Общее среднее значение ко­

вариаты) + Постоянная].

Нестандартизированные коэффициенты регрессии для двух 
фиктивных переменных, представляющих фактор, равны 5,33 и 
0,33 соответственно. Значение постоянной равно 6,00.' Подста­
новка соответствующих значений для разведенных дает прибли­
женное значение скорректированного среднего значения, рав­
ное 7,98, что, с точностью до ошибки округления, совпадает с 
8,00:

(5,33 х 1) + (0,33 х 0) + (-0,67 х 5,00) + 6,00 -  
= 5,33 + 0 + (-3,35) + 6,00 = 7,98.

Из этой формулы становится яснее, почему вычисление скор­
ректированного группового среднего требует лишь знания общего 
среднего значения ковариаты, а не среднего значения ковариаты 
для группы. Другими словами, вычисление скорректированных 
средних значений предполагает, что средние значения ковариаты 
совпадают.

Абсолютные отклонения для теста Левина

Чтобы получить абсолютные отклонения для теста Левина, не­
обходимо вычислить прогнозируемые значения для всех испытуе­
мых, основываясь на том, к какой группе они принадлежат и 
каково значение их ковариаты, и вычесть это прогнозируемое 
значение из фактического значения зависимой переменной. Про­
гнозируемая выраженность депрессии представляет собой сумму 
постоянной уравнения регрессии и произведений нестандарти- 
зированных коэффициентов регрессии на значения каждого из 
предикторов в уравнении регрессии. В данном примере уравнение 
регрессии содержит две фиктивные переменные и ковариату. Не­
стандартизированные коэффициенты регрессии для этих трех 
уравнений равны 5,333; 0,333 и -0,667 соответственно, а посто­
янная — 6,000. Подставив в данное уравнение соответствующие

1 Значение первой фиктивной переменной для разведенных равно 1, а вто­
рой — 0.
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Т а б л и ц а  10.5. Фактические значения, прогнозируемые значения 
и абсолютные отклонения для выраженности депрессии
— 1----------------

\
Наблюдения Группа Фактические

значения
П рогнозируемые 

значения
Абсолютные
отклонения

1 1 7 6,66 7 -  6,66 = 0,34

2 1 5 5,33 5 - 5 , 3 3  = 0,33

3 2 2 3,00 2 - 3 , 0 0 =  1,00

4 2 3 2,33 3 -  2,33 = 0,67

5 2 4 3,67 4 - 3 , 6 7  = 0,33

6 2 3 3,00 3 - 3 , 0 0  = 0,00

7 3 3 3,33 3 - 3 , 3 3  = 0,33

8 3 4 4,67 4 - 4 , 6 7  = 0,67

9 3 5 4,00 5 - 4 , 0 0 =  1,00

значения, находим, что прогнозируемое значение для первого на­
блюдения приближенно равно 6 ,66:

6,000 + (5,333 х I) + (0,333 х 0) + (-0,667 х 7) =
= 6,000 + 5,333 + 0 -  4,669 = 6,664.

Так как выраженность депрессии у данного больного равна 7, 
абсолютное отклонение для него приближенно равно 0,34. Выра­
женность депрессии, прогнозируемое значение и абсолютное от­
клонение для каждого из девяти испытуемых приведены в табл. 
10.5. Тест Левина представляет собой однофакторный дисперси­
онный анализ этих абсолютных отклонений, что дает величину F- 
отношения, приближенно равную 0,516.

О тчет о результатах

Рассмотрим один из способов краткого изложения результатов 
данного анализа для ковариаты с неравными средними значения­
ми, так как этот случай, скорее всего, и будет иметь место. Такой 
отчет может выглядеть следующим образом: «Чтобы учесть влия­
ние плохого самочувствия, которое коррелировало (коэффици­
ент корреляции = 0,31, незначим) с выраженностью депрессии, 
был проведен однофакторный ковариационный анализ. Семейное 
положение оказывало статистически значимое влияние на выра­
женность депрессии (F2< 5 = 9,67; р < 0,05)». Если у нас не было 
веских оснований для прогнозирования каких-либо различий, то
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можно добавить следующее: «Критерий наименьших значимых 
различий Фишера показал, что средняя выраженность депрессии 
была значимо выше у разведенных (скорректированное среднее 
значение Л /=8,00), чем у состоящих в браке (скорректированное 
среднее значение М =  3,00, t5 = 3,29, значимость по двустороннему 
критерию р < 0,0 1 ) или никогда не состоявших в браке (скоррек­
тированное среднее значение М  =2,67; /5 = 2,91; значимость по 
двустороннему критерию р <  0,05)».

Процедура SPSS для Windows

Приведем алгоритм выполнения ковариационного анализа для 
ковариаты с неравными средними значениями.

Введите данные в Редакторе данных (Data Editor), как показа­
но на рис. 10.1. Поскольку данные в первых двух столбцах те же 
самые, что и в предыдущей главе, можно открыть соответствую­
щий файл данных и добавить значения в третий столбец с при­
своением ему имени «нездоров».

В строке меню в верхней части окна программы выберите пункт 
Анализ (Analyze), в появившемся ниспадающем меню — пункт 
Общие линейные модели (General Linear Model), а в нем — под­
пункт Одномерный анализ (Univariate), который открывает диало­
говое окно Univariate, показанное на рис. 9.2.

Выберите «депресс» и нажмите на первую сверху кнопку ►, 
чтобы переместить эту переменную в поле Зависимая переменная 
(Dependent: (variable)).

Выберите «группа» и нажмите на вторую сверху кнопку ►, что­
бы переместить эту переменную в список Постоянные факторы 
(Fixed Factor(s)).

Выберите «нездоров» и нажмите на четвертую сверху кнопку ►, 
чтобы переместить эту переменную в список Ковариаты (Cova- 
riate(s)).

Нажмите на кнопку Параметры (Options), чтобы открыть до­
чернее диалоговое окно Одномерный анализ: Параметры (Univariate: 
Options), представленное на рис. 9.4.

Рис. 10.1 Данные лля проведения однофак­
торного ковариационного анализа в Редак­
торе данных (Data Editor)
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Установите флажок Описательные статистики (Descriptive statis­
tics), чтобы вывести средние значения и стандартные отклонения 
для трех групп.

Установите флажок Критерии однородности (Homogeneity tests),
чтобы провести тест Левина для однородности дисперсий.

Выберите «группа» в списке Факторы и взаимодействия факто­
ров (Factor(s) and Factor Interactions) и нажмите на кнопку ►, 
чтобы переместить эту переменную в список Отобразить средние 
значения (Display Means for) и вывести скорректированные сред­
ние значения.

Установите флажок Сравнить главные эффекты (Compare main 
effects) и LSD (none) в раскрывающемся списке Коррекция дове­
рительного интервала (Confidence interval adjustment), чтобы задать 
уровень значимости дня критерия наименьших значимых разли­
чий Фишера (Fisher’s protected LSD test).

Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы закрыть это 
дочернее диалоговое окно и вернуться в основное диалоговое окно.

Нажмите ОК, чтобы провести данный анализ.
Чтобы проверить однородность регрессии, введите перемен­

ные в диалоговом  окне Одномерный анализ ( Univariate), как и 
выше, а затем нажмите на кнопку Модель (Model), чтобы открыть 
дочернее диалоговое окно Одномерный анализ: Модель (Univariate: 
Model), изображенное на рис. 10.2.

Установите переключатель Настройка (Custom).
Выберите «rpynna(F)» и затем нажмите на кнопку ► под заго­

ловком Создать условие(я) (Build term(s)), чтобы переместить эту 
переменную в список Модель (Model).

Выделите одновременно «rpynna(F)» и «нездоров(С)» в раскры­
вающемся списке под кнопкой ►, выберите пункт Взаимодействие

Specify Model 

r  Full factorial 

Factofs %. Covanates

rpynna(F)
мездоров(С]

** Custom 

Model 

группа

Build Term(s)

Q 3
[intefaction ;

Sum of squares. | Type II ✓  In c lu d e  in te rce p t in m odel

Рис. 10.2. Дочернее окно Одномерный анализ: Модель (Univariate: Model)
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(interaction) и затем нажмите на кнопку ►, чтобы поместить вза­
имодействие этих двух переменных в список Модель (Model).

Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы закрыть это 
дочернее диалоговое окно и вернуться в основное диалоговое окно.

Нажмите ОК, чтобы провести данный анализ.
Для проведения регрессионного анализа необходимо ввести 

значения четырех фиктивных переменных, как показано в табл. 
10.4, в столбцы с четвертого по седьмой файла Редактора дан­
ных (Data Editor). Выполните регрессию переменной «депресс» 
сначала по ковариате, затем по первым двум фиктивным пере­
менным и, наконец, по последним двум фиктивным перемен­
ным.

Выводимая SPSS информация по результатам работы

Не все выводимые SPSS результаты будут представлены и об­
суждены. Результаты теста Левина даны в табл. 10.6. Так как вели­
чина F, равная 0,524, имеет значимость 0,617, то дисперсии зна­
чимо не различаются.

В табл. 10.7 содержатся результаты ковариационного анализа. 
Значения для Скорректированной модели (Corrected Model), Сво­
бодный член (Intercept) и Общая сумма (Total) часто не включа­
ются в подобные таблицы, как и в случае табл. 10.2. Скорректиро­
ванные средние значения представлены в табл. 10.8.

Уровни значимости для критерия наименьших значимых раз­
личий Фишера (Fisher’s protected LSD test) приведены в табл. 10.9. 
Например, уровень значимости для сравнения разведенных и со­
стоящих в браке составляет 0,010.

Критерий однородности регрессии для ковариационного ана­
лиза задается значениями для члена ГРУППА*НЕЗДОРОВ в таб­
лице ковариационного анализа (табл. 10.10). Величина F, равная 
0,167, имеет значимость 0,854. Поскольку это значение больше

Т а б л и ц а  10.6. Выводимые SPSS результаты теста Левина 

Levene’s  Test of Equality of Error V ariances3

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

F df1 df2 Sig.

0,524 2 6 0,617

Tests the null hypothesis that the error variance of the dependent 
variable is equal across groups.

a. Design:lntercept + НЕЗДОРОВ + ГРУППА.
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Т а б л и ц а  10.7. Выводимая SPSS таблица ковариационного анализа 

Tests of Between-Subjects Effects

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

Source
Type III Sum 
of Squares df Mean Square F Sig.

Corrected Model 14,667a 3 4,889 7,333 0,028

Intercept 12,803 1 12,803 19,204 0,007

НЕЗДОРОВ 2,667 1 2,667 4,000 0,102

ГРУППА 12,889 2 6,444 9,667 0,019

Error 3,333 5 0,667

Total 162,000 9

Corrected Total 18,000 8

a. R Squared = 0,815 (Adjusted R Squared = 0,704).

0,05, F-величина является незначимой, что означает, что коэф­
фициент регрессии примерно одинаков для всех групп.

Квадраты множественной корреляции (/? square) для ковариа­
ты (0,099), ковариаты и первых двух фиктивных переменных (0,815) 
и для ковариаты и всех четырех фиктивных переменных (0,833) 
приведены в табл. 10.11.

Постоянная (6,000) и нестандартизированные коэффициенты 
регрессии для ковариаты (-0,667), первой (5,333) и второй (0,333) 
фиктивных переменных приведены в табл. 10.12.

Т а б л и ц а  10.8. Выводимые SPSS результаты корректировки средних 
значений

Estimates

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

95 % Confidence Interval

ГРУППА Mean Std. Error Lower Bound Upper Bound

Разведенные 8,000а 1,155 5,032 10,968

Состоящие в браке 3,000а 0,408 1,951 4,049

Никогда не состоявшие 
в браке

2,667а 0,816 0,568 4,766

a. Covariates appearing in the model are evaluated at the following values: 
НЕЗДОРОВ = 5,00.
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Т а б л и ц а  10.9. Выводимые SPSS результаты для критерия наименьших 
значимых различий Фишера

Pairwise Comparisons

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

(1) ГРУППА (J) ГРУППА

Mean
Difference

(l-J)
Std.
Error Sig.a

95% Confidence 
Interval for 
Difference3

Lower
Bound

Upper
Bound

Разведенные Состоящие в браке

Никогда не состояв­
шие в браке

5,000*

5,333*

1,225

1,826

0,010

0,033

1,852

0,640

8,148

10,027

Состоящие в браке Разведенные

Никогда не состояв­
шие в браке

-5,000*

0,333

1,225

0,913

0,010

0,730

-8,148

-2,013

-1,852

2,680

Никогда не состо- Разведенные 
явшие в браке

Состоящие в браке

-5,333*

-0 ,333

1,826 

0,913

0,033

0,730

-10,027

-2,680

-0,640

2,013

Based on estimated means
* The mean difference is significant at the 0,05 level, 
a. Adjustment for multiple comparisons: Least Significant Difference 

(equivalent to no adjustments).

Т а б л и ц а  10.10. Выводимые SPSS результаты для критерия 
однородности регрессии

Tests of Between-Subjects Effects

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

Source
Type III Sum 
of Squares df Mean Square F Sig.

Corrected Model 15,000a 5 3,000 3,000 0,197

Intercept 12,479 1 12,479 12,479 0,039

ГРУППА 2,007 2 1,003 1,003 0,464

НЕЗДОРОВ 2,667 1 2,667 2,667 0,201

ГРУППА* НЕЗДОРОВ 0,333 2 0,167 0,167 0,854

Error 3,000 3 1,000

Total 162,000 9

Corrected Total 18,000 8

a. R Squared = 0,833 (Adjusted R Squared = 0,566). 
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Т а б л и ц а  10.11. Выводимые S P S S  квадраты множественной 
корреляции

Model Summary

Model R R Square
Adjusted 
R Square

Std. Error of 
the Estimate

1 0,314a 0,099 -0,030 1,522

2 0,903b 0,815 0,704 0,816

3 0,913C 0,833 0,556 1,000

a. Predictors: (Constant), НЕЗДОРОВ.

b. Predictors: (Constant), НЕЗДОРОВ, ФИКТИВ 2, ФИКТИВ 1.

c. Predictors: (Constant), НЕЗДОРОВ, ФИКТИВ 2, ФИКТИВ 1, ФИКТИВ 4,

ФИКТИВ 3.

Т а б л и ц а  10.12. Выводимые S P S S  нестандартизированные 
коэффициенты регрессии для ковариаты и первых двух фиктивных 
переменных

Coefficients3

Model

Unstandardized
Coefficients

Standardized
Coefficients

t Sig.В Std. Error Beta

1 (Constant) 2,889 1,366 2,114 0,072

НЕЗДОРОВ 0,222 0,254 0,314 0,876 0,410

2 (Constant) 6,000 1,106 5,427 0,003

НЕЗДОРОВ -0,667 0,333 -0 ,943 -2,000 0,102

ФИКТИВ1 5,333 1,826 1,568 2,921 0,033

ФИКТИВ 2 0,333 0,913 0,117 0,365 0,730
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Н Е С В Я ЗН Ы Й  Д ВУ Х Ф А К ТО РН Ы Й  
Д И С П Е Р С И О Н Н Ы Й  АНАЛИЗ

Г л а в а  11

Проведение дисперсионного анализа более чем с одним не­
связанным фактором имеет два главных преимущества, первое из 
которых состоит в гом, что метод позволяет исследовать взаимо­
действие между факторами. Взаимодействие имеет место, когда 
средний балл по крайней мере одной группы по одному фактору 
изменяется в соответствии с распределением по двум или более 
группам по одному или нескольким другим факторам. Например, 
средний балл выраженности депрессии у женщин по сравнению 
с мужчинами может значимо различаться в зависимости от того, 
состоят ли они в браке или нет. Средняя выраженность депрессии 
у никогда не женатых мужчин может быть значимо выше, чем у 
женщин, никогда не бывших замужем, но не различаться значи­
мо у женатых мужчин и замужних женщин. В этом случае у нас 
было бы двустороннее взаимодействие между фактором пола и 
фактором семейного положения. Если же значимое взаимодей­
ствие отсутствует, то любой значимый эффект факторов, состав­
ляющих данное взаимодействие, может быть объяснен без учета 
других факторов, входящих в это взаимодействие. Например, если 
значимое взаимодействие между семейным положением и полом 
отсутствует, но имеется значимый эффект, связанный с семей­
ным положением, то можно игнорировать любые влияния, свя­
занные с полом, когда говорим о различиях в выраженности деп­
рессии, связанных с семейным положением. Однако при наличии 
значимого взаимодействия значимый эффект входящего во вза­
имодействие фактора должен быть объяснен с учетом других со­
ставляющих взаимодействия факторов. Например, если существует 
значимое взаимодействие между полом и семейным положени­
ем, а также значимый эффект, связанный с семейным положе­
нием, то мы должны обсуждать различия в выраженности депрес­
сии в связи с обоими факторами — семейным положением и по­
лом, а не с отдельно взятым семейным положением.

Вторым преимуществом дисперсионного анализа с несколь­
кими несвязанными факторами является то, что он обеспечивает 
более чувствительную проверку влияния фактора в том смысле, 
что с большей вероятностью окажется статистически значимым, 
если дисперсия ошибки уменьшается из-за того, что часть ее те­
перь объясняется другими факторами и их взаимодействиями. На-
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пример, фактор семейного положения может стать статистически 
значимым, если дисперсия, объясняемая полом и/или его взаи­
модействием с семейным положением, существенно уменьшает 
коэффициент ошибки.

Дисперсионный анализ с несколькими несвязанными фактора­
ми иногда называют факторным дисперсионным анализом. Эффек­
ты, вызванные факторами, могут называться главными эффекта­
ми, в противоположность эффектам взаимодействия. Рассмотрим 
вычисления и интерпретацию факторного дисперсионного анали­
за на примере простейшею двухфакторного дисперсионного ана­
лиза, где оба фактора имеют всего два уровня, или две группы 
значений. Первый фактор (семейное положение) содержит две 
группы: состоящие в браке и никогда не состоявшие в браке. Вто­
рой фактор (пол) включает две группы — мужчины и женщины. 
Зависимая переменная представляет собой все ту же измеренную 
по девятибалльной шкале выраженность депрессии, которая ис­
пользовалась в примерах двух предыдущих глав. Индивидуальные, 
или сырые, баллы выраженности депрессии вместе со средними 
значениями для этих четырех групп, а также средними значениями 
по факторам и средним значением для всей выборки приведены в 
табл. 11.1. Число наблюдений в группах различно. Среди них дне 
женщины, никогда не бывшие замужем, шесть никогда пе жена­
тых мужчин, четыре замужние женщины и трое женатых мужчин.

Если посмотреть на среднюю выраженность депрессии для рес­
пондентов, имеющих тот или иной семейный статус, го она выше 
для никогда не состоявших в браке (6,00), чем для состоящих в 
браке (3,14). Если сделать то же самое в отношении пола, то уви­
дим, что она выше для мужчин (5,33), чем для женщин (3,67). 
При совместном рассмотрении семейного положения и пола вы­
раженность депрессии оказывается выше у замужних женщин 
(4,00), чем у женщин, никогда не бывших замужем (3,00), но у 
женатых мужчин (2,00) она оказывается ниже, чем у никогда не 
женатых мужчин (7,00). Другими словами, оказывается, что меж­
ду семейным положением и полом имеется взаимодействие, про­
являющееся в том, что средняя выраженность депрессии для се­
мейного положения зависит от пола испытуемого. Представим вза­
имосвязь между двумя или более факторами графически (рис. 11.1). 
По вертик&чьной оси, или оси ординат, отложим значения зави­
симой переменной, в данном случае — средней выраженности 
депрессии (большие цифры соответствуют более высоким сред­
ним значениям выраженности депрессии). На горизонтальной оси, 
или оси абсцисс, приведен фактор семейного положения, где ле­
вая отметка соответствует никогда не состоявшим в браке, а пра­
вая — состоящим в браке. Другой фактор (фактор пола) показан 
двумя прямыми. При этом не имеет значения, какой из факторов 
приведен на горизонтальной оси, а какой — в виде прямых. От-
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Т а б л и ц а  11.1. Индивидуальные баллы и средние значения 
выраженности депрессии для двухфакторного дисперсионного анализа 
с несвязанными факторами

Женщины Мужчины
Суммарные 
показатели 
по рядам

Никогда не состояв­ 2 8
шие в браке 4

6
8
6
7
7

Сумма 6 42 48

п 2 6 8

Среднее 3,00 7,00 6,00

Состоящие в браке 3 1
5 3
4 2
4

Сумма 16 6 22

п 4 3 7

Среднее 4,00 2,00 3,14

Общие показатели по
столбцам

Сумма 22 48 70

п 6 9 15

Среднее 3,67 5,33 4,67

сутствие взаимодействия имеет место, когда прямые, представля­
ющие другой фактор, практически параллельны. Например, если 
бы пунктирная прямая (Мужчины) была параллельна сплошной 
прямой (Ж енщины), то взаимодействие между семейным поло­
жением и полом отсутствовало бы. Взаимодействие существует, 
когда две линии не параллельны, как это имеет место в нашем 
случае (см. рис. 11.1). Является ли это взаимодействие статистичес­
ки значимым, зависит от того, будет ли значимой величина F для 
данного взаимодействия в проводимом дисперсионном анализе.

Двухфакторный дисперсионный анализ выявляет два главных 
эффекта и эффект взаимодействия, как показано в левом столбце 
табл. 11.2. Величина F-отношения для каждого эффекта представ-
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Рис. 11.1. График, показывающий взаимодействие между семейным по­
ложением и полом

ляет собой среднюю сумму квадратов для данного эффекта, де­
ленную на средний квадрат для дисперсии, не объясняемой ни 
одним из этих трех эффектов. Эта последняя среднеквадратичная 
величина известна под разными названиями: внутригрупповая 
среднеквадратичная величина, ошибка или остаточная среднеквад­
ратичная величина. Например, величина Fдля взаимодействия есть 
отношение среднеквадратичной величины взаимодействия (28,80) 
к среднеквадратичной величине ошибки (0,91), что равно 31,65 
(28,80/0,91 = 31,65). Число степеней свободы ^ э ф ф е к т а  взаимо­
действия равно произведению числа групп первою фактора минус 
единица и числа групп второго фактора также минус единица. По­
скольку каждый фактор содержит только две группы, число степе­
ней свободы взаимодействия равно единице |(2 -  1) х (2 -  1) = 1 ]. 
Число степеней свободы ошибки равно количеству наблюдений 
минус общее количество групп (произведение количества групп 
первого и второго факторов). Поскольку в каждом факторе имеет­
ся по две группы, общее число групп, или клеток, равно четырем 
( 2x2  = 4). Так как количество наблюдений равно пятнадцати, чис­
ло степеней свободы ошибки равно одиннадцати (15-4=11) .  Что­
бы быть статистически значимым на уровне 0,05, / ’-отношение с 
одной степенью свободы в числителе и одиннадцатью степенями 
свободы в знаменателе должно быть не менее 4,84, что в нашем 
случае выполняется. Следовательно, взаимодействие между семей­
ным положением и полом является статистически значимым.
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Неравные и непропорциональные частоты клеток (ячеек)

Когда количество наблюдений в каждой из клеток таблицы 
факторного дисперсионного анализа различно и не пропорцио­
нально, как в нашем случае, три1 эффекта могут не быть несвя­
занными или независимыми друг от друга. В этом случае существу­
ет три основных метода вычисления эффектов (J.E. Overall and 
D. К. Spiegel, 1969). Результаты вычислений для взаимодействия 
(и ошибки) будут одни и те же для всех трех методов, но резуль­
таты для главных эффектов могут различаться (см. табл. 11.2). На­
пример, хотя величина F для семейного положения статистиче­
ски значима для всех трех методов, она равна 14,07 — в случае 
применения первого из рассматриваемых методов; 24,79 — в слу­
чае применения второго метода и 33,49 — в случае применения 
третьего метода. Когда количество наблюдений одно и то же для 
каждой ячейки таблицы факторного дисперсионного анализа, три 
эффекта не связаны и все три метода дают одни и те же результа­
ты для главных эффектов.

Т а б л и ц а  11.2. Основные результаты для трех типов факторного 
дисперсионного анализа с неравными числами в ячейках таблицы

Источник изменчивости d f
Тип 1

SS MS F

Семейный статус (М) 1 12,80 12,80 14,07*

Пол (S) 1 3,20 3,20 3,52

М х S 1 28,80 28,80 31,65*

Ошибка 11 10,00 0,91

Сумма эффектов 14 54,80

Продолжение табл. 11.2

Источник изменчивости d f
Тип И

SS MS F

Семейный статус (М ) 1 22,53 22,53 24,79*

Пол (S) 1 2,06 2,06 2,26

М х S 1 28,80 28,80 31,65*

Ошибка 11 10,00 0,91

Сумма эффектов 14 63,36

1 Имеются в виду два фактора и их взаимодействие между собой. 
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Продолжение табл. 11.2

Источник изменчивости df
Тип III

SS MS F

Семейный статус (М ) 1 30,48 30,48 33,49*

Пол (S) 1 2,06 2,06 2,26

M xS I 28,80 28,80 31,65*

Ошибка 11 10,00 0,91

Сумма эффектов 14 71,34

* р < 0,05.

Все три метода используют множественную регрессию для вы­
числения суммы квадратов для каждого из эффектов, но спосо­
бы, которыми это делается, различаются между собой. Первый 
из представляемых методов в SPSS называется Тип I (Type I) и 
является методом, используемым по умолчанию (другие назва­
ния: Метод 1, регрессия, метод невзвешенных средних, подход 
с использованием специфичностей). Каждый эффект корректи­
руется с учетом всех остальных эффектов (включая любые кова­
риаты). Объясняемая каждым эффектом дисперсия специфична 
для данного эффекта и не объясняется, или не связана ни с 
каким другим эффектом. Например, дисперсия, связанная с се­
мейным положением, — дисперсия, которая остается после того, 
как учтен эффект пола и взаимодействие. Это может быть выра­
жено как разность между дисперсией, связанной со всеми тремя 
эффектами, и дисперсией, связанной с полом и взаимодействи­
ем, как показано в табл. 11.3. Дисперсия, связанная с полом, — 
остаток дисперсии после учета эффекта семейного положения и 
взаимодействия. Другими словами, это разность между диспер­
сией, связанной со всеми тремя эффектами, и дисперсией се­
мейного положения и взаимодействия. В. G.Tabachnik и L. S. Fidell 
(1996) рекомендуют этот подход для экспериментальных пла­
нов, предполагающих, что каждая ячейка таблицы одинаково 
важна. Однако можно привести ар^м енты  в пользу того, что этот 
подход также возможен и для неэкспериментальных планов, где 
исследователя интересует специфический эффект каждой пере­
менной.

Второй метод, приведенный в табл. 11.2, называется Тип И 
(Туре 11) в SPSS (другие названия: Метод 2, классический экспе­
риментальный подход, метод наименьших квадратов). Главные 
эффекты корректируются с учетом других главных эффектов (и 
ковариат), в то время как взаимодействия корректируются с уче­
том всех остальных эффектов, за исключением взаимодействий
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более высокого порядка. Например, дисперсия, связанная с се­
мейным положением, — это не та дисперсия, которая уже объяс­
нена полом, это доля оставшейся дисперсии, объясняемой се­
мейным положением совместно со взаимодействием. Другими сло­
вами, это разность между дисперсией, связанной с семейным 
положением и полом, и дисперсией, связанной с полом (см. табл.
11.3). B.G.Tabachnik и L. S.Fidell (1996) рекомендуют этот подход 
для неэкспериментальных планов, где больший вес приписыва­
ется главным эффектам.

Третий, и последний, из представленных в табл. 11.2 методов в 
SPSS называется Тип III (Type III) (другие названия: Метод 3, 
иерархический, или последовательный, подход). Эффекты упо­
рядочены в определенной последовательности согласно замыслу 
исследователя. Например, исследователь может быть прежде все­
го заинтересован в изучении влияния семейного положения, за­
тем пола и, наконец, взаимодействия между семейным положе­
нием и полом. В этом случае дисперсия, объясняемая семейным 
положением, может включать долю, которая объясняется полом 
и взаимодействием между семейным положением и полом. Дис­
персия, объясняемая влиянием следующего за семейным положе­
нием пола, будет исключать долю, уже объясненную семейным 
положением. Из табл. 11.3 видно, что влияние пола вычисляется 
одинаково для методов Типа I и Типа II, и именно поэтому соот­
ветствующие результаты для этих двух методов, представленные в 
табл. 11.2, совпадают.

Когда количество наблюдений в каждой ячейке не равно, а 
пропорционально, результаты методов Типа II и Типа I совпада­
ют, поскольку главные эффекты не связаны друг с другом. Экспе­
риментальный план с пропорциональными частотами представ­
лен в табл. 11.4. Отношение частот строк (2:4 и 3 :6) равно 1 :2. 
Отношение частот столбцов (2:3 и 4 :6 ) равно 2:3. В общем случае 
частоты ячеек пропорциональны, когда частота ячейки равна про­
изведению частот строки и столбца, в которых находится данная 
ячейка, деленному на общую частоту. Это имеет место для всех

Т а б л и ц а  11.3. Уравнения регрессии для трех методов дисперсионного 
анализа

Эффекты Тип I Тип П Тип [II

Семейный 
статус (М )

М, S, M x S  -  
M x S

s, M, s-s M

Пол (S) М, S, M x S -  
M x S

M, M, S -  M M, S -  M

M x S М, S, M x S -
s

M, M, S, M x S -  M,
s

M, S, M x S -  M,
s

2 2 2



Т а б л и ц а  11.4. Экспериментальный план 2 х 2 с пропорциональными 
частотами ячеек

Женщины Мужчины
Суммарные 
показатели 
по строкам

Никогда не состоявшие 
в браке

2 3 5

Состоящие в браке 4 6 10

Суммарные показатели 
по столбцам

6 9 15

четырех ячеек табл. 11.4. Например, частота ячейки, находящейся 
в первой строке и первом столбце, равна двум, что совпадает с 
5x6 / 15  (30/15 = 2).

Использование фиктивных переменных для кодирования 
эффектов

Чтобы продемонстрировать вычисления в факторном диспер­
сионном анализе и тот факт, что эффекты могут коррелировать, 
когда частоты ячеек не равны и не пропорциональны, необходи­
мо представить главные эффекты и взаимодействие фиктивными 
переменными, приписывая им значения (кодируя) так, как по­
казано в табл. 11.5. Значения фиктивных переменных приписыва­
ются следующим образом: наблюдения, попадающие в какую-либо 
одну группу, получают значение по этой переменной, равное 1, в 
другую — (-1), а попадающие во все остальные группы по этому 
фактору получают значение 0. Чтобы представить фактор, необхо­
димо на одну фиктивную переменную меньше, чем число групп в 
этом факторе. Поскольку в нашем случае каждый фактор имеет 
всего две группы, то для представления каждого фактора необхо­
димо только по одной фиктивной переменной. Одна группа коди­
руется единицей, а другая — минус единицей, при этом выбор 
абсолютно произволен. Значение 1 по каждому фактору приписы­
валось испытуемым, попавшим в первую группу этого фактора, и 
(-1) — испытуемым, попавшим во вторую группу. Так как в каж­
дом факторе всего по две группы, использовать нулевой код не 
было необходимости. Фиктивная переменная, представляющая 
взаимодействие, получается путем умножения фиктивных пере­
менных, представляющих оба фактора.

Вычисление коэффициентов корреляции трех фиктивных пе­
ременных, представленных в табл. 11.5, между собой дает следую­
щие результаты: коэффициенты корреляции первой фиктивной
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Т а б л и ц а  11.5. Кодирование эффектов для дисперсионного анализа 2 x 2

Семейный статус Пол
Фиктивные переменные

Брак Пол Брак х Пол

Никогда не состоявшие Женщины 1 1 1
в браке

То же То же 1 1 1

Никогда не состоявшие Мужчины 1
в браке

То же

»

То же

»

1

1

-1 -1

» » I -1 -1

» » 1 -1 -1

» » 1 -1 -1

Состоящие в браке Женщины _1 1 —  ]

То же То же -1 1 -1

» » -1 1 -1

» -1 1 -1

Состоящие в браке Мужчины —1 —1 1

То же То же -1 -1 1

» » -1 -1 1

переменной со второй и третьей соответственно равны -0 ,33  и 
-0,19; между второй и третьей фиктивными переменными — 0,00. 
Другими словами, семейное положение коррелирует как с по­
лом, так и со взаимодействием, в то время как пол не коррелиру­
ет со взаимодействием. Если мы создадим три новые фиктивные 
переменные, чтобы представить экспериментальный план с про­
порциональными частотами ячеек, приведенный в табл. 11.4, и 
вычислим коэффициенты корреляции между этими фиктивными 
переменными, то обнаружим, что коэффициент корреляции между 
главным эффектом, связанным с семейным положением, и глав­
ным эффектом, связанным с полом, равен нулю. Иными слова­
ми, эти два главных эффекта не коррелируют. Коэффициенты 
корреляции между третьей фиктивной переменной и первой и
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второй фиктивными переменными равны -0,19 и -0,33 соответ­
ственно. Наконец, если мы создадим три новые фиктивные пере­
менные, чтобы отразить экспериментальный план 2 х 2 с четырь­
мя наблюдениями в каждой ячейке, то обнаружим, что ни один 
из эффектов не коррелирует друг с другом.

М ножественная регрессия

Рассмотрим вычисление /'-отношения и суммы квадратов для 
метода Типа III, где значения факторов фиксированы и не слу­
чайны, как это обычно бывает, и что имеет место в нашем случае. 
Случайный фактор — это фактор, значения которого выбираются 
случайным образом из некоторой (генеральной) совокупности 
значений. Например, если бы нас интересовало влияние уровня 
фонового белого шума на выполнение какой-то деятельности и 
мы были ограничены тремя уровнями громкости, не превышаю­
щими 90 децибел, то мы могли бы случайным образом выбрать 
эти три уровня из девяноста возможных целых значений.

Как отмечалось в двух предыдущих главах, критерий Фишера /  
может быть выведен из следующего равенства:

[Изменение R2j 
Р  _  [Число добавленных предикторои|

______________________ | 1 - Д 2)______________________  '

[ N -  число предикторов -  11

Квадрат множественной корреляции ( R2) представляет собой 
объясненную долю общей дисперсии, или суммы квадратов, за­
висимой переменной. Если общая сумма квадратов известна, то 
можно вычислить сумму квадратов для различных членов таблицы 
дисперсионного анализа (см. табл. 11.2). Общая сумма квадратов 
представляет собой сумму квадратов отклонений каждого балла 
от общего, или выборочного, среднего значения. Выборочное сред­
нее значение в нашем примере равно 4,67 (см. табл. 11.1). Общая 
сумма квадратов равна 71,33.

Можно вычислить величину /-отнош ения для семейного поло­
жения, если известен квадрат множественной корреляции для пола 
и взаимодействия, а также для всех трех эффектов. Квадрат множе­
ственной корреляции для пола и взаимодействия равен 0,680, а для 
всех трех эффектов — 0,860. Следовательно, изменение квадрата 
множественной корреляции для одного предиктора — семейного 
положения — составляет 0,180 (0,860 — 0,680 = 0,180). Обратите 
■внимание на то, что это изменение дает оценку величины эффек­
та, которая для семейного положения равна 0,18. Подставив со­
ответствующие значения в формулу для / ’-отнош ения, получим:
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F= 14,17, что при условии ошибки округления приближенно рав­
но значению 14,07 (см. табл. 11.2):

0,180/1 0,180 0,180 
(1 - 0 , 860)/(15- 3 -  1) ~ 0,140/11 ~ 0,0127

Сумма квадратов для семейного положения равна квадрату 
множественной корреляции для семейного положения (0,180), 
умноженному на общую сумму квадратов (71,33), что приближенно 
равно 12,84 (0 ,180x71,33=  12,84) — значению, близкому к вели­
чине 12,80 в табл. 11.2.

Чтобы вычислить /'-отношение для пола, необходимо знать 
квадрат множественной корреляции для семейного положения и 
взаимодействия, который равен 0,815. Следовательно, изменение 
квадрата коэффициента множественной корреляции для одного 
предиктора — пола — составляет 0,045 (0,860-0,815 = 0,045). Под­
ставив соответствующие значения в формулу для /•’-отношения, 
получим: F -  3,54, что приближенно равно значению 3,52, приве­
денному в табл. 11.2:

0,045/1 _ 0,045 0,045 _
( 1 - 0 ,860)/(15- 3 - 1 )  “  0,140/11 ”  0,0127 ’

Сумма квадратов для пола равна квадрату его множественной 
корреляции (0,045), умноженному на общую сумму квадратов 
(71,33), что приближенно равно 3,21 (0,045 х 71,33 = 3,21) — зна­
чению, близкому к величине 3,20 (см. табл. 11.2).

Чтобы вычислить /•’-отношение для взаимодействия, необхо­
димо знать квадрат множественной корреляции для семейного 
положения и пола, который равен 0,456. Изменение квадрата мно­
жественной корреляции для одного предиктора — взаимодей­
ствия — составляет 0,404 (0,860 -  0,456 = 0,404). Подставив соот­
ветствующие значения в формулу для /•’-отнош ения, получим: 
/•’=31,81, что с учетом ошибки округления примерно совпадает с 
величиной 31,65 (см. табл. 11.2):

0,404/1 0,404 _ 0,404
(1 -  0 ,860)/(15 — 3 - 1 )  0,140/11 ~ 0,0127

Сумма квадратов для взаимодействия равна квадрату его мно­
жественной корреляции (0,404), умноженному на общую сумму 
квадратов (71,33), что приближенно равно 28,82 (0,404 x 71,33 = 
= 28,82), т. е. значению, очень близкому к значению 28,80 (см. табл. 
11.2).

Наконец, сумма квадратов (дисперсия) для ошибки есть доля 
дисперсии, не объясняемая тремя эффектами (1 -0 ,8 6 0  = 0,140), 
умноженная на общую сумму квадратов (дисперсию) (71,33), что
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приближенно равно 9,99 (0,140x71,33 = 9,99), т.е. значению, очень 
близкому к значению 10,00, приведенному в табл. 11.2.

Уменьшение ошибки

Чтобы показать, что двухфакторный дисперсионный анализ 
может обеспечить более точную проверку фактора, чем одно­
факторный дисперсионный анализ, в табл. 11.6 приведены ре­
зультаты однофакторного дисперсионного анализа для семейно­
го положения вместе с аналогичными результатами двухфактор­
ного дисперсионного анализа. Дисперсия ошибки для двухфак­
торного дисперсионного анализа (10,00) значительно меньше, чем 
для однофакторного (40,86), поскольку часть этой дисперсии объяс­
няется полом (3,20) и взаимодействием (28,80). Следовательно, 
/"-отношение для семейного положения больше в случае двухфак­
торного дисперсионного анализа (14,07), чем в случае однофак­
торного дисперсионного анализа (9,71). Чтобы быть статистически 
значимой на уровне 0,05, для двухфакторного дисперсионного ана­
лиза /•’-отношение с одной степенью свободы в числителе и один­
надцатью степенями свободы в знаменателе должно быть не меньше 
4,84. Для однофакторного дисперсионного анализа /•’-отношение 
с одной степенью свободы в числителе и тринадцатью — в знаме­
нателе должно быть не меньше 4,67, чтобы быть статистически 
значимой на уровне 0,05. Несмотря на то что критическое значе­
ние /•’-отношения для однофакторного дисперсионного анализа 
ниже, чем для двухфакторного, разница этих критических значе­
ний относительно мала (4 ,8 4 -4 ,6 7  = 0,17) и гораздо меньше раз­
ницы между значениями /•’-отношения для семейного положения 
(1 4 ,0 7 - 9,71 =4,36). Следовательно, влияние семейного положе-

Т а б л и ц а  11.6. Сравнение результатов однофакторного 
и двухфакторного дисперсионного анализа для определения 
влияния семейного положения

Источник изменчивости
Одно<Ьакторный лисперсионный анализ

5.9 df MS F

Семейный статус 

(Пол)

(Взаимодействие)

Ошибка

Сумма

30,48

40,86

71,33

1

13

14

30,48

3,14

9,71*

* р  < 0,05.
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Окончание табл. 11.6

Источник изменчивости
Двухфакторный дисперсионный анализ

S S d f MS F

Семейный статус 12,80 1 12,80 14,07*

(Пол) 3,20 1 3,20 3,52

(Взаимодействие) 28,80 1 28,80 31,65*

Ошибка 10,00 11 0,9!

Сумма 71,33 14

ния более значимо для двухфакторного дисперсионного анализа 
(/? = 0,003), чем для однофакторного (р  = 0,008).

Однородность дисперсии

Подобно однофакторному дисперсионному анализу, анализ не­
скольких факторов дисперсии основан на допущении о том, что 
генеральные совокупности, из которых извлекаются выборки, имеют 
нормальное распределение и равные, или однородные, дисперсии. 
Со способами проверки того, значимо ли асимметрия и эксцесс 
распределения баллов отличаются от нуля с точки зрения статис­
тики, можно ознакомиться в работе (D. Cramer, 1998)1. Одним из 
способов проверки однородности дисперсии является тест Леви­
на, который представляет собой однофакторный дисперсионный 
анализ абсолютных отклонений каждого балла от среднего значе­
ния для данной группы. Вычисления для этого критерия приведе­
ны в табл. 11.7. Величина /"-отношения для теста Левина равна 
0,407. Чтобы быть статистически значимым, значение / ’•отноше­
ния с тремя степенями свободы в числителе и одиннадцатью — в 
знаменателе, должно быть больше или равно 5,59, чего в настоя­
щем случае нет. Если бы величина / ’-отношения оказалась значи­
мой, то следовало бы применить некоторое преобразование ис­
ходных баллов, например извлечение корня квадратного из их 
значений, чтобы сделать дисперсии более однородными.

Сравнение групп

В нашем примере мы имеем значимый эффект для семейного 
положения и взаимодействия между семейным положением и 
полом. Так как фактор семейного положения состоит только из 
двух групп, значимый эффект означает, что выраженность деп-

1 См. также А. Д. Наследов, 2004.
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рессии для никогда не состоявших в браке (6,00) значимо выше, 
чем для состоящих в браке (3,14). Уровень значимости для F - o t h o -  

шения выбран но двустороннему критерию. При отсутствии вес­
ких оснований для прогнозирования различий между двумя груп­
пами следует использовать двусторонний критерий для оценки 
уровня значимости этого эффекта, в противном случае, т.е. если 
есть серьезные основания предполагать, что выраженность деп­
рессии у никогда не состоявших в браке выше, чем у состоящих в 
браке, можно применить односторонний критерий, уменьшив 
вдвое значение критической вероятности для двустороннего кри­
терия. При наличии трех или более групп и значимом эффекте 
необходимо сравнивать попарно средние группы, чтобы выявить, 
какие групповые средние различаются между собой. Если бы у нас 
были серьезные основания для конкретных прогнозов, то мы мог­
ли бы использовать критерий Стьюдента для независимых групп, 
чтобы сравнивать пары средних, в противном случае можно ис­
пользовать какой-нибудь апостериорный критерий, такой как кри­
терий Шеффе, для определения того, какие средние различны.

Эффект взаимодействия учитывает четыре группы. Значимый 
эффект взаимодействия не позволяет определить, какие средние 
значения для этих групп отличаются друг o r друга. Имея четыре 
группы, можно провести шесть попарных сравнений, которые 
показаны в первом столбце табл. 11.8. Если бы у нас были доста­
точные основания для конкретных предположений о том, какие 
группы различаются, то мы могли бы использовать односторонний 
критерий Стьюдента для независимых групп. Результаты для этого 
критерия приведены в табл. 11.8. Единственные средние значения, 
которые не отличаются достоверно друг от друга, — это среднее 
для никогда не бывших замужем женщин (3,00) по сравнению со 
средними замужних женщин (4,00) и женатых мужчин (2,00).

Если бы у нас не было веских оснований для того, чтобы де­
лать конкретные прогнозы о том, какие группы различаются, то 
мы могли бы использовать один из апостериорных критериев, таких 
как критерий Шеффе. Критерий Ш еффе представляет собой кри­
терий Фишера, равный отношению квадрата разности между сред­
ними значениями для сравниваемых групп к среднеквадратичной 
ошибке для всех групп, взвешенной с учетом числа наблюдений в 
сравниваемых группах («, и п2):

р. _  [Среднее группы 1 -  среднее группы 2]2
[Среднеквадратичная ош ибка]х [(я, + п2)/ (п, + п2)]

Значимость этого критерия Фишера оценивается по соответ­
ствующим критическим значениям F, которые умножаются на 
весовой коэффициент, равный числу степеней свободы взаимо­
действия. Эго число степеней свободы равно количеству групп 
минус единица, что в нашем случае составляет три (4 -  1 = 3).
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Критическое значение ^-отношения с тремя степенями свободы 
в числителе и одиннадцатью — в знаменателе для уровня значи­
мости 0,05 составляет около 3,59. Следовательно, соответствую­
щее критическое значение ^ д л я  уровня 0,05 для данного крите­
рия Ш еффе составляет 10,77 ( 3 , 5 9 x 3 =  10,77).

Величина ^для критерия Ш еффе для сравнения средней выра­
женности депрессии у никогда не бывших замужем женщин и 
неженатых мужчин равна 26,23:

F  = (3 ,0 0 -7 ,00)2 = (-4 ,00)2 = 16,00 = 26 ^
0,91 х (2 + 6) / (2x6)  0,91x0,67 0,61

Т а б л и ц а  11.8. Сравнение четырех средних значений с помощью 
критериев Стъюдента и Шеффе для несвязанных групп

Сравнения d f 2 Р 3 Scheffe4 d f Р

Никогда не состоявшие 
в браке женщины <-> 
Никогда не состоявшие 
в браке мужчины

4,90 6 0,01 26,23 3,11 0,01

Никогда не состоявшие 
в браке женщины <-» 
Состоящие в браке 
женщины

1,16 4 Незна­
чима

1,47 3,11 Незна­
чима

Никогда не состоявшие 
в браке женщины о  
Состоящие в браке 
мужчины

0,95 3 Незна­
чима

1,32 3,11 Незна­
чима

Никогда не состоявшие 
в браке мужчины 
Состоящие в браке 
женщины

5,37 8 0,001 23,68 3,11 0,01

Никогда не состоявшие 
в браке мужчины 
Состоящие в браке 
мужчины

7,64 7 0,0001 54,35 3,11 0,001

Состоящие в браке 
женщины Состоящие 
в браке мужчины

2,93 5 0,05 7,55 3,11 Незна­
чима

1 Критерий Стъюдента.
2 Число степеней свободы.
3 Значимость.
4 Критерий Шеффе.
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Так как 26,23 > 10,77, средние значения для этих двух групп 
различаются значимо. Величины F идя критерия Ш еффе, число 
степеней свободы и значения р  для этих шести сравнений приве­
дены в табл. 11.8. Кроме тех двух попарных сравнениях, где не 
удалось выявить значимых различий с помощью критерия Стью­
дента для независимых групп, средняя выраженность депрессии 
для замужних женщин (4,00) не отличалась значимо от среднего 
для женатых мужчин (2,00).

Отчет о результатах

Один из кратких способов представления результатов данного 
анализа состоит в следующем: «Был проведен несвязный диспер­
сионный анализ 2 x 2 , использующий регрессионный подход. Было 
обнаружено значимое влияние семейного положения (F, ,, = 14,07; 
р  < 0,05), а также взаимодействия между семейным положением и 
полом (F\ п = 31,65; /?< 0 ,001). Выраженность депрессии была зна­
чимо выше у никогда не состоявших в браке (М -  6,00; СКО = 
= 2,07), чем у состоящих в браке ( М =  3,15; С К О =  1,35)». Если у 
нас не было веских оснований для прогноза эффекта взаимодей­
ствия, мы могли бы добавить следующее: «Критерий Ш еффе по­
казал, что выраженность депрессии у никогда не женатых муж­
чин (М = 7,00 ; СКО = 0,89) значимо выше, чем у женатых муж­
чин ( М =  2,00; С К О = 1,00), никогда не бывших замужем женщин 
( М =  3,00; СКО = 1,41) и замужних женщин ( М=  4,00; СКО = 0,82)».

Процедура SPSS для Windows

Алгоритм проведения данного дисперсионного анализа состо­
ит в следующем.

Введите данные в Редактор Данных (Data Editor), как показа­
но на рис. 11.2. Семейное положение, имеющее метку «семья», 
имеет значение единица для никогда не состоявших в браке и 
два — для состоящих в браке. «Пол» принимает значение единица 
для женщин и два — для мужчин. Выраженность депрессии была 
названа «депресс».

В строке Меню в верхней части окна программы выберите пункт 
Анализ (Analyze), в появившемся ниспадающем меню — пункт 
Общие линейные модели (General Linear Model), а в нем — под­
пункт Одномерный анализ (Univariate), чтобы открыть диалоговое 
окно Одномерный анализ (Univariate), изображенное на рис. 9.2.

Выберите переменную «депресс» и с помощью верхней кноп­
ки ► переместите ее в поле Зависимая переменная (Dependent 
(variable)).
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семья пол | депресс |  :

1 1 1 2 1
2 1 1 4 :

3 1 2 8

4 1 2 6 Г

5 1 2 8 ‘

6 1 2 6

7 1 2 7
8 I 2 7
9 пг. 1 3

10 1 5

11 2 1 4
12 2 1 4
13 2 2. 1

14 2 2 3

15 2 1 2 ' 2

Factors:

семья
пол

□
Sepafate Lines:

Conbnue

Hetp

Rots.

Ш
Sepaate Plots

Рис. 11.2. Данные в Редакторе дан- Рис. 11.3. Дочернее диалоговое окно 
ных (Data Editor) для двухфактор- Одномерный анализ: Диаграммы профи- 
ного дисперсионного анализа ля (Univariate: Profile Plots)

Выберите переменные «семья» и «пол» и с помощью второй 
сверху кнопки ► переместите их в список Постоянные факторы 
(Fixed Factors).

Тип III является методом, используемым по умолчанию, как 
показано на рис. 10.2. Чтобы выбрать другой метод, нажмите на 
кнопку Модель (Model) и откройте дочернее диалоговое окно Од­
номерный анализ: Модель (Univariate: Model). Нажмите на направ­
ленную вниз стрелку рядом с Тип 111 (Type III), чтобы отобразить 
и выбрать в ниспадающем списке нужный вам вариант.

Чтобы вывести график, подобный изображенному на рис. 11.1, 
нажмите на кнопку Диаграммы (Plots) и откройте дочернее диа­
логовое окно Одномерный анализ: Диаграммы профиля (Univariate: 
Profile Plots), изображенное на рис. 11.3.

В списке Факторы (Factors) выберите переменную «семья» и с 
помощью первой сверху кнопки ► переместите ее в поле Горизон­
тальная ось (Horizontal Axis).

Выберите переменную «пол» и с помощью второй сверху кноп­
ки ► переместите ее в поле Отдельные линии (Separate Lines).

Нажмите на кнопку Добавить (Add), чтобы поместить семья* 
пол в список Диаграммы (Plots).

Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы закрыть это 
дочернее диалоговое окно и вернуться в основное диалоговое окно.

Нажмите на кнопку Параметры (Options) и откройте дочернее 
диалоговое окно Одномерный анализ: Параметры (Univariate: Opti­
ons), изображенное на рис. 9.4.

Установите флажок Описательные статистики (Descriptive stati­
stics), чтобы вывести средние значения и среднеквадратичные 
отклонения для трех эффектов.
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Установите флажок Критерии однородности (Homogeneity tests),
чтобы выполнить тест Левина для однородности дисперсий.

Нажмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы вернуться в 
основное диалоговое окно.

Нажмите ОК, чтобы провести данный анализ.
Для выполнения теста Шеффе для четырех групп, участвую­

щих во взаимодействии, создайте четвертую переменную (напри­
мер, с именем «группа») в Редакторе Данных (Data Editor), зна­
чения которой закодированы целыми числами от единицы (ни­
когда не состоявшие в браке женщины) до четырех (состоящие в 
браке мужчины).

Проведите Одномерный (Univariate) дисперсионный анализ, в 
котором «депресс» является Зависимой переменной (Dependent 
variable), а «группа» — Постоянным фактором (Fixed Factor(s)).

Нажмите на кнопку Апостериорные критерии (Post Нос), кото­
рая открывает дочернее диалоговое окно Одномерный Анализ: Апо­
стериорные множественные сравнения для наблюдаемых средних 
(Univariate: Post Hoc Multiple Comparisons for Observed Means), 
изображенное на рис. 9.3.

Выберите переменную «группа» в списке Факторы (Factors) и 
с помощью кнопки ► переместите ее в поле Апостериорные крите­
рии для переменной (Post Hoc Tests for).

Выберите Шеффе (Scheffe) и нажмите на кнопку Продолжить 
(Continue), чтобы вернуться в диалоговое окно Одномерный ана­
лиз (Univariate).

Нажмите ОК, чтобы провести анализ.
Чтобы провести регрессионный анализ, введите значения для 

трех фиктивных переменных, как показано в табл. 11.5, в столбцы 
с четвертого по шестой в Редакторе Данных (Data Editor). Чтобы 
получить изменение квадрата множественной корреляции, про­
ведите регрессию переменной «депресс» по двум последним ф ик­
тивным переменным, а затем — по первой.

Выводимая SPSS информация по результатам работы

Не все результаты, выводимые SPSS, будут представлены и 
обсуждены. Результаты проверки по тесту Левина приведены в табл. 
11.9. Поскольку величина F, равная 0,407, имеет уровень значи­
мости 0,751, дисперсии значимо не различаются.

Далее следует таблица дисперсионного анализа (табл. 11.10). Пять 
из восьми перечисленных элементов представляют для нас инте­
рес, а именно те, что имеют метки «семья», «пол», «семья*пол», 
Error (Ошибка) и Corrected Total (Скорректированная общая сум­
ма квадратов) и соответствуют представленным в табл. 11.6 вели­
чинам. Например, величина F, равная 14,080, имеет уровень зна-
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Levene’s Test of Equality of Error Variances9

Т а б л и ц а  11.9. Выводимые SPSS результаты теста Левина для
двухфакторного дисперсионного анализа

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

F df1 df2 • Sig.

0,407 3 11 0,751

Tests the null hypothesis that the error variance of the dependent 
variable is equal across groups.

a. Design:lntercept + СЕМЬЯ + ПОЛ + СЕМЬЯ * ПОЛ.

Т а б л и ц а  11.10. Выводимые SPSS результаты двухфакторного 
дисперсионного анализа

Tests of Between-Subjects Effects

Dependent Variable: ДЕПРЕСС

Source
Type III Sum  
of Squares df Mean Square F Sig.

Corrected Model 61,333a 3 20,444 22,489 0,000

Intercept 204,800 1 204,800 225,280 0,000

СЕМЬЯ 12,800 1 12,800 14,080 0,003

ПОЛ 3,200 1 3,200 3,520 0,087

СЕМЬЯ * ПОЛ 28,800 1 28,800 31,680 0,000

Error 10,000 11 0,909

Total 398,000 15

Corrected Total 71,333 14

a. R Squared = 0,860 (Adjusted R Squared = 0,822).

ч и мости 0,003 и является статистически значимой, поскольку этот
уровень значимости меньше 0,05.

Результаты только первой из двух таблиц для критерия Ш еффе 
отражены в табл. 11.11, поскольку она более актуальна для нас. 
Сравнения в этой таблице повторяются дважды. Например, в 
первой строке сравниваю тся средние значения для группы ни­
когда не состоявших в браке женщин (в таблице — Незамужние 
женщины ( / ) )  и никогда не состоявших в браке мужчин (в таб­
лице — Неженатые мужчины (2)), что повторяется в четвертой 
строке, только с переменой мест сравниваемых величин. Для 
проведенных сравнений выводится лиш ь уровень значимости, 
который в данном случае равен 0,003.

Результаты изменения квадрата множественной корреляции для
семейного положения представлены в табл. 11.12. Это изменение¥
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отражено во второй строке столбца, озаглавленного R Square 
Change (Изменение квадрата R), и равно 0,179.

Рекомендуемая литература

Cramer, D. (1998) Fundamental Statistics fo r  Social Research: Step-by-Step 
Calculations and Computer Techniques Using SPSS fo r  Windows. London: 
Routledge.

Overall, J. E. and Spiegel, D. K. (1969) Concerning least squares analysis o f  
experimental data, Psychological Bulletin, 72: 31 1—22.

Pedhazur, E.J. (1982) M ultiple Regression in Behavioral Research: 
Explanation and Prediction, 2nd edn. New York: Holt, Rinehart & Winston.

Pedhazur, E.J. and Schmelkin, L.P. (1991) Measurement, Design and 
Analysis: An Integrated Approach. Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

SPSS Inc. (2002) SPSS Base 11.0 User’s Guide Package. Upper Saddle 
River, NJ: Prentice-Hall.

Дополнительная литература, рекомендуемая научным редактором

Гусев А. Н. Дисперсионны й анализ в экспериментальной психоло­
гии. — М.: УМК «Психология», 2000.

Кулаичев А. П. Методы и средства комплексного анализа данных. — 
М.: Форум — Инфра-М , 2006.

Наследов А. Д. Математические методы психологического исследова­
ния. Анализ и интерпретация данных. — СПб.: Речь, 2004.



Ч А С Т Ь  VI 
РАЗЛИЧЕНИЕ ГРУПП

Г л а в а  12

Д И С К Р И М И Н А Н Т Н Ы Й  АНАЛИЗ

Предисловие научного редактора

В гл. 12 описан дискриминантный анализ, используемый в случае, 
когда на основе статистического массива данных (наблюдения измере­
ны по большому набору переменных) необходимо научиться классифи­
цировать их, т.е. создать некоторую (одну или несколько) композици­
онную переменную —  линейную комбинацию первичных, на основе ко­
торых можно классифицировать имеющиеся (обучающая выборка) и 
вновь получаемые (классифицируемая выборка) наблюдения.

Дискриминантный анализ, или анализ дискриминантных функ­
ций, — это параметрический метод, используемый для определе­
ния нагрузок количественных переменных (весовых коэффициен­
тов) или предикторов, которые позволяют более качественно 
описать разделение объектов на группы (две или более). Задавае­
мое таким образом разделение значительно лучше удовлетворяет­
ся экспериментальными данными, чем разделение, в котором 
весовые коэффициенты выбраны по случайному принципу. На­
грузки переменных формируют новую составную переменную — 
дискриминантную функцию, являющуюся линейной комбинацией 
нагрузок этих переменных и баллов, которые имеют объекты по 
переменным. Максимальное число таких функций не должно пре­
восходить число предикторов, с одной стороны, и число групп 
минус один — с другой. Например, для одного предиктора или 
двух групп необходимо построить только одну дискриминантную 
функцию, для трех групп или двух предикторов — две дискрими­
нантные функции. Если дискриминантных функций не менее двух, 
то они независимы, или ортогональны, друг другу. Каждая функ­
ция содержит в качестве составных компонентов линейной ком­
бинации все предикторы, несмотря на то что веса (коэффициен­
ты, с которыми предиктор входит в ту или иную линейную ком­
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бинацию) различаются по всем дискриминантным функциям. При 
этом можно определить точность, с которой дискриминантные 
функции задают распределение объектов по группам.

По аналогии с множественной регрессией существует три спо­
соба введения предикторов в дискриминантный анализ. Соглас­
но стандартному, или прямому, методу, все предикторы вводят­
ся одновременно, несмотря на то что некоторые из них могут 
играть лиш ь незначительную роль в распределении по группам. 
Согласно иерархическому, или последовательному, методу, пре­
дикторы вводятся последовательно в порядке, определяемом ис­
следователем. Это позволяет определить вклад каждого предик­
тора. Например, демографические переменные (возраст, пол и 
социальный статус) могут быть введены первыми, чтобы прове­
рить, каково воздействие этих переменных. При использовании 
статистического, или пошагового, метода предикторы-перемен­
ные отбираются автоматически (самой программой), согласно 
показателям, устанавливающим иерархию максимального вкла­
да в дискриминацию. Если два предиктора связаны между собой 
и имеют почти одинаковую различительную (дискриминантную) 
силу, то будет выбраП предиктор с большим показателем разли­
чения, даже при самой незначительной разнице между различи­
тельными силами предикторов.

Проиллюстрируем использование дискриминантного анализа 
на примере построения функций различения трех групп при на-

Т а б л и ц а  12.1. Индивидуальные показатели четырех предикторов 
для трех групп испытуемых

Наблюде­
ние Группа Тревожный

Беспокой­
ный

Депрессив­
ный

Ощущающий
безнадежность

1 1 2 3 1 2
2 1 1 3 3 3
3 1 3 2 2 1
4 1 4 2 3 2
5 1 1 2 1 2
6 2 4 3 3 2
7 2 5 4 2 4
8 2 4 4 2 3
9 2 3 2 3 2
10 2 4 5 1 2
11 3 4 3 5 4
12 3 2 2 3 3
13 3 3 3 5 4
14 3 2 4 4 5
15 3 2 1 4 3
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личии четырех предикторов. В эти три группы входят люди (рес­
понденты), у которых были выявлены тревожность, депрессия или 
не было выявлено ни того, ни другого (группа нормальных). Каж­
дая группа состоит из пяти человек, хотя для дискриминантного 
анализа не обязательно, чтобы число объектов в каждой группе 
было одинаковым. В качестве четырех предикторов выступают че­
тыре симптома, выраженность которых оценивается по пятибал­
льной шкале: переживание тревожности, беспокойства, депрес­
сии и безнадежности. Более высокие баллы определяют большую 
тяжесть этих симптомов. Оценки предикторов для трех групп пред­
ставлены в табл. 12.1. Нормальная, тревожная и депрессивная груп­
пы обозначены номерами 1, 2 и 3 соответственно. B.G.Tabachnick 
и L.S.Fidell (1996) считают, что размер меньшей группы должен 
быть больше числа предикторов. Мы также придерживаемся этого 
правила в данном случае. Любые выбросы или экстремальные (очень 
большие или очень маленькие) значения должны быть трансфор­
мированы или опущены. В нашем случае таковых нет. Целью явля­
ется определение симптомов, необходимых для разделения этих 
групп.

Групповые средние значения и стандартные отклонения

Вначале полезно оценить средние значения и стандартные от­
клонения показателей четырех предикторов для трех групп, что­
бы определить, различаются ли они по трем группам: если да, то 
каким образом. Также можно провести однофакторный дисперси­
онный анализ четырех предикторов, чтобы понять, какие из них 
сами по себе лучше всего позволяют различать три группы с точ­
ки зрения уровня значимости1. Предикторы с самым высоким уров­
нем значимости будут лучшими дискриминаторами. Средние зна­
чения, стандартные отклонения и уровни значимости для трех 
групп представлены в табл. 12.2.

Из табл. 12.2 видно, что наиболее значимый предиктор, кото­
рый лучше всего различает три группы, — это чувство депрессии 
(/> = 0,004). Средняя выраженность этого показателя у респондентов 
депрессивной группы — 4,20, тревожной — 2,20 и нормальной — 
2,00. Следовательно, возможно, что первая дискриминантная

1 В данном случае при выполнении однофактороного дисперсионного анали­
за предполагается установить влияние фактора (того или иного предиктора) на 
отклик (отнесенность к той или иной группе респондентов). Согласно общ ей  
схеме однофакторного анализа, нулевая гипотеза устанавливает отсутствие вли­
яния фактора на отклик. П оэтому, чем ниже р, тем с большей вероятностью  
можно отвергнуть нулевую гипотезу, не боясь ошибиться и принять альтерна­
тивную о наличии влияния фактора на отклик, т .е . можно считать, что чем 
меньше р, тем более значимо влияние.
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функция отделит группу с депрессией от двух других групп, и что 
предиктором, обладающим наибольшим весом по этой дискрими­
нантной функции, будет симптом чувства депрессии. Следующий 
по значимости предиктор — чувство безнадежности (р=0,013). Рес­
понденты депрессивной группы чувствуют себя более безнадежно 
(3,80), чем тревожной (2,60) и нормальной (2,00) групп. Таким 
образом, переживание безнадежности может быть предиктором, 
обладающим вторым по значимости весом по данной дискрими­
нантной функции. Третий по уровню значимости предиктор — 
это переживание тревоги (р = 0,035). Респонденты тревожной группы 
в среднем больше испытывают тревогу (4,00), чем депрессивной 
(2,60) и нормальной (2,00) групп. Поэтому, вероятно, именно 
чувство тревоги будет обладать наибольшим весом по второй дис­
криминантной функции, которая отделяет группу с тревожнос­
тью от двух других групп.

Необходимо заметить, что если у нас имеются одна дискрими­
нантная функция, отделяющая группу с депрессией от двух дру­
гих групп, и вторая функция, отделяющая тревожную группу, то 
третья дискриминантная функция уже не нужна. Первые две функ­
ции дают достаточно информации для отделения нормальной груп­
пы от двух других. Если, например, высокий балл по первой дис­
криминантной функции имеют респонденты из группы с депрес­
сией, а высокий балл по второй дискриминантной функции — 
респонденты из тревожной группы, то нормальная группа будет 
представлена низкими баллами по обеим функциям. Вот почему 
максимальное количество дискриминантных функций, опреде­
ляемое исходя из числа групп, всегда на единицу меньше этого 
числа.

Т а б л и ц а  12.2. Средние и стандартные отклонения и уровни 
значимости четырех предикторов для трех групп

Предикторы Отклонение Норма Тревожные Депрессивные Р

Т р ев ож н ы й Среднее 2,00 4,00 2,60 0,035

Стандартное 1,30 0,71 0,89

Беспокойный Среднее 2,40 3,60 2,60 0,161

Стандартное 0,55 1,14 1,14

Депрессивный Среднее 2,00 2,20 4,20 0,004

Стандартное 1,00 0,84 0,84

Ощущающий
безнадежность

Среднее 2,00 2,60 3,80 0,013

Стандартное 0,71 0,89 0,84
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Дискриминантные функции

Первая дискриминантная функция обеспечивает максималь­
ное или лучшее разделение между группами. Вторая дискрими­
нантная функция дает следующее по значимости разделение меж­
ду группами и является независимой, или ортогональной, первой 
дискриминантной функцией и т.д. Если бы у нас было больше 
трех групп, то имелось бы больше, чем две дискриминантные фун­
кции. Дискриминантная функция похожа на регрессионное урав­
нение (она включает константу и все предикторы со своими веса­
ми), поэтому уравнения дискриминантных функций в обоих слу­
чаях нашего примера будут иметь следующую общую форму:

[Дискриминантная ф ункция| = [Тревожный] + |Беспокойны й| + 
+ [Депрессивный] + [Ощущающий безнадежность] + [Константа].

Значение константы и нестандартизованные весовые значе­
ния будут различными для двух функций (табл. 12.3). Из таблицы 
видно, что «Ощущающий безнадежность» — предиктор, кото­
рый имеет наибольший вес в первой функции (0,834), затем сле­
дует «Депрессивный» (0,723). «Тревожный» — предиктор, кото­
рый имеет наибольший вес по второй дискриминантной функ­
ции (0,753). Эти значения вычисляются с помощью матричной 
алгебры и в данной книге, чтобы не перегружать читателя, не 
приведены.

Чтобы получить балл для каждой из двух дискриминантных 
функций, возьмем значения каждого из предикторов (см. табл. 12.1), 
умножим их на соответствующие весовые значения и сложим все 
это с константой. Таким образом, первый случай в табл. 12.4 имеет 
балл, равный примерно -1,63 по первой дискриминантной функ­
ции:

(2 х -0,421) + (3 х -0,397) + (1 х 0,723) + (2 х 0,834) + (-1,986) -
= (-0,842) + (-1,191) + (0,723) + (1,668) + (-1,986) = -1,628

и балл, равный примерно -1,15 по второй дискриминантной функ­
ции:

(2 х 0,753) + (3 х 0,304) + (1 х 0,113) + (2 х 0,358) + (-4,401) =
= (1,056) + (0,912) + (0,113) + (0,716) + (-4,401) = -1,154.

Баллы по двум дискриминантным функциям для 15 случаев 
представлены в табл. 12.4.

Средние значения по двум дискриминантным функциям для 
трех групп представлены в табл. 12.5. По первой дискриминантной 
функции среднее для депрессивной группы (2,09) больше, чем 
для нормальной (-0,792) и тревожной (-1,341) групп. Это означа­
ет, что эта дискриминантная функция отделяет депрессивную
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Т а б л и ц а  12.3. Выводимые SPSS веса, или коэффициенты,
предикторов и константы для двух дискриминантных функций

Canonical Discriminant Function Coefficients

Function

1 2

Тревожный -0 ,421 0,753

Беспокойный -0 ,3 9 7 0,304

Депрессивный 0,723 0,113

Ощущающий
безнадежность

0,834 0,358

(Constant) -1 ,9 8 6 -4 ,401

Unstandardized coefficients.

группу от двух других. Для второй дискриминантной функции сред­
нее тревожной группы (0,887) выше среднего депрессивной (0,184) 
и нормальной (-1,071) групп, что отделяет тревожную группу от 
двух других.

Можно показать, что первая дискриминантная функция обес­
печивает лучшее различение групп, если проводить однофактор­
ный дисперсионный анализ между баллами по двум дискрими-

Т а б л и ц а  12.4. Баллы по двум дискриминантным функциям 
для 15 случаев

Наблюдения Группы 1 2

I 1 - 1 , 6 3 - 1 , 1 5

2 1 1,07 - 1 , 3 2

3 1 - 1 , 7 6 - 0 , 9 5

4 1 - 0 , 6 3 0 ,28

5 1 -0 ,8 1 - 2 , 2

6 2 - 1 ,0 2 0,58

7 2 - 0 , 9 0 2 ,2 4

8 2 - 1 ,3 1 1,13

9 2 -0 ,2 1 - 0 ,4 8

10 2 - 3 , 2 7 0 ,96

11 3 2 ,09 1,52

12 3 1,05 - 0 ,8 7

13 3 2,51 0,77

14 3 2 ,6 4 0,57

15 3 2 ,1 7 - 1 , 0 6
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Т а б л и ц а  12.5. Выводимые SPSS средние двух дискриминантных
функций для трех групп

Functions at Group Centroids

ГРУППА

Function

1 2

Норма -0 ,752 -1,071

Тревога -1,341 0,887

Депрессия 2,092 0,184

Unstandardized canonical discriminant functions 
evaluated at group m eans.

нантным функциям, результаты чего представлены в табл. 12.6 
вместе с двумя другими мерами различения. Межгрупповая сумма 
квадратов, примерно равная 33,70 для первой дискриминантной 
функции, больше чем межгрупповая сумма квадратов (9,84) для 
второй функции. Различительная сила дискриминантных функ­
ций может быть также выражена в терминах собственных значе­
ний и канонической корреляции.

Собственное значение представляет собой отношение межгруп­
повой суммы квадратов к внутригрупповой:

, [Межгрупповая сумма квадратов|[Собственное значение| = —------- —------------------------- ------ —.
[Внутригрупповая сумма квадратов]

Собственное значение, равное 2,81 (33,70/12,00 = 2,81) для 
первой дискриминантной функции, больше, чем для второй, рав-

Т а б л  и ц а  12.6. Результаты однофакторного дисперсионного анализа 
для двух дискриминантных функций, собственные значения 
и каноническая корреляция

1 2

Межгрупповое среднеквад­
ратичное отклонение

33,70 9,84

Внутригрупповое средне­
квадратичное отклонение

12,00 12,00

Общее среднеквадратичное 
отклонение

45,70 21,84

Собственные значения 33,70/12,00=2,81 9,84/12,00=0,82

Каноническая корреляция ^33,70/45,70 = 0,86 V9,84/21,84 = 0 ,6 7
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нос 0,82 (9,84/12,00 = 0,82). Собственное значение может быть также 
выражено как процент общей дисперсии баллов дискриминантной 
функции. Для этого нужно разделить собственное значение дискри­
минантной функции на сумму собственных значений всех дискри­
минантных функций и умножить результат на 100. Так, первая дис­
криминантная функция объясняет 77,41 % [100x2,81/(2,81 +0,82) = 
= 77,411 всех изменений, тогда как вторая дискриминантная функ­
ция объясняет оставшиеся 22,59% 1100 х 0,82/(2,81 +0,82) = 22,59] 
изменений.

Каноническая корреляция определяется по следующей ф ор­
муле:

. . .  , ([Межгрупповая сумма квадратов|Каноническая корреляция] = J 1— —^
\  |Общая сумма квадратов|

Каноническая корреляция (0,86) для первой дискриминант­
ной функции больше, чем каноническая корреляция (0,67) для 
второй.

Статистическая значимость дискриминантных функций

Мы заинтересованы в получении только таких дискриминант­
ных функций, которые распределяют данные по группам на ста­
тистически значимом уровне, т.е. значимо лучше, чем это проис­
ходило бы в случае, когда разделение по группам осуществлялось 
случайным образом. Процедура, позволяющая оценить значи­
мость, состоит, во-первых, в определении того, являются ли 
все дискриминантные функции вместе взятые статистически зна­
чимыми. Эта проверка осуществляется с помощью показателя 
ламбда Уилкса. Для отдельных предикторов и дискриминантных 
функций показатель ламбда Уилкса равен отношению внутри­
групповой суммы квадратов к общей (для всех дискриминантных 
функций это произведение коэффициентов Уилкса для отдель­
ных дискриминантных функций). Таким образом, общий пока­
затель ламбда Уилкса для двух дискриминантных функций равен 
примерно 0,144:

12,00/45,70 х 12,00/21,84 = 0,263 х 0,549 = 0,1444.

Показатель ламбда Уилкса изменяется в пределах от 0 до 1 (1 — 
средние всех групп имеют одно и то же значение, т.е. являются 
одинаковыми; -  0 — групповые средние различны).

Показатель ламбда Уилкса может быть преобразован в крите­
рий хи-квадрат (J. Stevens, 1996), уровень значимости которого 
можно определить. Значение критерия хи-квадрат для показателя 
ламбда Уилкса, равного 0,144, составляет примерно 20,33 (табл.
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Т а б л и ц а  12.7. Выводимая SPSS информация о статистической
значимости дискриминантных функций

Wilks’ Lambda

Т est of 
Function(s)

Wilks’
Lambda Chi-square df Sig.

1 through 2 0,144 20,330 8 0,009

2 0,549 6,289 3 0,098

12.7). Это можно получить в SPSS. Число степеней свободы dfjuin 
данного критерия хи-квадрат определяется числом предикторов, 
умноженным на число групп, минус 1 [4 х (3 -  1) = 8]. С восемью 
степенями свободы, чтобы быть статистически значимым при уров­
не значимости 0,05, критерий хи-квадрат должен иметь значение 
не меньше 15,51. В нашем случае это значение даже больше. В про­
тивном случае анализ следовало бы прекратить, поскольку ни одна 
из функций не дает статистически значимый результат.

Если критерий хи-квадрат является значимым (как в нашем 
случае), то показатель ламбда Уилкса для первой дискриминант­
ной функции удаляется и тест проводится для того, чтобы выявить, 
являются ли оставшиеся дискриминантные функции значимыми. 
В нашем примере только две дискриминантные функции, поэто­
му данный тест просто определяет, является ли значимым пока­
затель ламбда Уилкса для второй дискриминантной функции 
(12,00/21,84 = 0,549), значение критерия хи-квадрат при этом бу­
дет примерно равным 6,29. Число степеней свободы для данного 
критерия хи-квадрат определяется произведением числа предик­
торов минус 1 на число групп минус 2 | ( 4 -  1) х (3 - 2 )  = 3]. С тремя 
степенями свободы критерий хи-квадрат должен иметь значение
> 7,82, чтобы быть значимым при уровне значимости 0,5. В нашем 
случае этот результат не достигается, следовательно, первая дис­
криминантная функция является значимой, а вторая — нет. Чис­
ло степеней свободы для оценки значимости п первых дискрими­
нантных функций вычисляется по следующей формуле:

[Число предикторов -  п] х [Число групп -  (п+  1)].

Применив данную формулу к нашему примеру, получим три 
степени свободы: ((4 -  1) х [3 -  (1 + 1)]).

Интерпретация дискриминантных функций

Использование нестандартизованных канонических коэффици­
ентов дискриминантной функции (см. табл. 12.3) для интерпрета­
ции дискриминантных функций может привести к неверным ре-
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Т а б л и ц а  12.8 Выводимые SPSS коэффициенты стандартизованных
канонических дискриминантных функций

Standardized Canonical Discriminant Function 
Coefficients

Function

1 2

Тревожный -0,421 0,753

Беспокойный -0,391 0,299

Депрессивный 0,646 0,101

Ощущающий 0,681 0,292
безнадежность

зультатам, в частности в случае, если стандартные отклонения 
предикторов существенно различаются. Интерпретацию дискри­
минантных функций обычно проводят на основании абсолютных 
значений стандартизованных коэффициентов (табл. 12.8) и общих 
внутригрупповых корреляций между предикторами и стандарти­
зованными дискриминантными функциями (табл. 12.9). Результа­
ты применения этих двух методов несколько различаются. Для 
первой дискриминантной функции наибольший стандартизован­
ный коэффициент имеет чувство ощущения безнадежности (0,681), 
за которым следует чувство депрессии (0,646), в то время как наи­
большая корреляция выявлена для чувства депрессии (0,719), за 
которым идет чувство ощущения безнадежности (0,538). Для вто-

Т а б л и ц а  12.9. Выводимые SPSS общие внутригрупповые корреляции 
между предикторами и стандартизованными каноническими 
дискриминантными функциями

Structure Matrix

Function

1 2

Депрессивный 0,719* 0,330

Ощущающий 0,538* 0,537
безнадежность

Тревожный -0 ,2 3 4 0,849*

Беспокойный -0 ,1 8 0 0,569*

Pooled within-groups correlations between  
discriminating variables and standardized canonical 
discriminant functions.
Variables ordered by absolute size of correlation 
within function.
* Largest absolute correlation between each variable 
and any discriminant function.
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рой дискриминантной функции чувство тревожности имеет как 
наибольший стандартизованный коэффициент (0,753), так и наи­
большую корреляцию (0,849). Чтобы посчитать стандартизован­
ные коэффициенты, надо умножить нестандартизованный коэф­
фициент на диагональный элемент этого предиктора в общей внут­
ригрупповой ковариационной матрице. Например, для чувства 
тревожности диагональный элемент равен 1,000, а нестандарти­
зованный коэффициент-0,421 (см. табл. 12.3), следовательно, стан­
дартизованный коэффициент будет также равен -0,421. Вычисле­
ние общих внутригрупповых корреляций довольно сложно и здесь 
рассматриваться не будет.

Классификация

Эффективность дискриминантного анализа может быть опре­
делена с помощью процента случаев, правильно отнесенных к 
своей группе, который сравнивается с процентом возможности 
случайного правильного распределения случаев по группам. В на­
шем примере, когда мы имеем равное количество человек в каж­
дой группе, вероятность случайного правильного отнесения рес­
пондента к одной из трех групп равна 33 %. Способы использова­
ния результатов дискриминантного анализа для распределения 
случаев по группам слишком сложны и не будут здесь рассматри­
ваться. Принадлежность к группам, предсказанная данными SPSS, 
представлена в табл. 12.10 вместе с реальным (априорным) рас­
пределением по группам исследуемых 15 случаев. Из таблицы вид­
но, что три наблюдения (2, 4 и 9-е) были неправильно отнесены 
к своим группам. Это означает, что 80% случаев были правильно 
идентифицированы (12/15 х 100 = 80).

Данные, представленные в табл. 12.10, могут быть переведены 
в классификационную таблицу (табл. 12.11), в которой отобра­
жены количество и процент правильно и неправильно иденти­
фицированных случаев для каждой группы. Количество и про­
цент правильно идентифицированных случаев расположены по 
диагонали в клетках таблицы. Например, три респондента, или 
60% (3/5 х 100 = 60), из нормальной группы правильно отнесены 
к данной группе. Количество и процент случаев, неправильно 
диагностированных, находятся вне этой диагонали. Например, 
один респондент, или 20% (1/4 х 100), из нормальной группы 
неправильно отнесен к группе тревожных. Из таблицы видно, что 
процент правильно идентифицированных наиболее высок для деп­
рессивной группы и наиболее низок — для нормальной.

Число случаев в группах часто не является одинаковым при про­
ведении дисперсионного анализа. Это необходимо учитывать при 
подсчете процента случайного правильного распределения случаев
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Т а б л и ц а  12.10. Реальное и прогнозируемое распределение по группам
для 15 случаев

Наблюдения
Принадлежность к группе

Реальная Прогнозируемая

1

2

1

1

1

3

3 1 1

4 1 2

5 1 1

6 2 2

7 2 2

8 2 2

9 2 1

10 2 2

11 3 3

12 3 3

13 3 3

14 3 3

15 3 3

Т а б л и ц а  12.11. Выводимая SPSS классификационная таблица

Classification Results3

Predicted Group Membership

ГРУППА Норма Тревога Депрессия Total

Original Count Норма 3 1 1 5

Тревога 1 4 0 5

Депрессия 0 0 5 5

% Норма 60,0 20,0 20,0 100,0

Тревога 20,0 80,0 0,0 100,0

Депрессия 0,0 0,0 100,0 100,0

а. 80,0% of original grouped cases correctly classified. 
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Т а б л и ц а  12.12. Вычисление доли правильно идентифицированных 
наблюдений в ситуации случайного отнесения

Группа
Частота 

(количество 
в группе)

Вероятность
Правильная частота 

при случайном 
распределении

1 2 0,13 0 ,26

2 5 0,33 1,65

3 8 0 ,53 4 ,2 4

Сумма 15 0,99 6 ,15  

6 , 1 5 /1 5  = 0 ,4 1

по группам. Предположим, что мы имеем 2, 5 и 8 случаев в 1, 2 
и 3-й группах соответственно (табл. 12.12). Вероятность правиль­
ного случайного распределения будет равна 0,13 (2/15 = 0,13); 
0,33 (5/15 = 0,33) и 0,53 (8/15 = 0,53) соответственно1. Ожидаемое 
количество случаев в л и х  группах равно 0,26 (0,13 х 2 = 0,26); 1,65 
(0,33 x 5 = 1,65) и 4,24 (0 ,53x8 = 4,24) соответственно. Ожидаемый 
процент отнесения случаев к данным группам примерно равен 41 
[100 х (0,26 + 1,65 + 4 ,24 )/15 = 41,00).

Из табл. 12.12 видно, что три случая (2, 4 и 9-й) были непра­
вильно распределены по группам. Такие ошибки возможны, ког­
да число случаев в группах мало и не является одинаковым, а 
внутригрупповые ковариации неодинаковы, или нсгомогенны. 
Равенство, или гомогенность, внутригрупповых ковариаций мож­
но оценить с помощью М -критерия Бокса (Box’s M-test). Если 
он является значимым, то ковариации одинаковы. Если он не 
является значимым, то ковариации неодинаковы, или гетеро- 
генны. Их различие можно уменьшить, преобразовав значения

1 Действительно, общ ее число возможных случаев распределения 15 респон-

15'дентов по трем группам численностью 2, 3 и 8 человек равно ' . Число2! Ь!о!
возможных случаев, когда респондент и;* группы, состоящей из двух человек,

14'оказывается правильно отнесенным к своей группе, равно  ̂igi'g, * Число воз­

можных случаев, когда респондент из группы, состоящей из пяти человек, ока-

141
зывается правильно отнесенным к своей группе, равно yr^rgT ■ Соответственно, 

число возможных случаев, когда респондент из группы, состоящей из пяти че-

14'ловек, оказывается правильно отнесенным к своей группе, равно уг^уут ■ Веро­

ятность благоприятного исхода вычисляется как отнош ение числа благоприят­
ных случаев к числу всех возможных случаев.
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Test Results

Т а б л и ц а  12.13. Выводимые SPSS результаты М-критерия Бокса
равенства ковариационных матриц

Box’s  М 37,535

F Approx. 0,907

df1 20

df2 516,896

Sig. 0,578

Tests null hypothesis of equal population 
covariance matrices.

предикторов, например взяв их корни квадратные или логариф­
мы. M -Критерий Бокса для нашего примера представлен в табл. 
12.13, и мы можем убедиться в том, что уровень значимости 
0,578 > 0,5 и, следовательно, не является статистически значи­
мым.

Отчет о результатах

Обычно форма представления результатов зависит от цели ана­
лиза. В сжатом виде отчет об анализе, проведенном в этой главе, 
может быть представлен в следующем виде: «Был проведен пря­
мой дискриминантный анализ с использованием четырех предик­
торов (чувство тревоги, беспокойства, депрессии и ощущения 
безнадежности), которые определяли принадлежность человека к 
одной из трех групп: нормальной; тревожной; депрессивной. Были 
определены две дискриминантные функции, объясняющие 77 и 
23 % дисперсии соответственно. Критерий ламбда Уилкса являет­
ся значимым для сочетания этих функций 20,33; /?<0,01), но 
не является значимым после исключения первой функции. Пер­
вая функция максимально дифференцировала депрессивную группу 
от двух других и имела наиболее высокие корреляции с чувством 
депрессии (0,72) и ощущения безнадежности (0,54). Вторая диск­
риминантная функция максимально выделяла тревожную группу 
и наиболее сильно была связана с чувством тревожности (0,85) и 
беспокойства (0,57). Правильно классифицированы были 80 % слу­
чаев по сравнению с 33 %, ожидаемыми как результат правильно­
го распределения по случайности. Все депрессивные случаи были 
идентифицированы правильно; 80 % тревожных случаев были также 
определены правильно, а 20 % попали в группу нормальных; 60 % 
нормальных случаев были правильно отнесены к своей группе, в 
то время как 20 % были диагностированы как тревожные и 20 % — 
как депрессивные.
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Процедура SPSS для Windows

Приведем алгоритм проведения прямого дискриминантного 
анализа.

Введите данные из табл. 12.1 в Редактор данных (Data Editor), 
рис. 12.1.

Предикторам следует присвоить названия «тревога», «беспо­
кой», «депресс» и «безнадеж». Номерам групп 1, 2 и 3 присваива­
ются названия «норма», «тревога» и «депрессия» соответственно.

Для проведения процедуры дискриминантного анализа выбе­
рите Анализ (Analyze) на горизонтальной панели инструментов в 
верхней части окна. В появившемся меню выберите Классифика­
ция (Classify) и затем — Дикскриминантный (Discriminant), после 
чего появится диалоговое окно Дискриминантный Анализ (Discri­
minant Analysis), рис. 12.2.

Выберите переменную «группа» и нажмите на первую кнопку
► , чтобы поместить л у  переменную в окно под надписью Груп­

повая переменная (Grouping Variable:).
Нажмите Определить диапазон (Define Range), после чего от­

кроется диалоговое окно Дискриминантный Анализ: Определить 
диапазон (Discriminant Analysis: Define Range), рис. 12.3.

Впишите «1» в окно напротив надписи Минимум (Minimum) 
и «3» — в окно напротив надписи Максимум (Maximum). Затем 
нажмите Продолжить (Continue) для возвращения в основное окно 
диалога.

Выделите переменные от «тревога» до «безнадеж» и затем на­
жмите на вторую кнопку ►, чтобы переместить их в окно под 
надписью Независимые переменные (Independents).

гр уп п * 1 тревога беспокой депресс | Безнадеж)

1 , 1 2 3 1 2

2 г 1 3 3 3,

3 1 3 2 2 1 i

4 ............1 4 2 3 2

5 1 1 2 \ 1| 2!
В

щ
4 3 3 2!

7 2 5 4 2 \ 4 |

3 2 4 4 2 3!

9 2 3 2 з1 Я

10 2 4 5 1 2 *

11 3 4 3 51
I- 4 i

12 3 2 2 ~з1L з'
13 3 3 3 5 д г

14 3 2 4 4 Г  5 '
15 3 2 1 4 3

Рис. 12.1. Данные примера в Редакторе данных (Data Editor)
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Independents:

□

Select »  | Statistics. J

Тревожный [треб' л  

ф  Беспокойный [б<?< 

ф  Депрессивным [д v

* Enter independents togelhet 

Use stepwise method

I Classify.. j

Help

Save...

Рис. 12.2. Диалоговое окно Дискриминантный Анализ (Discriminant)

Нажмите Статистика (Statistics), после чего откроется диало­
говое окно Дискриминантный Анализ: Статистика (Discriminant 
Analysis: Statistics), рис. 12.4.

Здесь можно выбрать следующие полезные опции:
Means (Средние), чтобы получить средние и стандартные от­

клонения предикторов для трех групп;
Univariate ANOVAs (Одномерный дисперсионный анализ), что­

бы получить показатель ламбда Уилкса и показатели статистиче­
ской значимости однофакторного анализа переменных по четы­
рем предикторам;

Box’s М (М -критерий Бокса), чтобы определить, являются 
ли переменные неравными, когда размеры групп невелики и 
неравны;

Unstandardized (Нестандартизованные), чтобы получить коэф­
фициенты нестандартизованной канонической дискриминантной 
функции;

Within-groups covariance (Внутригрупповые ковариации) для 
проверки вычислений коэффициентов стандартизованной кано­
нической дискриминантной функции.

Нажмите Продолжить (Continue), чтобы вернуться в основное 
окно диалога.

Для пошагового ввода предикторов выберите Использование 
пошагового метода (Use stepwise Method) и затем Метод (Method),
чтобы изменить заданное по умолчанию использование показате­
ля ламбда Уилкса и/или заданные по умолчанию пороговые зна-

Рис. 12.3. Диалоговое окно Дискриминантный 
Анализ: Определение диапазона (Discriminant 
Analysis: Define Range)

Minimum: f l 

Maximum. p i
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Descriptives 

f *  Means

P  UnivariateANGVAs 

!•? Box's M

Function Coefficients 

Г  Fisher's 

v  Unstandardized

Matrices

i Within-groups correlation 

Within-groups covariance 

Separate-groups covariance 

T otal covariance

Continue~j Cancel j Help

Рис. 12.4. Диалоговое окно Дискриминантный Анализ: Статистика (Discri­
minant Analysis: Statistics)

Iriminant Analysis Classific a tio n

Prior Probabilities 

All groups equal 

Compute from group ше$

Display

P  Casewise results 

f~ Limit cases to first 

P  Summary table 

Г” Leave-one-out classification

П  Replace missing values with mean

Use Covariance Matrix 

• Within-groups 

Separ at e-group?

Plots

Combined-groups 

Separate groups 

Teditorial map

Help

Рис. 12.5. Диалоговое окно Дискриминантный Анализ: Классификация 
(Discriminant Analysis: Classification)

чения / ’-критерия (3,84 — для включения предикторов и 2,71 — 
для их исключения).

Нажмите Классификация (Classify), в результате чего откро­
ется диалоговое окно Дискриминантный Анализ: Классификация 
(Discriminant Analysis: Classification), представленное на рис. 12.5.

Выберите Результаты распределения наблюдений (Casewise 
results), чтобы увидеть предсказанное распределение случаев 
по группам и нестандартизованные баллы дискриминантных 
функций для каждого случая.

Также выберите Результирующая таблица (Summary Table), что­
бы получить классификационную таблицу (см. табл. 12.11).

Для изменения Исходных Вероятностей (Prior Probabilities), 
когда размеры групп различны, выберите Вычислить, исходя из 
размеров групп (Compute from the group sizes).

Нажмите Продолжить (Continue), чтобы вернуться в основное 
окно диалога.

Нажмите ОК для проведения анализа.
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Выводимая S P S S  информация по результатам работы

Основные таблицы, которые будут выведены в окне результа­
тов дискриминантного анализа в SPSS, уже были продемонстри­
рованы и обсуждены. Порядок предъявления этих таблиц в окне 
SPSS несколько отличается от приведенного нами, таблицы бу­
дут предъявлены в следующем порядке: табл. 12.13, табл. 12.7, табл. 
12.8, табл. 12.9, табл. 12.3, табл. 12.5 и табл. 12.11.
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Ч А С Т Ь  VI I
АНАЛИЗ ТАБЛИЦ ЧАСТОТ С ТРЕМЯ ИЛИ  
БОЛЕЕ КАЧЕСТВЕННЫМИ ПЕРЕМ ЕННЫ М И

Г л а в а  13

Л О Г Л И Н Е Й Н Ы Й  АНАЛИЗ

Предисловие научного редактора

В гл. 13 представлен метод, позволяющий одновременно рассмат­
ривать три или более качественных переменных —  логлинейный анализ. 
В отечественных исследованиях такой метод еще не используется.

Логлинейный анализ обычно используется для ответа на два 
типа вопросов о трех или более номинативных переменных и их 
взаимодействиях. Примером трех таких переменных могли бы быть 
успешность сдачи детьми экзаменов (success), отсутствие или на­
личие академических способностей (ability) и наличие или от­
сутствие интереса к учебе (interest). Самый простой вопрос за­
ключается в том, чтобы установить, значимо ли отличается число 
наблюдений, с учетом взаимодействия этих качественных пере­
менных, от того, что можно было бы ожидать, исходя из случай­
ной реализации событий1. Например, значимо ли различается число 
детей при разных вариантах взаимодействия между успешностью 
сдачи экзаменов, способностями и интересом к учебе? Если нас 
интересует влияние отдельных переменных или взаимодействие 
двух переменных, то используется критерий хи-квадрат, а не лог­
линейный анализ. Для анализа влияния трех или более качествен­
ных переменных одновременно применяют процедуру логлиней- 
ного анализа.

1 Иными словами, каждое наблюдение можно охарактеризовать наличием  
или отсутствием выраженности того или иного признака (соответствующего той 
или иной качественной переменной). Возможное сочетание отсутствия/присут­
ствия рассматриваемых признаков называется паттерном. Нас интересует анализ 
распределения всех возможных паттернов, полученных в эксперименте данных, 
и сравнение его с тем, которое могло бы быть получено, исходя из соображений  
обычной вероятности.
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Другой вопрос состоит в том, какие из переменных и/или их 
взаимодействие обеспечивают самое простое и экономное (с точ­
ки зрения количества объясняющих параметров) объяснение рас­
пределения наблюдений. Например, достаточно ли успешности 
сдачи детьми экзаменов самой по себе, чтобы объяснить распре­
деление показателей, полученных для каждого ребенка? Мы по­
кажем, как с помощью логлинейного анализа можно ответить на 
оба эти вопроса.

Там, где мы заинтересованы в изучении связи между одной из 
переменных (т.е. откликом, или зависимой переменной) и други­
ми переменными (т.е. предикторами, или независимыми пере­
менными), возможно, было бы предпочтительнее использовать 
логистическую регрессию, а не логлинейный анализ, так как по­
следний также изучает взаимосвязь между самими независимыми 
переменными, которая может нас и не интересовать. Например, 
возможно, было бы предпочтительнее использовать логистиче­
скую регрессию для определения взаимосвязи между зависимой 
переменной «Успешность сдачи детьми экзаменов» и переменны­
ми-предикторами «Способности», «Интерес к учебе», а также 
взаимодействие между способностями и интересом к учебе. В то 
время как логлинейный анализ обычно изучает взаимодействия 
между всеми этими переменными, для логистической регрессии 
эффекты взаимодействия необходимо создавать, используя ф ик­
тивные переменные.

Проиллюстрируем логлинейный анализ с помощью данных, 
представленных в табл. 13.1, которая показывает количество де­
тей, характеризуемых как успевающие и неуспевающие, способ­
ные или неспособные и заинтересованные или незаинтересован­
ные в учебе. Например, в первой строке таблицы указано, что 
60 детей характеризуются как успешно сдавшие экзамены, спо-

Т а б л и ц а  13.1. Количество детей, характеризуемых в соответствии 
со способностями, интересом к учебе и успеваемостью

Ячейка Способности Интерес к учебе Успеваемость Частота

1 Способный Заинтересованный Неуспевающий 60

2 Способный Заинтересованный Успевающий 10

3 Способный Незаинтересованный Неуспевающий 70

4 Способный Незаинтересованный Успевающий 20

5 Неспособный Заинтересованный Неуспевающий 80

6 Неспособный Заинтересованный Успевающий 30

7 Неспособный Незаинтересованный Неуспевающий 90

8 Неспособный Незаинтересованный Успевающий 40
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собные и заинтересованные в учебе. B .G .Tabachnick и L. S.Fidell 
(1996) считают, что должно быть по меньшей мере в пять раз 
больше наблюдений, чем ячеек в таблице, чтобы можно было 
проводить логлинейный анализ. Поскольку в нашей таблице во­
семь ячеек, у нас должно быть как минимум сорок наблюдений 
( 5 x 8  = 40), что имеет место. Кроме того, при рассмотрении пары 
переменных одновременно, например «Способности» и «Успева­
емость», ожидаемые частоты во всех ячейках должны быть больше 
единицы, а для 80% ячеек — не менее пяти. Далее будет показа­
но, как вычислить ожидаемые частоты для двух переменных. Если 
ожидаемые частоты меньше, чем названные ранее, то необходи­
мо объединять категории или вообще не включать переменные в 
рассмотрение.

Логлинейный анализ главным образом сравнивает фактиче­
скую частоту наблюдений в ячейке с ожидаемой частотой слу­
чайной реализации. Чем больше разность между фактической 
и ожидаемой частотами, тем более вероятно, что это различие 
статистически значимо и поэтому вряд ли случайно. Различие 
между частотами может быть выражено с помощью критерия 
хи-квадрат Пирсона или хи-квадрат отношения максимального 
правдоподобия. Второй критерий является предпочтительным, 
поскольку значения переменных и их взаимодействие с большей 
вероятностью дают прибавку к обшей сумме для модели с рав­
ными частотами, чем в случае критерия хи-квадрат Пирсона, 
особенно для большого числа взаимодействий. Что это означает, 
станет ясно позднее.

Чтобы понять суть логлинейного анализа, полезно сравнить его 
с дисперсионным анализом (см. гл. 9 — 11). Общая дисперсия в дис­
персионном анализе (т.е. суМма квадратов разностей между от­
дельными значениями и средним арифметическим по группе для 
зависимой переменной) может быть разложена и объяснена за 
счет независимых переменных и их взаимодействий, называемых 
эффектами. Необъясненная (оставшаяся) дисперсия называется 
ошибкой, или остаточной ошибкой. В логлинейном анализе ошибка 
отсутствует, поскольку для каждой ячейки имеется единственное 
значение. Зависимой переменной в логлинейном анализе являет­
ся разность между фактической и ожидаемой1 частотами. Послед­
няя выражается как критерий хи-квадрат отношения максималь­
ного правдоподобия.

Обшее значение критерия хи-квадрат максимального правдо­
подобия, которое необходимо объяснить, предполагает, что все 
ячейки имеют одну и ту же ожидаемую частоту (т.е. равновероят­
ностны). В нашем примере имеется восемь ячеек и 400 наблюде-

1 Т .е. частотой, которую можно было бы ожидать исходя из случайной реали­
зации.
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Т а б л и ц а  13.2. Значения критерия хи-квадрат отношевня 
максимального правдоподобия для главных переменных 
и их взаимодействий

Эффект
Число

степеней
свободы

Критерий хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия

Общий 7 132,65***

Способности (С) 1 16,11***
Интерес (И) 1 4,01*
Успеваемость (У) 1 104,65***

Граничный Частный
Сх И 1 0,14 0,31
С х У 1 5,70** 5,83**
И х У 1 1,36 1,49
С х И х У 1 0,52
Сумма 7 131,97 132,92

* р  < 0.05; ** р  < 0,01; *** р < 0,001.

ний, так что ожидаемая частота для каждой ячейки составляет 
50,00 (400/8 = 50). Ожидаемая частота выражается десятичной дро­
бью, поскольку может не быть целым числом.

Эта модель с равными частотами предполагает, что ни одна из 
переменных и/или их взаимодействий не оказывает влияния (не 
имеет эффекта). Общее значение критерия хи-квадрат максималь­
ного правдоподобия может быть разложено на эффекты (влия­
ния) каждой переменной и ее взаимодействий с остальными 
переменными. Наш пример состоит из трех главных эффектов 
(способности, интерес к учебе, успеваемость), трех парных вза­
имодействий (способности х интерес, способности х успеваемость 
и интерес х успеваемость) и одного тройного взаимодействия (спо­
собности х интерес хуспеваемость), как показано в табл. 13.2. Мо­
дель, содержащая все возможные эффекты, объясняет все значе­
ния критерия хи-квадрат максимального правдоподобия и назы­
вается полностью насыщенной моделью.

Критерий хи-квадрат отношения максимального правдоподо­
бия можно определить по следующей формуле:

Критерий х-квадрат отношения 
максимального правдоподобия 

= {Сумма по всем ячейкам[Фактическая частота х
. Фактическая частота,, .  

x l n -----------------------------------] } х 2 .
Ожидаемая частота
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Отношение фактической частоты ячейки к ее ожидаемой час­
тоте выражается как натуральный, или неперов, логарифм и ум­
ножается на фактическую частоту данной ячейки, затем значе­
ния, полученные по всем ячейкам, суммируются и умножаются 
на два.

Общий эффект

Критерий хи-квадрат отношения максимального правдоподо­
бия для модели, предполагающей равенство ожидаемых частот в 
восьми ячейках, составляет приближенно 132,60. Вычисления для 
получения данного значения приведены в табл. 13.3. Число степе­
ней свободы для этой модели равно количеству ячеек минус еди­
ница (8 -  1 = 7). Чтобы быть значимым на уровне 0,05, значение 
двустороннего критерия хи-квадрат отношения максимального 
правдоподобия с семью степенями свободы должно быть > 14,01, 
что в данном случае выполняется. Следовательно, фактические 
частоты отличаются от ожидаемых при условии случайной реали­
зации и мы можем теперь определить, какие эффекты объясняют 
данное различие. Если бы значение критерия хи-квадрат отноше­
ния максимального правдоподобия для данной модели было бы 
незначимо, то ни один из эффектов не был бы значимым.

Главные эффекты

В нашем примере имеется три главных эффекта. Проиллюстри­
руем вычисления для первого из эффектов — способностей, что 
отражено в табл. 13.4. Способности имеют две категории (способ­
ные и неспособные), поэтому ожидаемая частота составляет 200,00 
(400/2 = 200,00) для каждой из категорий. В нашем случае 160 на­
блюдений (детей) были классифицированы как способные, а 
240 — как неспособные. Критерий хи-квадрат отношения макси­
мального правдоподобия приближенно равен 16,00', что с учетом 
ошибки округления совпадает со значением 16,11 (см. табл. 13.2), 
полученным с помощью SPSS. Число степеней свободы равно ко­
личеству категорий минус единица ( 2 - 1  = 1). Чтобы быть стати­
стически значимой на уровне 0,05, значение двустороннего крите­
рия хи-квадрат отношения максимального правдоподобия должно 
быть равно 3,84 или выше, что в нашем случае выполняется. Сле­
довательно, ф актическая частота наблюдений для способно­
стей значимо отличается от ожидаемой ситуации случайной реа­
лизации. В нашей выборке меньше способных детей, чем можно

1 [ 160In ( 160/200) + 2 4 0 In(240/200)]2 = (-3 5 ,7 0  + 43,76)2 = 16, 11.
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было бы ожидать в результате случайного распределения наблю­
дений. Результаты для двух других эффектов представлены в табл. 
13.2 и оба являются значимыми.

Т а б л и ц а  13.3. Вычисление критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия для общего эффекта

Ячейки Вычисление критерия хи-квадрат отношения 
максимальною правдоподобия

1 6 0 х In 60 = 6 0 x 0 ,1 8 2  = 10,94 
50,00

2 10х In 10 -  10х 1 ,6 0 9 -  16,09 
50,00

3 70 х In 70 = 7 0 x 0 ,3 3 6  = 23,55 
50,00

4 20
20 x In = 2 0 x  0 ,9 1 6 =  18,33 

50,00

5
80

8 0 x  In = 8 0 x 0 ,4 7 0  = 37,60  
50,00

6 30 x In 30 = 3 0 x  0 ,511=  15,32 
50,00

7 90 x In 90 = 9 0 x 0 ,5 8 8  - 5 2 ,9 0  
50,00

8 40
40 x In = 40 x 0 ,2 2 3 =  8,93 

50,00

2 хС умму 2 x 6 6 ,3 0 =  132,60

Т а б л и ц а  13.4. Вычисление критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия для главного эффекта — способностей

Ячейки Вычисление критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия

Способные 160 х In 160 = 160 х 0 ,2 2 3 -  35,68 
200,00

Неспособные
240

240 х In = 240x0 ,182  = 43,68  
200,00

2 x Сумму 2 x 8 ,0 0 =  16,00
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Эффекты взаимодействия

В нашей модели имеются три парных эффекта взаимодействия 
и одно тройное взаимодействие. Существует два способа вычис­
ления критерия хи-квадрат отношения максимального правдо­
подобия для парного взаимодействия. Более простым методом 
является граничный критерий, в котором каждое парное взаи­
модействие анализируется отдельно, без учета других парных вза­
имодействий и взаимодействий высшего порядка. Более сложным 
методом является частный критерий, в котором каждое парное 
взаимодействие корректируется с учетом всех других взаимодей­
ствий. В этом методе используется итерационная процедура, при 
которой ожидаемые частоты становятся все более близкими к ф ак­
тическим граничным значениям для тех эффектов, которые не 
анализируются. Мы не будем иллюстрировать эту более сложную 
процедуру. Результаты для обоих методов приведены в табл. 13.2 и 
для данного примера в основном совпадают. Если сложить значе­
ния критерия хи-квадрат отношения максимального правдоподо­
бия для главных эффектов и взаимодействий, то получим, что 
общее значение 131,97 для граничного критерия несколько мень­
ше, чем значение 132,65 для модели, предполагающей равные 
ожидаемые частоты, в то время как значение 132,97 для частного 
критерия несколько выше указанной величины.

Рассмотрим процедуру вычисления критерия хи-квадрат отно­
шения максимального правдоподобия для парного взаимодействия 
между способностями и интересом к учебе. Фактические частоты 
для этого двустороннего взаимодействия представлены в табл. 13.5 
вместе с граничными суммами для строк и столбцов. Необходимо 
вычислить ожидаемые частоты для этих четырех ячеек при усло­
вии того, что нам известно, какая доля детей имеет способности, 
и какая — заинтересована в учебе. Доля способных детей состав­
ляет 0,40 (160/400 = 0,40), а доля заинтересованных в учебе равна 
0,45 (180/400 = 0,45). Следовательно, можно ожидать, что доля де­
тей, которые одновременно обучаемы и заинтересованы в учебе, 
составляет 0,18 (0,40x0,45 = 0,18), что в расчете на 400 детей дает 
ожидаемую частоту, равную 72,00 (0 ,18x400 = 72,00).

Этот метод подсчета ожидаемой частоты в ячейке может быть 
выражен с помощью следующей формулы:

[Ожидаемая частота] = [Сумма по столбцу/Общая сумма] х 
х [Сумма по строке/Общая сумма] х [Обшая сумма].

Эту формулу можно упростить, сократив на величину общей 
суммы в числителе с одним из значений общей суммы в знамена­
теле следующим образом:

[Ожидаемая частота] = [Сумма по столбцу/Общая сумма] х 
х [Сумма по строке].
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Т а б л и ц а  13.5. Фактические частоты и граничные суммы для парного
взаимодействия между способностями и интересом к учебе

Способные Неспособные Сумма 
по строке

Прояатяющие интерес 
к учебе

70 110 180

Не проявляющие 
интерес к учебе

90 130 220

Сумма по столбцу 160 240 400

Используя упрощенную формулу, можно вычислить ожидае­
мую частоту для способных и не заинтересованных в учебе детей 
(160/400x200 = 88,00), для неспособных и заинтересованных де­
тей (240/400 х 180= 108,00) и для неспособных и не заинтересо­
ванных в учебе детей (240/400 х 220= 132,00).

Зная ожидаемые частоты для этой двухвходовой таблицы, мож­
но вычислить значение критерия хи-квадрат отношения максималь­
ного правдоподобия (табл. 13.6). Его значение равно 0,10, что с 
учетом погрешности округления равно 0,14 (см. табл. 13.2). Число 
степеней свободы для парного взаимодействия равно произведе­
нию количества столбцов минус единица на количество строк ми­
нус единица [(2 -  1) х (2 -  1) = 1]. Чтобы быть значимым на уровне 
0,05 по двустороннему критерию, значение критерия хи-квадрат

Т а б л и ц а  13.6. Вычисление критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия для парного взаимодействия между 
способностями и интересом к учебе

Ячейки Вычисление критерия хи-квадрат 
отношения максимального правдоподобия

Способные, проявляющие 
интерес к учебе 70 х In 70 = 70 х 0 ,0 2 8 =  1,96 

72,00

Способные, не проявляющие 
интерес к учебе 90 х In 90 = 9 0 x 0 ,0 2 2  = 1,98 

88,00

Неспособные, проявляющие 
интерес к учебе

110 х In 110 - 1 1 0 x 0 ,0 1 8 - 1 ,9 8  
108,00

Неспособные, не проявля­
ющие интерес к учебе

130 х In 130 = 130x 0,015 -  1,95 
132,00

2 х Сумма 2 x 0 ,0 5  = 0,10
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Т а б л и ц а  13.7. Фактические и ожидаемые частоты для парного
взаимодействия между способностями и успеваемостью1

Сдали экзамен Не сдали экзамен

Способные Факт= 130 Obs = 30

Ожидание = 120,00 Exp = 40,00

Неспособные Факт= 170 Obs = 70

Ожидание = 180,00 Exp = 60,00

отношения максимальною правдоподобия должно быть > 3,84, что 
в нашем случае не выполняется. Следовательно, фактическая час­
тота наблюдений не отличается значимо от ожидаемой для обуча­
емости и интереса к учебе в условиях случайного распределения.

Значение критерия хи-киадрат отношения максимального прав­
доподобия оказывается значимым только для взаимодействия меж­
ду способностями и успеваемостью. Чтобы проинтерпретировать 
это взаимодействие, необходимо взглянуть на фактические и ожи­
даемые частоты для четырех ячеек табл. 13.7. Из таблицы видно, 
что число способных детей, успешно сдавших экзамены, больше, 
чем можно было бы ожидать при случайном распределении. Дру­
гими словами, имеется положительная взаимосвязь между спо­
собностями и успеваемостью.

Пошаговое обратное исключение

Одной из статистических процедур для определения того, ка­
ково наименьшее количество эффектов, необходимых для вос­
произведения фактических частот данных, является пошаговое 
обратное исключение. Оно может начинаться с насыщенной мо­
дели2, которая содержит все эффекты и в силу того, что она точ­
но воспроизводит фактические частоты, не является значимой, в 
том смысле что обеспечивает точное согласие с данными. На пер­
вом шаге рассматривается возможность исключения взаимодействия 
наивысшего порядка. Если исключение этого взаимодействия при­
водит к значимому изменению критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия, то анализ останавливается, по­
скольку это означает, что данное взаимодействие необходимо для 
воспроизведения фактических данных. Если же исключение этого 
эффекта не приводит к значимому изменению величины хи-квад-

1 В русскоязычной литературе такие таблицы называются двухвходовыми, 
или сопряженными.

2 Термин «насыщенность» используется в том смысле, что рассматривается 
модель, включающая все взаимодействия между переменными.
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рат отношения максимального правдоподобия, то данное взаи­
модействие исключается. На втором шаге рассматриваются следу­
ющие по числу участвующих в нем переменных взаимодействия, 
начиная со взаимодействия, имеющего самую незначимую веро­
ятность осуществления. На заключительном этапе таким же обра­
зом могут рассматриваться главные эффекты.

В нашем примере устранение тройного взаимодействия не при­
водит к значимому изменению критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия. Это показано в табл. 13.2, где част­
ное значение критерия хи-квадрат отношения максимального прав­
доподобия равно 0,52 и является незначимым. Следовательно, дан­
ный эффект можно исключить из рассмотрения. Далее исследуются 
взаимодействия второго порядка, начиная со взаимодействия меж­
ду способностями и интересом к учебе, которое имеет наивысшую 
незначимую вероятность осуществления. Из табл. 13.2 видно, что 
частное значение хи-квадрат отношения максимального правдопо­
добия для этого взаимодействия равно 0,31 и является незначимым. 
Поскольку исключение данного взаимодействия не приводит к зна­
чимому изменению значения хи-квадрат отношения максимального 
правдоподобия, на втором шаге оно исключается.

На третьем этапе рассматривается возможность исключения 
незначимого взаимодействия между интересом к учебе и успевае­
мостью. Частное значение критерия хи-квадрат отношения мак­
симального правдоподобия теперь такое же, как и граничные зна­
чения, поскольку не надо учитывать тройное взаимодействие и 
парные взаимодействия между способностями и интересом к уче­
бе. Так как частное значение критерия хи-квадрат отношения мак­
симального правдоподобия, равное 1,36, не является значимым, 
данное взаимодействие исключается из рассмотрения. Взаимодей­
ствие между способностями и успеваемостью сохраняется, посколь­
ку его исключение привело бы к значимому изменению значения 
критерия хи-квадрат отношения максимального правдоподобия 
на 5,70. Сохранение взаимодействия означает, что главные эф ­
фекты, которые обусловливают это взаимодействие, также вклю­
чаются в модель. Таким образом, способности и успеваемость так­
же предполагаются частью модели.

На четвертом шаге рассматриваются главные эффекты, не вхо­
дящие в состав сохраненных взаимодействий. Единственным по­
добным главным эффектом является заинтересованность в учебе, 
которая сохраняется, поскольку ее исключение привело бы к зна­
чимому изменению критерия хи-квадрат отношения максималь­
ного правдоподобия на 4,01. Здесь анализ останавливается, так 
как взаимодействия между способностями и успеваемостью нет и 
главного эффекта заинтересованности в учебе достаточно для вос­
произведения значений, которые значимо не отличаются от ф ак­
тических.
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Т а б л и ц а  13.8. Ожидаемые частоты для заинтересованных 
и не заинтересованных в учебе детей в зависимости от способностей 
и успеваемости

Сдали экзамен Не сдали экзамен

Способные, проявля­
ющие интерес к учебе

0 ,4 5 х  130 = 58,50 0 ,4 5 x 3 0 =  13,50

Способные, не прояв­
ляющие интерес к 
учебе

0,55 х 130= 71,50 0 ,5 5 x 3 0 =  16,50

Неспособные, прояв­
ляющие интерес к 
учебе

0,45 х 170=76,50 0 ,4 5 x 7 0  = 31,50

Неспособные, не про­
являющие интерес к 
учебе

0 ,5 5 х  170=93,50 0 ,5 5 x 7 0 = 3 8 ,5 0

Ожидаемые частоты для этой модели равны произведению ф ак­
тической частоты детей в зависимости от способностей и успева­
емости и суммарной вероятности заинтересованности или неза­
интересованности детей в учебе. Суммарная вероятность того, что 
дети заинтересованы в учебе, равна 0,45 (180/400 = 0,45), а не 
заинтересованы в учебе — 0,55 (220/400 = 0,55). Имеется 130 детей, 
одновременно характеризующихся как способные и успешно сдав­
шие экзамены. Следовательно, ожидаемое количество таких де­
тей, которые при этом должны проявлять интерес к учебе, равно 
58,50 (0,45 х 130 = 58,50), а не заинтересованных в учебе — 71,50 
(0,55 х 130 = 71,50). Ожидаемые частоты для всех восьми ячеек при­
ведены в табл. 13.8.

Критерий хи-квадрат отношения максимального правдоподо­
бия для этой модели составляет 2,20, как показано в вычислени­
ях, приведенных в табл. 13.9. Число степеней свободы для данной 
модели равно трем, поскольку из нее были исключены одно трой­
ное и два парных взаимодействия, обладающие каждое одной сте­
пенью свободы. Чтобы быть статистически значимым на уровне 
0,05, значение двустороннего критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия должно быть > 7,82, чего в данном 
случае не наблюдается.

Отчет о результатах

Способ фиксации результатов логлинейного анализа зависит 
от целей проведения анализа. Если мы определяем, какая из мо-
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Т а б л и ц а  13.9. Вычисление критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия для наилучшим образом согласующейся 
с данными модели, полученной с помощью пошагового обратного 
исключения

Ячейки Вычисление критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия

1 6 0 х In 60 = 6 0 x 0 ,0 2 5 - 1 ,5 0  
58,50

2 10х In 10 = 10х 0 ,3 0 0 =  3,00 
13,50

3 70
7 0 х In = 7 0 x 0 ,0 2 1 - 1 ,4 8  

71,50

4 20 x In 3 °  = 2 0 x 0 ,1 9 2 -3 ,8 4  
16,50

5
80

8 0 x ln  = 8 0 x 0 ,0 4 5 - 3 ,6 0  
76,50

6 3 0 xIn 30 = 3 0 x  0 ,0 4 9 -  1,46 
31,50

7 90
90 x In = 90 x 0 ,0 3 8 -  3,42 

93,50

8
40

40 x In = 4 0 x 0 ,0 3 8 -  1,52 
38,50

2 х Сумма 2 x  1,10 = 2,20

делей обеспечивает наилучшее согласие с данными, то один из 
кратких способов изложения обнаруженных закономерностей со­
стоит в следующем: «Проводился частотный анализ трехвходо­
вых таблиц в целях построения иерархической логлинейной мо­
дели способностей, интереса к учебе и успеваемости у детей. 
В результате пошагового обратного исключения была получена 
модель, включающая главный эффект заинтересованности в учебе 
и парное взаимодействие между способностями и успеваемос­
тью (значение критерия хи-квадрат отношения максимального 
правдоподобия с тремя степенями свободы, равное 2,20, стати­
стически незначимо), демонстрирующая хорошее согласие меж­
ду фактическими частотами и порожденными моделью ожидае­
мыми частотами. Около 45 % детей были характеризованы как за­
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интересованные в учебе. Примерно 81 % детей, у которых были 
диагностированы высокие способности, успешно сдали экзаме­
ны, по сравнению с 71 % детей, характеризуемых как имеющие 
невысокие способности».

Процедура S P S S  для Windows

Алгоритм проведения описанного в данной главе логлинейно- 
го анализа с помощью пошагового обратного исключения состо­
ит в следующем.

Введите данные с помощью Редактора Данных (Data Editor), 
как показано на рис. 13.1. Единицы означают наличие способно­
стей, интереса к учебе и успеваемости, тогда как двойки указыва­
ют на их отсутствие. Восемь строк представляют восемь ячеек таб­
лицы, которым приписаны фактические веса в соответствии со 
значениями в столбце, озаглавленном «частота». Эта процедура 
описана в гл. 4. Выберите пункт Данные (Data) из строки меню в 
верхней части окна программы, а в ниспадающем меню — пункт 
Весовые коэффициенты (Weight Cases), чтобы открыть диалоговое 
окно Весовые коэффициенты (Weight Cases), показанное на рис. 
4.2. Из списка переменных Весовые коэффициенты (Weight cases 
by) выберите «частота» и с помощью кнопки ► переместите ее в 
поле Частоты (Frequency variable), а затем нажмите ОК, чтобы 
закрыть это диалоговое окно.

Чтобы провести логлинейный анализ, выберите пункт Анализ 
(Analyze) в строке меню в верхней части окна программы, пункт 
Логлинейный анализ (Loglinear) в ниспадающем меню, а затем — 
подпункт Выбор модели (Model Selection), который открывает 
диалоговое окно Выбор модели логлинейного анализа (Model Selec­
tion Loglinear Analysis), изображенное на рис. 13.2.

Выберите в списке переменные, начиная со способностей ре­
бенка («способн») и заканчивая успеваемостью ребенка («успех»), 
и с помощью первой кнопки ► переместите эти три переменные в 
список Факторы (Factors).

способн j интерес j успех частота |

1 1 1 1 60

2 1 1 2 10

3 1 2 1 70

4 1 2 2 20

5 2 1 1 80

6 2 1 2 30

7 2 2 1 90

8 2 2 2 40

Рис. 13.1. Данные примера в Редакторе Данных (Data Editor)
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Define Range J  

Number of cells. 0

,____ _ Cell Weighs:

□  f- - - - - - - - - - - - - - -
Model Budding

<• Use backward elimination- Maximum steps: '10

Probability {or removal: 05
*'*' Enter in single step

Model... I Options...

Рис. 13.2. Диалоговое окно Выбор модели логлинейного анализа (Model 
Selection Loglinear Analysis)

Так как каждая из трех переменных имеет по две категории, 
можно определить множества их значений, нажав на кнопку За­
дать диапазон значений (Define Range) и открыв дочернее диало­
говое окно Логлинейный анализ: Задание диапазона значений (Logli­
near Analysis: Define Range), изображенное на рис. 13.3.

Введите значение «1» в поле Минимальное значение (Minimum) 
и «2» — в поле Максимальное значение (Maximum), а затем на­
жмите на кнопку Продолжить (Continue), чтобы вернуться в диа­
логовое окно Выбор модели логлинейного анализа (Model Selection 
Loglinear Analysis). Если бы каждая переменная имела свое число 
категорий или неременные были бы закодированы по-разному, 
то пришлось бы выбирать каждую переменную отдельно и зада­
вать ее диапазон значений.

Если мы хотим вывести частное значение критерия хи-квадрат 
отношения максимального правдоподобия для насыщенной мо­
дели, как показано в табл. 13.2 и 13.10, то следует нажать на кноп­
ку Параметры (Options), которая открывает дочернее диалоговое 
окно Логлинейный анализ: Параметры (Loglinear Analysis: Options), 
изображенное на рис. 13.4. Установите флажок Таблица связей 
(Association table) и нажмите на кнопку Продолжить (Continue),

Minimum |1 

Maximum:

Continue j 

Cancel j Рис. 13.3. Дочернее диалоговое окно Лог­
линейный анализ: Задание диапазона зна­
чений (Loglinear Analysis: Define Range)
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'ШЯШШШЯ Фшшшвай

! Display : Continue 1
Frequencies

Cancel |
> № Residuals I
I Display for Saturated Model

Help j
\ •" Parameter estimates W Association table

! Model Criteria I
Maximum iterations: [20

\ Convergence1 fDefauli

| Delta. |T~

Рис. 13.4. Дочернее диалоговое окно Логлинейный анализ: Параметры 
(Loglinear Analysis: Options)

чтобы вернуться в диалоговое окно Выбор модели логлинейного 
анализа (Model Selection Loglinear Analysis).

Нажмите OK, чтобы ировести анализ.

Выводимая S P S S  информация по результатам работы

Не все результаты, выводимые программой, будут представле­
ны. Первая часть дает фактические и ожидаемые частоты для на­
сыщенной модели вместе со значениями критерия хи-квадрат 
Пирсона и отношения максимального правдоподобия. Ожидаемые 
частоты совпадают с фактическими частотами. К каждой частоте 
прибавлена величина 0,5, чтобы избежать проблем, которые воз­
никают, когда приходится иметь дело с ячейками, не содержа­
щими наблюдений. Оба значения критерия хи-квадрат равны нулю, 
что означает полное согласие с данными.

Таблица связей (см. табл. 13.10) содержит частные значения кри­
терия хи-квадрат отношения максимального правдоподобия, ко­
торые соответствуют значениям из табл. 13.2, за исключением 
опущенного в табл. 13.10 значения для тройного взаимодействия.

Т а б л и ц а  13.10. Выводимая S P S S  таблица связей

Tests of PARTIAL associations.
Effect Name DF Partial Chisq Prob
СПОСОБН*ИНТЕРЕС 1 0,305 0,5811
СПОСОБЫ*УСПЕХ 1 5, 834 0,0157
ИНТЕPEC*УСПЕХ 1 1,491 0,2221
СПОСОБЫ 1 16,108 0,0001
ИНТЕРЕС 1 4,007 0,0453
УСПЕХ 1 104,650 0,0000
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Т а б л и ц а  13.11. Выводимые SPSS результаты проверки эффектов 
К-мерных взаимодействий

Tests that К-way and higher order effects are zero.
К DF L.R. Chisq Prob Pearson Chisq Prob Iteration
3 1 0, 52.4 0, 4691 0, 519 0, 4711 3
2 4 7,881 0,0960 7,295 0,1211 2
1 7 132,645 0,0000 120,000 0,0000 0

Tests that К-way effects are zero.
К DF L.R. Chisq Prob Pearson Chisq Prob Iteration
1 3 124,765 0,0000 112,705 0,0000 0
2 3 7,357 0,0614 6,776 0,0794 0
3 1 0,524 0,4691 0,519 0,4711 0

Показатели тройного взаимодействия представлены в табл. 13.11. 
Значение критерия хи-квадрат отношения максимального прав­
доподобия для тройного взаимодействия равно 0,524 и приведено 
под заголовком L.R.Chisq (likelihood ratio chi-square test) в пер­
вой строке верхней таблицы и еще раз — в третьей строке нижней 
таблицы.

Значение 132,645 в третьей строке верхней таблицы относится 
к модели с равными частотами, 7,881 во второй строке этой таб­
лицы представляет собой сумму значений для тройного взаимо­
действия (0,524) и парных взаимодействий между способностями 
и заинтересованностью в учебе (0,305), способностями и успева­
емостью (5,697) и интересом к учебе и успеваемостью (1,355). 
Значения двух последних взаимодействий были вычислены без 
учета тройного и оставшегося парного взаимодействия и приве­
дены в табл. 13.14.

Значение 124,765 в первой строке нижней таблицы представ­
ляет собой сумму значений для трех главных эффектов: обучаемо­
сти (16,108), интереса к учебе (4,007) и успеваемости (104,650). 
Значение 7,357 во второй строке этой таблицы есть сумма значе­
ний для парных взаимодействий, приведенных выше (0,305; 5,697 
и 1,355).

Может создаться впечатление, что вывод результатов заканчи­
вается после таблицы связей. Чтобы посмотреть на оставшуюся 
часть результатов, нажмите левую клавишу мыши, когда курсор 
находится в границах уже выведенных результатов. Эти результаты 
заканчиваются черной чертой. Подведите курсор к маленькому

▼К H I E R A R C H I C A L  L O G  L I N E A R

Рис. 13.5. Нижняя часть исходного вывода результатов 
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черному прямоугольнику в середине черной линии, нажмите и 
удерживайте левую клавишу мыши, когда на короткое время по­
явится значок песочных часов, а затем — верхняя и нижняя стрелки. 
Переместите черную линию до конца окна вывода результатов.

В табл. 13.12 приведены результаты первого этапа обратного 
исключения. Насыщенная модель, представленная тройным взаи­
модействием, имеет значение критерия хи-квадрат отношения 
максимального правдоподобия 0,00000. Если тройное взаимодей­
ствие исключается изданной модели, то изменение критерия хи- 
квадрат отношения максимального правдоподобия (L. R.Chisq 
Change) составляет 0,524, что не является значимым (р = 0,4691). 
Следовательно, данное взаимодействие исключается, оставляя 
модель с тремя парными взаимодействия ми.

В табл. 13.13 представлены результаты второго этапа анализа. 
Самым незначимым с точки зрения вероятности осуществления 
является взаимодействие между способностями и интересом к учебе 
(р = 0,5811). Следовательно, это взаимодействие исключается. Из­
менение критерия хи-квадрат отношения максимального правдо­
подобия в результате исключения как данного, так и тройного 
взаимодействия составляет 0,82858 (0,305 + 0,524 = 0,829), что яв­
ляется незначимым (/> = 0,661).

В табл. 13.14 показаны результаты третьего этапа анализа. Един­
ственное взаимодействие, которое оказывается незначимым, — 
это взаимодействие между заинтересованностью в учебе и успева­
емостью (р = 0,2445). Таким образом, данное взаимодействие ис­
ключается из рассмотрения. Изменение критерия хи-квадрат от-

Т а б л и ц а  13.12. Выводимые SPSS результаты первого этапа обратного 
исключения

Backward Elimination (р = 0,050) for DESIGN 1 with generating 
class

СПОСОБЫ‘ИНТЕРЕС*УСПЕХ 
Likelihood ratio chi square = 0,00000 DF = 0 P = -INF

If Deleted Simple Effect is DF L.R.Chisq Change Prob Iter 
СПОСОБЫ*ИНТЕPEC*УСПЕХ 1 0,524 0,4691 3
Step 1

The best model has generating class
СПОСОБЫ*ИНТЕРЕС 
СПОСОБЫ*УСПЕХ 
ИНТЕPEC*УСПЕХ

Likelihood ratio chi square = 0,52405 DF = 1 P = 0,469
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Т а б л и ц а  13.13. Выводимые S P S S  результаты второго этапа обратного 
исключения

If Deleted Simple Effect is Df I,.R .Chisq Change Prob Iter
СПОСОБН*ИНТЕРЕС 1 0,305 0,5811 2
СПОСОБН*УСПЕХ 1 5,834 0,0157 2
ИНТЕРЕС*УСПЕХ 1 1,491 0,2221 2

Step 2
The best model has generating class

СПОСОБН*УСПЕХ 
ИНТЕPEC*УСПЕХ

Likelihood ratio chi square = 0,82858 DF - 2 P = 0 , 6 6 1

Т а б л и ц а  13.14. Выводимые S P S S  результаты третьего этапа 
обратного исключения

If Deleted Simple Effect is DF L.R.Chisq Change Prob Iter
СПОСОБН*УСПЕХ 1 5,697 0,0170 2
ИНТЕPEC*УСПЕХ 1 1,355 0,2445 2

* * * * * * * *  H I E R A R C H I C A L  L O G  L I N E A R  * * * * * * * *  
Step 3

The best model has generating class
СПОСОБН*УСПЕХ

ИНТЕРЕС
Likelihood ratio chi. square = 2,18332 DF = 3 P - 0 , 5 3 5

Т а б л и ц а  13.15. Выводимые S P S S  результаты четвертого этапа 
обратного исключения

If Deleted Simple Effect is DF L.R.Chisq Change Prob Iter
СПОСОБН* УСПЕХ 1 5, 697 0, 0170 2
ИНТЕРЕС 1 4,007 0,0453 2

Step 4
The best model has generating class 

СПОСОБН*УСПЕХ 
ИНТЕРЕС

Likelihood ratio chi square - 2,18332 DF = 3 P = 0,535

ношения максимального правдоподобия в результате исключения 
этого взаимодействия вместе с двумя предыдущими составляет 
2,18332 (0,305 + 0,524 + 1,355 = 2,184), что не является значимым 
(р = 0,535). В табл. 13.15 приведены результаты четвертого этапа 
анализа. Вероятность исключения как взаимодействия между спо­
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собностями и успеваемостью {р = 0,0170), так и главного эффекта 
интереса к учебе (р = 0,0453) является статистически значимой. 
Таким образом, ни один из этих двух эффектов исключать нельзя. 
Два других главных эффекта — способности и успеваемость — не 
приведены, поскольку их присутствие подразумевается их взаи­
модействием друг с другом. Следовательно, наиболее согласу­
ющаяся с данными модель состоит из взаимодействия между спо­
собностями и успеваемостью и главным эффектом заинтересо­
ванности в учебе.

После этой таблицы выводятся фактические и ожидаемые час­
тоты для данной модели, а вслед за ними — значения критерия 
хи-квадрат Пирсона и отношения максимального правдоподобия. 
Ожидаемые частоты — те же, что и в табл. 13.8. Значение критерия 
хи-квадрат Пирсона, равное 2,14078, может быть получено по 
соответствующей формуле после подстановки значений ожидае­
мых частот из этой таблицы.
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ГЛОССАРИЙ (СЛОВАРЬ СПЕЦИАЛЬНЫХ ТЕРМИНОВ)

Апостериорный критерий (Post-hoc test) — критерий для определения 
того, различаются ли две группы в случае, когда у нас нет веских вне- 
статистических оснований предполагать различия между ними.

Априорный критерий (A priori test) — критерий для определения того, 
различаются ли между собой две группы, когда есть веские основания пред­
полагать различия между ними, исходя из теоретических соображений.

Балльная статистика (Score statistic) — мера связи в логистической 
регрессии.

Варимакс (Varimax) — процедура вращения, обеспечивающая неза­
висимость факторов друг от друга (ортогональность).

Взаимодействие (Interaction) — взаимосвязь между двумя перемен­
ными значимо отличается в зависимости от значений одной или не­
скольких других переменных.

Вращение факторов (Rotation o f factors) — совокупность процедур 
максимизации нагрузок некоторых переменных на определенный фак­
тор с одновременной минимизацией нагрузок других переменных на этот 
и остальные факторы, с тем чтобы упростить интерпретацию данного 
фактора.

Выброс (Outlier) — величина, или значение, во множестве величин, 
или значений, сильно от них отличающаяся.

Главная компонента (Principal component) — переменная, являющаяся 
линейной комбинацией других переменных, веса которых подобраны та­
ким образом, чтобы объяснить наибольшую долю дисперсии всех перемен­
ных, а дисперсии каждой переменной принимаются равными единице.

Гнездовая модель (Nested model) — модель, которая является более 
простым подмножеством другой модели и может быть выведена из нее 
за счет фиксирования значения какого-либо параметра, который ранее 
оценивался.

Дендрограмма (дерево) (Dendrogram) — графическое представление 
результатов кластерного анализа, в котором отрезки указывают, какие 
переменные или кластеры объединяются в пары на каждом этапе ана­
лиза.

Диаграмма накопления (слияния) (Icicle plot) — графическое пред­
ставление результатов кластерного анализа, при котором значения абс­
циссы используются для указания на переменные или кластеры, объе­
диняемые в пары на каждом этапе.

Диаграмма путей (Path diagram) — диаграмма, показывающая, какие 
переменные предполагаются или фактически являются связанными с 
другими переменными.
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Дискриминантный анализ (Discriminant analysis) — параметрическая 
статистическая процедура, разработанная для определения того, какие 
весовые коэффициенты переменных наилучшим образом позволяют про­
вести различия между двумя или более группами.

Дискриминантная функция (Discrim inant function) — переменная, 
представляющая собой линейную комбинацию предиктором, веса кото­
рых выбраны таким образом, чтобы максимально различать группы, и 
независимая от других дискриминантных функций.

Дисперсионный анализ (Analysis o f variance (ANOVA)) - параметри­
ческий статистический метод для определения того, отличаются ли зна­
чимо друг от друга средние значения единственной зависимой перемен­
ной, полученные в двух или более группах (в сравнении с гем, каковы 
были бы различия при случайном формировании групп).

Дисперсия (Variance) — мера изменчивости или разброса значений 
одной или нескольких количественных переменных, равная среднему 
арифметическому квадратов отклонений.

Зависимая переменная (Dependent variable) — переменная, на значе­
ния которой предположительно влияют одна или более других перемен­
ных.

Идентификация (Identification) — та степень, до которой параметры 
модели структурных уравнений могут быть оценены с помощью исход­
ных данных.

Иерархическая агломеративная кластеризация (Hierarchical agglomerative 
clustering) — вид кластерного анализа, на каждом шаге которого пере­
менная или кластер объединяются в пару с наиболее близкой переменной 
или кластером до тех пор, пока не останется единственный кластер.

Иерархический, или последовательный, ввод переменных (Hierarchical 
or sequential entry) — порядок, в котором переменные включаются в 
анализ; определяется исследователем. Взаимодействия переменных так­
же могут включаться в анализ.

Квадрат Евклидова расстояния (Squared Euclidean distance) — сумма 
квадратов разностей значений двух переменных для данной выборки.

Кластерный анализ (Cluster analysis) — различные процедуры для 
определения способов группировки, или кластеризации, переменных или 
наблюдений.

Ковариата (Covariate) — неременная, связанная линейным соотно­
шением с зависимой переменной и контролируемая в ковариационном  
анализе.

Ковариационный анализ (Analysis o f  covariance (ANCOVA)) — пара­
метрический статистический критерий для определения того, значимо 
ли отличаются друг от друга средние значения единственной зависимой 
переменной, полученные в двух или более группах, когда контролирует­
ся одна или несколько ковариат1.

Ковариация (Covariance) — совместная дисперсия двух или более ко­
личественных переменных.

Кодирование с помощью фиктивных переменных (Dum m y coding) — 
метод задания фиктивной переменной, при котором две определяемые

1 Т. е. устраняется эффект влияния этих ковариат.
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группы кодируются соответственно единичными и нулевыми значени­
ями.

Кодирование эффекта (Effect coding) — метод определения ф ик­
тивной переменной, при котором две определяемые группы кодиру­
ются значениями «1» и «-1», а остальные группы — нулевыми значе­
ниями.

Конфирматорный (подтверждающий) факторный анализ (Confirmatory 
factor analysis) — вид факторного анализа, используемый для определе­
ния вероятности того, что конкретная, или гипостазируемая, фактор­
ная структура подтверждается данными.

Корреляция, или коэффициент корреляции (Correlation or correlation 
coefficient) — показатель силы и направления линейной взаимосвязи 
между двумя количественными переменными.

Корреляционная матрица (Correlation matrix) — массив или таблица, 
содержащая корреляции между тремя или более переменными.

Косоугольные факторы (Oblique factors) — факторы, или компонен­
ты, значения которых коррелируют со значениями других факторов, или 
компонентов.

Критерий Кайзера, или Кайзера—Гутмана (Kaiser or Kaiser— Guttman 
criterion) — статистический критерий, при котором факторы или ком­
поненты, имеющие собственные значения, не превосходящие едини­
цы, игнорируются.

Критерий Левина (Levene’s test) — однофакторный дисперсионный  
анализ абсолютных отклонений внутри групп для определения того, 
являются ли дисперсии двух или более групп подобными или однород­
ными.

Критерий собственных значений (следа) (Scree test) — график соб­
ственных значений факторов, используемый для того, чтобы опреде­
лить, сколько исходных факторов должно быть оставлено для вращения.

Критерий хи-квадрат отношения правдоподобия (Likelihood ratio chi- 
square test) — критерий хи-квадрат, основанный на логарифме факти­
ческих и ожидаемых частот.

Критерий хи-квадрат Пирсона (Chi-square test, Pearson’s) — критерий 
хи-квадрат сравнивает фактические частоты категорий одной или двух 
качественных переменных с их ожидаемыми частотами.

Критерий Шеффе (Scheffe test) — параметрический апостериорный 
критерий для определения того, различаются ли значимо средние значе­
ния двух групп.

Критическое значение (Critical value) — значение статистики, опре­
деляющее уровень, при котором и за пределами которого нулевая гипо­
теза отвергается.

Латентная переменная (Latent variable) — ненаблюдаемая перемен­
ная, измеряемая с помощью одной или более явных переменных, или 
индикаторов.

Линейная связь, или отношение (Linear association or relationship) — 
связь, при которой значения одной переменной изменяются только в 
одном направлении, по мере того как увеличиваются значения другой 
переменной, что при г рафическом изображении может быть точно пред­
ставлено наклонной прямой линией.
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Логарифм (Logarithm) — количество раз, которое необходимо пере­
множить само на себя фиксированное число — основание (например, 10 
или е), чтобы получить данное положительное число.

Логарифмический критерий отношения максимального правдоподобия 
(-2  log likelihood (ratio) test) — критерий хи-квадрат для сопоставления 
степени согласия с данными двух моделей, из которых одна является 
подмножеством другой. Критерий хи-квадрат равен разности логариф­
мов значений критериев хи-квадрат максимального правдоподобия двух 
рассматриваемых моделей, умноженной на -2 .

Логарифмическое правдоподобие (Log likelihood) — сумма вероятно­
стей, связанных с фактическими и прогнозируемыми исходами для мо­
дели выборочных данных.

Логистическая, или логит-регрессия (Logistic or logit regression) --  вид 
регрессионного анализа, при котором зависимая переменная, или от­
клик (критерий), является категориальной, или номинальной. График 
соотношения между зависимой и независимой переменными предполо­
жительно имеет форму S-образной кривой с минимальным значением  
вероятности, равным нулю, и максимальным значением вероятности, 
равным единице.

Манифестная (явная, наблюдаемая) переменная (Manifest, observable 
variable) — переменная, являющаяся не посредстве hhe>im отражением из­
мерения (меры), используемой для ее оценки.

Маргинальные (граничные) суммарные частоты (Marginal totals) — 
суммарные частоты строк и столбцов в таблице сопряженности.

Метод максимального правдоподобия (Maximum likelihood method) — 
метод нахождения оценок параметров генеральной совокупности для 
модели, которые с наибольшей вероятностью обусловливают паттерн 
наблюдений в выборочных данных.

М-критерий Бокса (Box’s М) — статистический критерий для про­
верки равенства, или однородности, матриц ковариаций независимых 
переменных для групп, сформированных по уровням значений !лвиси- 
мой переменной.

Многомерный дисперсионный анализ (Multivariate analysis ol variance 
(M ANOVA)) — параметрический статистический метод дли определе­
ния того, отличаются ли средние значения в двух или более группах по 
двум и более зависимым переменным друг от друга значимо (в сравне­
нии с тем, каковы были бы различия при случайном формировании  
групп).

Множественная корреляция (Multiple correlation или К) — показатель 
силы линейной взаимосвязи между зависимой количественной перемен­
ной и двумя или более независимыми количественными переменными. 
В качестве независимых переменных могут также рассматриваться взаи­
модействия между предикторами.

Множественная регрессия (M ultiple regression) — параметрический 
метод для определения линейной взаимосвязи между зависимой коли­
чественной переменной и двумя или более независимыми количествен­
ными переменными, учитывающий любые взаимосвязи между предик­
торами. При этом могут также учитываться взаимодействия между неза­
висимыми переменными.
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Нагрузка (Loading) — корреляция между переменной и фактором или 
дискриминантной функцией.

Натуральный, или неперов, логарифм (Natural or Naperian logarithm) — 
логарифм по основанию е (е = 2,718).

Недоопределенная модель (Under-identified model) — модель струк­
турных уравнений, в которой недостаточно значений данных, чтобы 
оценить ее параметры.

Независимая переменная (Independent variable) — переменная, зна­
чения которой предположительно влияют на одну или несколько других 
переменных.

Нестандартизированные коэффициенты, или веса (Unstandardized  
coefficients or weights) — коэффициенты, или веса, независимых пере­
менных в уравнении, выраженные через свои исходные значения.

Общность (Communality) — дисперсия переменной, совместная со 
всеми остальными переменными, принимающими участие в анализе.

Опосредующий эффект (Moderating or moderator effect) — результат вза­
имодействия между двумя или более переменными, который изменяется в 
зависимости or значений одной или нескольких других переменных.

Ортогональные факторы (Orthogonal factors) — факторы, или компо­
ненты, чьи значения не коррелируют со значениями других факторов, 
или компонент.

Отношение шансов (Odds ratio) — число, на которое умножается шанс 
осуществления категории при изменении на одну единицу какой-либо 
независимой переменной, в то время как остальные предикторы в моде­
ли остаются неизменными.

Параметр (Parameter) — количественная характеристика генераль­
ной совокупности значений.

Параметрический критерий (Parametric test) — статистический крите­
рий, основанный на предположении о том, что генеральная совокуп­
ность, из которой извлекаются выборки, подчиняется закону нормаль­
ного распределения.

Переопределенная модель (Over-identified model) — модель структур­
ных уравнений, в которой количество известных из наблюдений данных 
превосходит число оцениваемых параметров, что позволяет определить 
степень согласия модели с данными.

Показатель согласия (G oodness-of-fit index) — статистический крите­
рий, разработанный для определения степени того, насколько конкрет­
ная модель, описывающая набор данных, в состоянии воспроизвести 
эти данные.

Показатель степени, или степень (Exponent or power) — число, запи­
сываемое как верхний индекс для другого числа — основания и показы­
вающее, сколько раз необходимо умножить основание само на себя.

Показатель ламбда Уилкса (Wilks’ lambda) — мера (величина), вклю­
чающая отнош ение внутригрупповой суммы квадратов к общей сумме 
квадратов, используемая для определения того, значимо ли различают­
ся средние значения переменных в зависимости от групп.

Последовательность слияния (Agglomeration schedule) — таблица, 
показывающая, какие переменные или кластеры объединяются в пары 
на каждом этапе кластерного анализа.
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Пошаговый ввод переменных (Stepwise entry) — переменные включа­
ются в анализ с использованием статистических критериев. Взаимодей­
ствия между переменными также могут включаться в анализ.

Прямой облимин (Direct oblimin) — процедура вращения, позволя­
ющая факторам коррелировать друг с другом.

Путь (Pathway) — линия на диаграмме путей, обозначающая взаимо­
связь между двумя переменными.

Таблица сопряженности (Contingency table) — таС>лица, содержащая 
фактические частоты наблюдений в категориях группировки двух или 
более переменных.

Собственное значение (Eigenvalue) — доля дисперсии, объясняемой  
фактором или дискриминантной функцией.

Стандартизированные коэффициенты, или веса (Standardized coefficients 
or weights) — коэффициенты, или веса, независимых переменных в урав­
нении выражаются через их стандартизированные значения.

Стандартный, или непосредственный, ввод переменных (Standard or 
direct entry) — все переменные включаются в анализ одновременно. Вза­
имодействия переменных также могут включаться в апали).

Степени свободы (Degrees o f freedom) — число компонент, участву­
ющих в определении значения статистического показатели, которые мо­
гут свободно изменяться и используются для определения подходящего 
критического значения для данного показателя.

Сумма квадратов (Sum o f squares) — сумма квадратов отклонений от 
среднего.

Таблица сопряженности (Contingency table) — таблица, содержащая 
фактические частоты наблюдений в категориях группировки двух или 
более переменных.

Точно определенная модель (Just-identified model) — модель структур­
ных уравнений, в которой данных в точности столько, сколько необхо­
димо для оценки всех ее параметров.

Уровень (Level) — группа или условие по независимой переменной  
или фактору в дисперсионном анализе.

Фактор в дисперсионном анализе (Factor, analysis o f variance) — неза­
висимая переменная.

Фактор в факторном анализе (Factor, factor analysis) — общий тер­
мин для переменной, представляющей собой линейную комбинацию  
других переменных и вводимой для объяснения общей дисперсии этих 
переменных1.

Фиктивная переменная (Dum my variable) — переменная, создаваемая 
в регрессионном анализе для представления качественной переменной, 
содержащей три или более категорий.

Частная корреляция (Partial correlation) — показатель силы и направ­
ления линейной взаимосвязи между двумя количественными перемен­
ными с выделением или учетом их линейной взаимосвязи с одной или 
несколькими другими количественными переменными.

Часть корреляции, или получастная корреляция (Part or semi-partial 
correlation) — показатель силы и направления линейной взаимосвязи

1 Правильнее было бы сказать, что эго фактор в анализе главных компонент.
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между зависимой количественной переменной и независимой количе­
ственной переменной, учитывающий линейную взаимосвязь между рас­
сматриваемым предиктором и одним или несколькими другими количе­
ственными предикторами.

Шанс (Odds) — отношение вероятности осуществления категории к 
вероятности ее неосуществления.

Эндогенная переменная (Endogenous variable) — переменная в анали­
зе путей, объясняемая одной или несколькими другими переменными1.

Экзогенная переменная (Exogenous variable) — переменная в анализе 
путей, не объясняемая никакой другой переменной2.

Эксплораторный (исследовательский) факторный анализ (Exploratory 
factor analysis) — различные процедуры для определения числа факто­
ров, необходимых для объяснения совместной дисперсии трех и более 
переменных-1.

/''-отношение ( F ratio) — отнош ение, которое можно выразить через 
два набора дисперсий, значимость которого проверяется с помощью  
/•"-распределения Фишера.

LISREL — название компьютерной программы, разработанной для 
проведения анализа линейных структурных соотнош ений, также извест­
ного как моделирование структурными уравнениями.

SPSS — название компьютерной программы, разработанной для про­
ведения различных видов статистического анализа и обработки данных.

1 Здесь надо уточнить, что речь идет именно о переменной, будь то измеря­
емая или латентная, но не об индикаторах латентных экзогенных переменных. 
Формально индикаторы являются зависимыми от своих латентных конструктов 
(независимые они или зависимые). Однако в L1SREL эти индикаторы (показате­
ли измерения которых не являются самоцелью, а выполняются для нахождения 
значения, определяющего их латентный конструкт) латентных экзогенных пе­
ременных также считаются экзогенными.

2 Это не совсем корректное определение. Точнее было бы сказать: «Экзоген­
ная переменная — переменная в путевом анализе, которая объясняется влияни­
ем только внешних по отнош ению к исследуемой модели событий, т .е. либо это 
независимая в модели неременная (латентная или измеряемая), либо зависимая 
от независимой измеряемая переменная (индикатор)».

3 Все-таки это задача метода главных компонент — максимально объяснять 
дисперсию , а задача эксплораторного факторного анализа — максимально объяс­
нять корреляционную или ковариационную структуру наблюдаемых перемен­
ных.



ПРИЛОЖЕНИЕ

М одель структурных уравнений и модели измерений 
К .Й орескога, используемые в LISREL

Основная схема в терминах матричных уравнений выглядит следу­
ющим образом:

Л, t  У- х, С, е, 8 — векторы переменных, т.е. каждый из них пред­
ставляет собой целую группу переменных, объединенных по следующим  
правилам:

компоненты вектора т] — это эндогенные латентные неременные;
компоненты вектора £  — это экзогенные латентные переменные;
векторы х и у содержат измеряемые переменные, соответствующие 

латентным переменным £  и т|;
векторы е и 8 содержат ошибки измерений переменных х и у.
Структурная модель: т] = Вт] + Г^+
Эндогенные и экзогенные латентные переменные связаны между со ­

бой системой линейных уравнений (структурная модель) с помощью  
матриц коэффициентов В (Beta) и Г (Gamma) и остаточным вектором

Измеряемая модель для у = Лут)+е.
Измеряемая модель для х = Лх£+8.
Соответствие между измеряемыми и латентными переменными уста­

навливается двумя системами линейных уравнений (измеряемая модель) 
с коэффициентами, содержащимися в матрицах Лх и Лу соответственно, 
и ошибками измерений.

Коэффициенты корреляционной взаимосвязи между экзогенными  
латентными переменными содержатся в матрице Ф.

Коэффициенты корреляционной взаимосвязи между эндогенными  
латентными переменными содержатся в матрице *Р.

Диаграммы путей задаются с помощью коэффициентов, содержащихся 
в следующих матрицах

Математическое
обозначение

Обозначение 
в LISREL Размерность Форма массива 

по умолчанию

Содержание 
массива 

по умолчанию

k К (K si) N K x  1

Ц Е ( Eta) N E x  1

X X N X x  1

У Y N Y  x  1
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Окончание табл.

Математическое
обозначение

Обозначение 
в L1SREL Размерность Форма массива 

по умолчанию

Содержание 
массива 

по умолчанию

В BE (Beta) N E x N E Нулевая Fixed

Г GA
(Gamma)

N E x N K Полная четырех­
угольная матри­
ца

Free

Л* LX
(LambdaX)

N X x N K Полная четырех­
угольная матри­
ца

Fixed

Л, LY 
(Lambda Y)

N Y x N E Полная четырех­
угольная матри­
ца

Fixed

ф PH(i) N K x N K Симметричная 
относительно 
главной диаго­
нали

Free

¥ PS(i) N E x N E Симметричная 
относительно 
главной диаго­
нали

Free

®е ТЕ (Theta 
Epsilon)

NY x NY Диагональная Free

TD (Theta 
Delta)

NX x NX Диагональная Free

Fixed — коэффициенты фиксированы. 
Free — коэффициенты оцениваются.

Путевая диаграмма модели
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