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ПРЕДИСЛОВИЕ

В книге дано систематическое изложение теории метода наи­
меньших квадратов (МНК) от его классической концепции до совре­
менных обобщений. Необходимость более полного изложения теории 
МНК вызвана двумя причинами. Во-первых, для описания современ­
ных данных позиционных наблюдений высшей точности уже недо­
статочно простого параметрического моделирования, а требуется 
использовать стохастические и динамические модели, для анализа 
которых у традиционного МНК нет возможностей. Во-вторых, со­
временные методы стохастического анализа -  средняя квадратическая 
коллокация (СКК) и фильтрация Калмана (ФК) -  часто излагаются 
обособленно, вне связи с фундаментальной концепцией МНК, и су­
ществуют как бы независимо от нее. Автор старался показать, что 
эти новые методы укладываются в некоторую обобщенную концеп­
цию МНК и поэтому имеют с ним общее основание. Благодаря этому 
существенно расширяется область применения МНК и достигается 
более тесное сближение его формальных математических алгоритмов 
с физикой изучаемых явлений. Одним из наиболее важных эффектов 
обобщения теории МНК является повышение точности и достоверно­
сти результатов обработки данных, их более глубокое понимание и 
правильная интерпретация с физической точки зрения.

Анализ современных астрометрических работ показывает, что 
метод наименьших квадратов до сих пор используется только в своем 
классическом варианте, который называют процессом Гаусса- 
Маркова. Новые результаты в теории МНК, по-видимому, просто 
неизвестны. Особенно неблагоприятное положение сложилось в рус­
скоязычной научной литературе. Монографии Ю.В.Линника [38] и
С.Р.Рао [45], в которых содержится систематическое и полное по тому 
времени изложение теории МНК, относятся соответственно к 1962 и 
1968 гт. Но именно за последние 30 лет зта теория получила каче­
ственное развитие и именно в этот период произошли наиболее суще­
ственные изменения в методике и технике астрометрии.

Идея написать эту книгу возникла у автора после знакомства с 
замечательной монографией Гельмута Морица “Современная физи­
ческая геодезия” [41], в которой весьма подробно изложен метод СКК 
применительно к решению основной задачи физической геодезии -  
уточнению гармоник геопотенциала по разнообразным данным на­
земных и космических измерений. Мысль о том, что подобным обра­
зом могут решаться и разнообразные задачи астрометрии и геодина­
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мики, не имеющие строгого решения в рамках классической теории 
МНК, стала стимулом, который помог автору изучить этот сложный 
предмет и адаптировать теорию СКК к новым задачам.

Теория обобщенного метода наименьших квадратов (ОМНК) 
изложена в книге исключительно с точки зрения ее практического 
применения, поэтому это изложение местами недостаточно строго, но 
зато все полезные выводы даны в виде матричных алгоритмов, при­
годных к немедленному использованию. Благодаря тому, что совре­
менные измерительные системы в астрометрии и геодезии принимают 
глобальный характер и имеют высокую степень автоматизации, од­
ной из актуальных задач является совместная обработка 
(уравнивание) огромного количества разнообразных данных. Этим 
задачам в книге уделяется значительное внимание, но их разнообра­
зие оказалось настолько велико, что проблему в целом еще нельзя 
считать решенной.

Предлагаемая книга предназначена не только астрометристам и 
геодезистам, но и всем, кто ведет исследования на основе обработки 
данных измерений. Она будет также полезна в качестве учебного по­
собия начинающим молодым специалистам, студентам и аспирантам 
астрономических и геодезических специальностей. Физики и инжене­
ры также найдут в ней полезную информацию.

В заключение хотелось бы выразить искреннюю благодарность 
моим молодым коллегам, студентам и аспирантам Е. В. Брумбергу, 
Д. Л. Васильеву, Э. В. Волкову, М. А. Можаеву, С. Д. Петрову, Ю. Л. 
Русинову, И. Ф. Суркису и О. А. Титову, которые выполнили боль­
шое количество вычислений, связанных с исследованием и приме- 
неием изложенных в книге алгоритмов.

Особую признательность выражаю рецензентам чл.-кор. РАН
С. С. Лаврову и проф. Ю. В. Батракову, внимательно прочитавшим 
рукопись и сделавшим множество ценных замечании, которые позво­
лили существенно улучшить изложение.
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СПИСОК СОКРА ЩЕНИЙ И ОБОЗНА ЧЕНИЙ

АКФ -  автоковариационная функция.
ВР -  внегалактический радиоисточник.
ГЛОНАСС -  глобальная навигационная спутниковая система.
ИСЗ -  искусственные спутники Земли.
ИСО -  инструментальная система отсчета.
КО -  космический объект.
МНК -  метод наименьших квадратов.
НП -  наблюдательный пункт.
ОМНК -  обобщенный метод наименьших квадратов.
ПВЗ -  параметры вращения Земли.
PC ДБ -  радиоинтерферометр(ия) со сверхдлинными базами.
СКК -  средняя квадратическая коллокация.
СКО -  средняя квадратическая ошибка.
ФК -  филыр(ация) Калмана.
СЮ -  Conventional International Origin.
CRS -  Celestial Reference System.
GPS -  Global Positioning System.
IERS -  International Earth Rotation Service.
TRS -  Terrestrial Reference System,
a = ( )  -  векторы-столбцы с элементами at (/ = 1,2,..., n) .
a ' = Iaj  1 “  векторы-строки с элементами aj ( j  = 1,2,..., m) .
A = [afj ] -  матрицы (/ -  номер строки, j  -  номер столбца).

A' ] -  транспонированные матрицы.
D -  матрицы апостериорных ковариаций.
Е{а} -  математическое ожидание случайного вектора а (вероят­

ностное среднее по ансамблю реализаций -  генеральной 
совокупности).

G{a} -  общее среднее в линейном (метрическом) и вероятност­
ном пространствах.

М{а} -  арифметическое среднее из множества значений.
Р, W -  весовые матрицы.
Q -  матрицы априорных ковариаций.
I -  единичная квадратная матрица.
О -  нулевая прямоугольная матрица.
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ВВЕДЕНИЕ

Многие вещи нам непонятны не потому, что наши понятия слабы» 
но потому, что сии вещи не входят в круг наших понятий.

Козьма Прутков. 
Плоды раздумья. Мысли и афоризмы, 66.

Метод наименьших квадратов (МНК) является одним из важней­
ших инструментов научных исследований в тех областях естествозна­
ния, где приходится иметь дело с анализом экспериментальных дан­
ных, полученных с помощью измерений. Особенно велика его роль в 
астрометрии и космической геодезии, так как именно здесь возника­
ют наиболее сложные задачи массовой обработки данных позицион­
ных наблюдений. Поскольку позиционные наблюдения в астромет­
рии, как правило, косвенные, то их результаты (данные) представля­
ют линейными алгебраическими моделями с неизвестными коэффици­
ентами, которые и являются искомыми астрометрическими и геодези­
ческими параметрами. Оценивание этих параметров в условиях, когда 
данные наблюдений отягощены случайными ошибками, и является 
одной из основных задач МНК.

Основной принцип МНК -  минимизация квадратичной формы 
случайных невязок модели данных -  имеет вполне ясное вероятност­
ное обоснование, так как он соответствует принципу максимума 
плотности вероятности совместного распределения этих невязок. 
Именно по этой причине алгоритм МНК способен дать наиболее 
оптимальные и достоверные оценки параметров модели данных из 
всех возможных линейных оценок. Однако на практике оценки МНК 
иногда оказываются совершенно неприемлемыми, поэтому формаль­
ное применение принципа МНК еще не гарантирует оптимальности 
оценивания. Нужно, чтобы этот принцип достаточно точно соответ­
ствовал модели данных, которая в свою очереда» должна полно отра­
жать физическую сущность измерений.

Для разъяснения этой проблемы рассмотрим основной принцип 
МНК с двух точек зрения -  формальной теории линейных векторных 
пространств и вероятностной теории случайных процессов и последо­
вательностей. Ключевым понятием теории линейных векторных про­
странств является действительная симметрическая (симметричная) 
положительно определенная порождающая матрица (ядро), непосред­
ственно связанная с базисом пространства и участвующая во всех 
линейных преобразованиях его элементов и, в частности, в образова­
нии скалярных произведений, билинейных и квадратичных форм.
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С другой стороны, важнейшим понятием теории случайных последо­
вательностей является матрица ковариации. С ее помощью в вероят­
ностном пространстве производятся преобразования одних случай­
ных последовательностей в другие. Между тем любую случайную 
последовательность можно формально представить в виде случайно­
го вектора как элемента линейного пространства, причем ядро этого 
пространства легко отождествляется с обратной матрицей ковариа­
ций этого вектора, которая поэтому должна быть невырожденной и 
положительно определенной. Таким образом, формальное понятие 
ядра линейного пространства ставится в соответствие понятию кова­
риации, которое, по сута дела, является физическим понятием, так 
как с помощью ковариационных функций и матриц можно восстано­
вить спектр мощности и синтезировать динамическую модель слу­
чайной последовательности, которые ясно отражают такие ее физи­
ческие свойства, как распределение энергии по частотам, устойчи­
вость (стационарность), наличие периодичностей, характер их зату­
хания или возбуждения и проч.

Если подойти с этих позиций к классической теории МНК, соз­
данной К. Ф. Гауссом почти 200 лет назад [12], то окажется, что этот 
метод определен в конечномерных евклидовых пространствах с орто- 
нормированным базисом и единичной порождающей матрицей I. В 
теории случайных последовательностей такой матрице соответствует 
матрица ковариаций простейшего вида <т21. Это говорит о том, что 
классический МНК может дать оптимальные оценки только в усло­
виях, когда параметры линейных моделей данных постоянны, сами 
модели вполне точны, а их невязки представляют собой случайные 
ошибки наблюдений, которые центрированы, нормально распределе­
ны, независимы и равноточны.

Однако довольно скоро выяснилось, что эти условия являются 
слишком жесткими и на практике никогда не выполняются. Особенно 
неприемлемым оказалось требование равноточности измерений, ко­
торое можно снять, только если заменить матрицу ковариации ст21 на 
более общую диагональную матрицу diag(of), составленную из раз­
личных дисперсий отдельных измерений. В линейных пространствах 
таким матрицам соответствует ортогональный, но не нормирован­
ный базис. Именно в таком базисе и определено первое обобщение 
МНК, называемое процессом Гаусса-Маркова. Если же ввести поня­
тие коррелированных ошибок измерений, которые описываются пол­
ными матрицами ковариаций Q = [fyЬ то это автоматически приво­
дит к необходимости дальнейшего обобщения принципа МНК в ев­
клидовых пространствах с косоугольным и криволинейным базисом и 
полной порождающей матрицей. Наконец, средняя квадратическая 
коллокация (СКК) как обобщение МНК в бесконечномерных гиль­
бертовых пространствах с воспроизводящим ядром позволяет по­
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строить оптимальные алгоритмы оценивания случайных функций и 
непрерывных двумерных функционалов (случайных полей).

Таким образом, основной смысл обобщения МНК, излагаемого в 
настоящей книге, заключается не в пересмотре принципа наименьших 
квадратов (для этого сейчас нет никаких серьезных оснований), а в 
его последовательном обобщении с целью приведения (адаптации) 
этого принципа к реальным, иногда довольно сложным условиям его 
практического применения. Именно такой путь позволяет сблизить 
формальную математику алгоритмов МНК с физической сущностью 
решаемой задачи, повысить достоверность результатов обработай 
данных измерений и улучшить их понимание.

В последнее время резко возросла точность наземных позицион­
ных измерений и стало ясно, что линейные модели с постоянными 
коэффициентами (параметрами) вообще не могут достаточно точно 
описывать результаты таких наблюдений. В частности, динамика 
турбулентной атмосферы как среды распространения излучения кос­
мических объектов (КО) создает нестабильность измеряемых величин 
в широком частотном диапазоне от 10~8 до 102 Гц. Если низко­
частотные вариации состояния атмосферы вплоть до 10"4 Гц создают 
эффекты типа трендов и поддаются линейному моделированию, то 
более высокочастотные флуктуации уже ведут себя как случайный 
процесс. Аналогичные проблемы могут возникать и вследствие не­
устойчивости измерительной системы инструмента. Так, например, в 
РСДБ устойчивость инструментальной системы почти полностью 
определяется стабильностью опорных эталонов времени и частоты. 
Однако даже у лучших водородных мазеров фазовые флуктуации на 
суточном интервале времени не могут быть представлены только в 
виде тренда, так как они содержат случайную компоненту, энергия 
которой превышает точность современных РСДБ-наблюдений. Во 
всех таких случаях в модели данных приходится вводить стохастиче­
ские (случайные) параметры, которые невозможно оценить традици­
онным методом наименьших квадратов.

Современная астрометрия представляет собой науку о позицион­
ных определениях космических объектов в 4-мерном пространстве- 
времени. Ее основная задача состоит в создании опорных координат­
но-временных систем отсчета наземного и космического базирования 
и в постоянном мониторинге их взаимной ориентации. На этой осно­
ве средствами астрометрии и других смежных наук решаются много­
численные задачи координатно-временного обеспечения (КВО) фун­
даментальной и прикладной науки. В последние годы благодаря ши­
рокому применению новой техники координатно-временных измере­
ний (РСДБ, лазерная локация ИСЗ и Луны, навигационные системы 
GPS и ГЛОНАСС, спутниковая геодезическая система DORIS, аст­
рометрический спутник HIPPARCOS и др.) резко возросли объем,
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разнообразие, точность и стоимость астрометрических данных. Это в 
свою очередь вызвало повышение требований к качеству их матема­
тической обработки, причем основная задача этой обработки состоит 
в том, чтобы повысить не формальную, а реальную точность резуль­
татов, т.е. их физическую достоверность.

Еще совсем недавно астрометрия была в основном наблюдатель­
ной наукой и превыше всего в ней ценилось “искусство” наблюдателя, 
т.е. способность извлекать с помощью довольно простых измеритель­
ных средств нужную информацию. Однако в последние годы благо­
даря созданию полностью автоматизированных измерительных си­
стем как наземного, так и космического базирования роль астромет- 
риста в научно-исследовательском процессе существенным образом 
изменилась -  из “наблюдателя11 он превратился в “вычислителя”, 
занятого обработкой больших массивов данных наблюдений, полу­
ченных обычно без его участия. Его основным “инструментом” ста­
новится компьютер и соответствующие программные средства мате­
матической обработки этих данных.

Важнейшей проблемой современной астрометрии является также 
необходимость совместной обработки разнородных данных, полу­
ченных с помощью различных измерительных систем. Эта проблема 
возникает при составлении сводных каталогов координат небесных 
объектов (звезд или радиоисточников), при определении окончатель­
ных значений параметров вращения Земли (ПВЗ), полученных с по­
мощью различных инструментальных комплексов, а также при сов­
местном уравнивании спутниковых наблюдений на глобальных сетях 
станции. Основным недостатком применения МНК в этой области 
является его неспособность учесть коррелированностъ (статисти­
ческую зависимость) случайно-систематических ошибок этих данных 
и выделить из них оптимальным образом полезную информацию. 
Именно поэтому методология МНК особенно активно развивалась в 
наземной и космической геодезии и именно там возникло одно из 
важнейших его обобщений -  средняя квадратическая коллокацыя 
(СКК) [41].

Следует также учесть, что современные астрометрические данные, 
как правило, существенно (иногда на несколько порядков) точнее 
прежних и поэтому содержат гораздо больше разнообразной и полез­
ной информации, для извлечения которой часто приходится приме­
нять способы, которые раньше в астрометрии не использовались или 
были просто неизвестны.

Таким образом, на современном этапе развития астрометрии ма­
тематические метода обработки данных наблюдений становятся од­
ним из важнейших элементов исследовательского процесса. Эти ме­
тоды разнообразны, но большинство из них имеет одну общую осно­
ву -  принцип максимального правдоподобия, часто отождествляемый с 
принципом (методом) наименьших квадратов (МНК).
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Имеется несколько подходов к решению задачи об улучшении 
качества математической обработки современных астрометрических 
данных. Один из них состоит в разработке все более точных и полных 
математических моделей данных за счет повышения точности редук­
ционных вычислений. Однако редукционные вычисления всегда осно­
ваны на согласованных международных стандартах, которые меня­
ются не часто, и их точность всегда ограничена локальными эффек­
тами, нестабильностью измерительных систем и земной атмосферы. 
Другой подход, не исключающий, а дополняющий первый, состоит во 
внедрении в астрометрическую практику более современных методов 
обработки наблюдений, которые, с одной стороны, позволяли бы 
включить в этот процесс не только результаты непосредственных 
измерений, но и всю имеющуюся априорную информацию, которая 
игнорируется при использовании МНК, а с другой стороны, могли 
бы учитывать или хотя бы частично нейтрализовать недостатки ис­
пользуемых математических моделей данных.

Благодаря обобщению теории МНК удается приблизить матема­
тические модели данных к реальным физическим условиям наблюде­
ний и повысить достоверность результатов их обработки. Кроме то­
го, становится возможным существенно расширить область примене­
ния ОМНК. Его алгоритмы могут использоваться для решения сле­
дующих основных астрометрических задач:

-  обработка данных отдельных серий наблюдений на любом аст­
рометрическом инструменте; оценивание постоянных параметров и 
стохастических сигналов линейной модели данных;

-  совместное (глобальное) уравнивание массовых наблюдений на 
однотипных инструментах, работающих как независимо, так и в со­
ставе глобальных измерительных систем, оценивание глобальных 
параметров;

-  оптимальная фильтрация, объединение и прогноз временных 
рядов, заданных в виде случайных последовательностей наблюденных 
значений параметров вращения Земли (ПВЗ) и других астрометриче­
ских и геодезических величин;

-  выделение сигналов с непрерывным спектром и синтез динами­
ческих систем;

-  оптимальная фильтрация случайных полей на небесной сфере, 
заданных в виде случайных и систематических ошибок координат 
звезд или внегалактических радиоисточников, объединение каталогов 
координат этих объектов и т.д.

Некоторые наиболее важные применения ОМНК в астрометрии и 
геодинамике иллюстрируются в последней главе книги. Хотя этих 
примеров еще немного и их результаты иногда носят предваритель­
ный характер, но и они убеждают в эффективности этого метода. 
Поэтому есть основания утверждать, что в дальнейшем будут обна­
ружены новые возможности его применения.
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Глава 1. ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ ДАННЫХ НАБЛЮДЕНИЙ

§1. Данные позиционных наблюдений

В астрометрии позиционные наблюдения космических объектов (КО) 
выполняются в так называемой инструментальной системе отсчета 
(ИСО), которая задается специальными техническими средствами, 
непосредственно участвующими в процессе наблюдений. С помощью 
этих средств измеряются некоторые физические величины, так или 
иначе отражающие мгновенные относительные положения ИСО и КО 
в 4-мерном пространстве-времени. В качестве примера рассмотрим 
наблюдения на астролябии. Непосредственно измеряемой величиной 
в этом случае является момент прохождения звезды через альмукан­
тарат -  малый круг на небесной сфере с центром в зените и радиусом, 
равным половине угла объективной призмы инструмента. В данном 
случае в состав технических средств ИСО входят телескоп, объек­
тивная призма, хранитель времени (часы) и ртутный горизонт, за­
дающий направление на зенит. Моменты прохождений звезд измеря­
ются с помощью специального контактного микрометра, который 
тоже входит в состав средств ИСО. В более сложных инструментах, 
например радиоинтерферометрах со сверхдлинной базой (РСДБ), в 
состав ИСО может входить гораздо больше технических устройств. 
Однако в любом случае в единичном акте позиционных наблюдений 
измеряются одна или максимум две величины. В этом отношении 
астрометрические инструменты можно разделить на два типа -  одно­
мерные и двумерные. К двумерным инструментам следует отнести ме­
ридианные круги и радиоинтерферометры. Все остальные инструмен­
ты являются одномерными.

Технические устройства ИСО обычно работают недостаточно 
стабильно. В результате оказывается внутренне неустойчивой и сама 
инструментальная система. Для ее стабилизации важнейшие пара­
метры технических устройств тщательно контролируют, и эта ин­
формация используется для корректировки непосредственно измерен­
ных величин. Такую процедуру принято называть первичной обработ­
кой данных. Она носит индивидуальный характер для разных ин­
струментов, поэтому мы ее рассматривать здесь не будем. Предполо­
жим, что мы имеем дело с уже исправленными таким образом наблю­
денными величинами L0 , которые относятся к ИСО, внутренняя 
устойчивость которой обеспечена по крайней мере на интервале од­
ной серии наблюдений продолжительностью не более одних суток.

Дальнейший анализ величин LQ называют вторичной обработкой 
данных. Эта процедура состоит из двух этапов: редукционной обра­
ботки и параметрического уравнивания. Цель редукционной обработ­
ки заключается в том, чтобы как можно точнее предвычислитъ изме­
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ренную (наблюденную) величину L0 , т.е. вычислить такую величину 
Lc , которая как можно меньше отличалась бы от L0 . Делается это с 
помощью редукционных теорий и априорных данных. В их число 
входят принятые координаты инструмента (или параметры его ори­
ентировки) в земной системе отсчета (TRS), теория вращения Земли, 
описывающая ориентировку TRS по отношению к небесной опорной 
системе (CRS), принятые координаты КО в этой системе, модель гра­
витационного поля Земли, астрономические и геодезические постоян­
ные, характеристики земной атмосферы как среды распространения 
излучения КО, а также другие данные и теории, описывающие про­
цесс наблюдений в ИСО. В оптической астрометрии система CRS 
задается в настоящее время фундаментальным каталогом координат 
и собственных движений звезд FK5 [59], а в радиоастрометрии -  ка­
талогами координат внегалактических радиоисточников, которые 
публикуются в ежегодных отчетах Международной службы вращения 
Земли (IERS) [69]. Обе эти системы являются максимально прибли­
женными к воображаемой инициальной системе координат, движу­
щейся в пространстве поступательно без вращений. Поскольку поло­
жения наблюдаемых КО задаются именно в этой системе, то основная 
задача редукционных вычислений состоит в переходе от инерци- 
альной системы CRS к ИСО по схеме: CRS -> TRS -> ИСО. Подобная 
же схема используется и для редукции позиционных наблюдений ИСЗ 
и планет, с той лишь разницей, что роль CRS в этом случае играет 
возмущенная орбита этих небесных тел. Для того чтобы такая орбита 
была устойчивой в пространстве, необходим тщательный учет ее воз­
мущений. Такие системы отсчета называют динамическими.

В последние годы для целей наземной навигации практически 
полностью развернуты глобальные спутниковые навигационные си­
стемы GPS (США) и ГЛОНАСС (Россия), которые представляют со­
бой уже 4-мерные глобальные пространственно-временные системы 
отсчета (ПВСО) космического базирования, так как бортовые шкалы 
времени навигационных ИСЗ постоянно синхронизированы. Потре­
битель при определении своего местоположения использует не только 
мгновенные координаты этих спутников, но и время, хранящееся на 
их борту. В будущем глобальные ПВСО, возможно, будут функцио­
нировать и на поверхности Земли. Их прообразом являются дей­
ствующие РСДБ-комплексы.

Сейчас в качестве основы редукционных вычислений принят меж­
дународный стандарт IERS (1992) [70], который, однако, относится 
лишь к общим глобальным редукциям, таким как эфемериды Луны и 
планет, геопотенциал, прецессия, нутация, приливные и тектониче­
ские деформации Земли, океанические приливы, тропосферные и ре­
лятивистские эффекты и проч. Что же касается перехода от TRS к 
ИСО, то эта процедура для разных инструментов носит индивиду­
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альный характер. В качестве примера приведем общую формулу ре­
дукции РСДБ-наблюдении [74]

тс = --b 'W S P N k + ^ 6 T j,

в которой тс -  предвычисленная временная задержка сигнала, с -  
скорость света, Ь -  геометрический вектор базы интерферометра, 
к -  орт направления на радиоисточник, W матрица преобразования 
TRS для перехода от мгновенного полюса вращения Земли к СЮ -  
условному международному началу, S -  матрица учета неравномер­
ности осевого вращения Земли (всемирного времени), Р и N -  матри­
цы преобразования CRS вследствие прецессии и нутации оси враще­
ния Земли в пространстве, 5т; -  многочисленные редукционные по­
правки, учитывающие нестабильность системы инструмента, задерж­
ку сигнала в тропосфере, а также деформации Земли и вариации ее 
вращательного движения вследствие многочисленных геофизических 
эффектов. Общее представление о природе этих эффектов дает схема, 
представленная на рис. 1.1 [65].

Рис. 1.1. Геофизические эффекты во вращательном движении и де­
формациях Земли.

Таким образом, в астрометрии принято иметь дело не с самими 
наблюденными величинами, а с малыми разностями типа (О -  С)

// = hi(Lo -  Lc )i (/ = 1,2,...,tf), (1-1)
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где ^  -  коэффициенты нормировки и масштабирования. Очевидао, 
что величины Ьс и L0 должны быть отнесены к одной и той же си­
стеме отсчета -  ИСО. В этой системе измеренная величина L0 рав­
няется истинной величине L с точностью до ошибок наблюдений т, 
т е. L0 = L + т , а предвычисленная величина Lc равна L (L = Lc + б) с

точностью до редукционных поправок в, обусловленных неточностью 
исходных данных и принятых редукционных теорий. Можно назвать 
следующие источники ошибок этих теорий:

-  ошибки принятых координат инструмента и/или параметров его 
ориентации в TRS;

-  ошибки принятых координат и скоростей КО в CRS;
-  ошибочность принятых астрометрических стандартов;
-  неполнота или ошибочность математической модели данных;
-  нестабильность ИСО и среды распространения сигнала -  зем­

ной атмосферы;
-  нерегулярность вращательного движения Земли, ее приливных и 

тектонических деформаций и т.д.
Подставляя величины L0 и Lc в (1.1), получаем

( 1.2)

Вектор-столбец размером N х 1, составленный из величин 
/̂  (/ = 1,2,... yN ) , будем называть вектором данных и обозначать 
1 = (/,, /2,..., lN) = (lt ). Соответствующую строку размером 1 х N будем 
обозначать Г = [/|1/2,...,^1» где знаком (') отмечается процедура 
транспонирования (замена строк столбцами). Выделим в векторе 
данных систематическую компоненту с = (^ )  и представим ее с точ­
ностью до членов первого порядка в виде линейной параметрической 
модели

т (  4

= 1
>=1

А
dpj APj> (1.3)

где Apj -  неизвестные малые поправки к принятым значениям пара­
метров pj. Введем m-мерный вектор-столбец этих поправок z = (Д/?7) 
(У = 1,2,...,т) и N  х т -матрицу частных производных С = [с^], где 
cij -  (<Ч IdPj)» Тогда формулу (1.3) можно записать в матричной фор­
ме c = Cz. Векторы-столбцы с j ={c^c1,...,cN)j матрицы С будем на­

зывать базисными векторами модели (1.3), а саму матрицу С -  матри­
цей плана. В результате получаем следующую модель данных:
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где введено новое обозначение для вектора невязок г = 1 -  с.
Невязки принятой модели данных (1.4) представляют собой ква- 

зислучайные величины, которые можно условно разбить на две ком­
поненты:

r = u+ s. (1.5)

Первая из них (и) представляет собой чисто случайную (некор­
релированную) величину, обусловленную стохастическими ошибками 
измерений или высокочастотными эффектами турбулентной атмо­
сферы. Вторая (s) вызвана неточностью или неполнотой модели си­
стематических ошибок данных с = Cz, которая в более корректной 
записи принимает вид

c= C z+ s. (1-6)

Таким образом, вектор s представляет собой немоделируемую 
часть систематических ошибок с. Чаще всего s -  это систематические 
ошибки данных наблюдений, о существовании которых исследова­
тель даже не подозревает или у него не хватает всей необходимой 
информации для их моделирования. Правда, иногда ошибки s не 
включаются в модель с -  Cz сознательно с целью упрощения модели.

§2. Априорные ковариации данных

В понятие данных наблюдений необходимо кроме вектора I включить 
также и априорную ковариационную матрицу данных, которая,со­
гласно определению ковариаций [41, с.63] ,с учетом (1.4) имеет вид

Q// = £{» '}  = £{(с  + г)(с + г)'} = £  {гг'} = Q ,,, (1-7)

где учтено, что случайный вектор невязкок г центрирован, поэтому

£{г} = 0, £{сг'} = 0, £{гс'} = 0.

Тогда по (1.5) находим

Q„ = £{rr'} = £{(u + s)(u + s)'} = £{uii'} + £{ss'} = Ql,l, + Q„ , (1-8)

где Q „ ,Q mi/ h Qw. -  автоковариационные матрицы случайных вели­
чин г, и и s соответственно. При этом использовано то обстоятель­
ство, что векторы и и s взаимно независимы, поэтому = 0.

Так как чисто случайная величина и не коррелирована по опреде­
лению, то ее автоковариационная матрица является диагональной:
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Q„u =diag(CT?)„ (/ = 1,2..... N), (1.9)

где ( a f )w -  априорные оценки дисперсий данных /,. Обычно эти 
оценки могут быть получены в процессе наблюдений по внутренней 
сходимости отдельных отсчетов измеряемой величины, поэтому их 
называют внутренними оценками точности. Если ( а 2)и = cj; = const, 
имеем

Quu = o i l  О -10)

где I -  единичная матрица размером N x N .  Автоковариации (1.9) 
характерны для некоррелированных случайных процессов типа ’’бело- 
го" шума, а (1.10) -  для стационарного белого шума с постоянной 
дисперсией.

Рассмотрим теперь случай, когда для части редукционных ошибок 
модель их влияния на данные наблюдений известна, но параметры 
этой модели определять из наблюдений не требуется или это по ка­
ким-либо причинам нецелесообразно. В первую очередь это относит­
ся к принятым международным стандартам редукций, когда их точ­
ность существенно превышает точность наблюдений. В этом случае 
вектор s можно представить в виде суммы

S =  V +  W. (1 .11 )

Примем, что его первая компонента v совсем не поддается моделиро­
ванию, а вторая может быть записана в виде

w = Gd, (1.12)

где d=(dj )  ( j  = 1,2,...,к ) -  к х 1 -вектор поправок редукционных пара­
метров, a G есть N х к -матрица частных производных вектора дан­
ных 1 по этим параметрам. Задача ставится таким образом, что хотя 
вектор d определять и не требуется (в противном случае модель (1.12) 
нужно объединить с моделью (1.6)), но желательно учесть имеющуюся 
априорную информацию о точности принятых значений параметров, 
составляющих этот вектор. Эта информация может быть задана или в 
виде средней квадратической ошибки (CKO) ( c j ) d этих параметров,
или в виде допуска, т.е. центрированного интервала [~Ad,Ad], внутри 
которого почти наверняка заключен вектор d. В последнем случае 
можно вычислить вероятность попадания d в интервал ±Ad [54, с. 183]:
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где Ф(и) -  интегральная функция нормального распределения 
(интеграл вероятности). Задаваясь вероятностью Р0 =0.997, получаем 
соотношение А ^ =3ст;-, известное в литературе под названием
"правило трех сигм”. С его помощью можно перейти от доверитель­
ного интервала к априорной оценке СКО. Зная оценки СКО для всех 
неулучшаемых параметров, можно построить для них диагональную 
ковариационную матрицу размером к х к :

Qrfrf = d i a g ( c r 3 (У = 1,2,...,А). О-14)

С ее помощью, согласно (1.8) и (1.12), можно найти N x N  -матрицу 
автоковариаций вектора w:

Q ww = Е{ ww'} = £{Gdd'G'} = G£{dd'}G' = G Q ^G '. (1.15)

Тогда окончательное выражение ковариационной матрицы данных, 
описываемых линейной моделью (1.4) с постоянными (неслучайными) 
параметрами, согласно (1.7), (1.10) и (1.15), примет вид

Q// = Q п = Qmm + Qi м+ Qww • (* • 16)

Как показано выше, матрицы Quu и Q mv могут быть оценены а 
priori. Что же касается матрицы Qvv, то ввиду непредсказуемости 
ошибок v их автоковариации можно оценить только в процессе ите­
раций, причем на первом шаге этого процесса обычно принимают 
Q|(|r « 0. Таким образом, в общем случае Qrr является полной N x N  - 
матрицей. Иногда вместо ковариационной матрицы Q„ удобно ис­
пользовать обратную ей безразмерную весовую матрицу данных

Pw = [ ^ )  = OoQ;‘ (/.У = 1.2..... N),  (1.17)

где cjj -  дисперсия наблюдений с единичным весом (см. § 1-3 гл. 2).

§3. Типовые модели данных

Как показано в §1 настоящей главы, вектор данных 1 представляет 
собой результат совместного действия различных ошибок наблюде­
ний и редукций. Систематическую часть этих суммарных ошибок с 
принято делить на две составляющие а и Ь, т.е. обычно полагают 
с = а+ Ь . Целесообразность такого разделения вытекает из неодно­
родности параметров, входящих в модель (1.4). Некоторая группа 
этих параметров, образующих вектор х, может иметь особую физи­
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ческую природу, которая требует применения для их оценивания спе­
цифических способов, отличных от способов оценивания остальных 
параметров, образующих вектор у. Например, если параметры х яв­
ляются глобальными и постоянными, а параметы у -  локальными и 
переменными, то первые нужно оценивать один раз в самом конце 
обработки цикла наблюдений, а вторые -  при обработке каждой се­
рии этого цикла. В таких случаях составляющие а и b необходимо 
представить двумя разными моделями а = А хиЬ  = В у ,в  которых х, у
-  векторы параметров длиной т и п соответственно, А и В -  соответ­
ствующие им матрицы плана размером N x m  и N x n .  Подставляя 
сумму с = Ах + By в (1.6), получаем двухгрупповую модель данных

1 = Ах + Ву + г. (1*18)

Из ее сравнения с общей моделью (1.4) видно, что z = (х,у) представ­
ляет собой составной вектор, а С = [А В] -  составную матрицу.

Все способы составления двухгрупповой модели (1.18) основаны 
на сложившейся классификация параметров, приведенной в табл. 1.1. 
В верхней половине этой таблицы дана классификация по признакам 
области распределения параметров, а в нижней -  по характеру их 
распределения в этой области. Некоторые параметры могут обладать 
сразу несколькими признаками. Глобальные параметры, как правило, 
являются одновременно и постоянными, а локальные и инструмен­
тальные параметры часто бывают неустойчивыми или стохастиче­
скими. В связи с этим невозможно указать общее правило образова­
ния двухгрупповых моделей данных. Эта процедура существенно за­
висит также от типа инструмента, цели и программы наблюдений. 
Например, при абсолютных наблюдениях с целью уточнения опорной 
небесной системы координат CRS к составляющей а принято отно­
сить систематические ошибки предвычисленных положений наблю­
даемых КО в некоторой конкретной реализации CRS, которая может 
быть задана или в форме каталога координат опорных объектов 
(звезд, ВР), или в виде их эфемерид (ИСЗ, планеты). Ко второй со­
ставляющей b в этом случае относят все остальные систематические 
ошибки наблюдений и редукций.

Систематические ошибки координат звезд принято представлять 
в виде разложения в ряд Лапласа по сферическим функциям [2, с.51]

ai = Z r />(a /’6 ;)' (1.19)
п

где

= Efc/M -cosw a, + rfnmsiiim a,)Pn(m)(smSf).
т=О

-20-



1десъ Р{пт) -  присоединенные функции Лежандра первого рода; 
’/»./«* -  постоянные коэффициенты. Иногда в этом выражении
[рисоединенные функции заменяют обыкновенными полиномами 
1ежандра Рп - Р ^ \  а для учета ошибок, зависящих от яркости звезд, 
1Водят полиномы Эрмита [78].

"аблица 1.1. Классификация параметров моделей данных

Характеристика Компоненты модели данных

Глобальные Астрономические и физические постоянные; 
ошибки CRS и TRS; параметры вращения 
Земли; числа Лява; геопотенциал; эфемериды 
ИСЗ, больших и малых планет; фигура Земли; 
динамические эффекты жидкого ядра

Региональные Движения литосферных плит, прогибы зем­
ной поверхности; эффекты океанической и 
тропосферной циркуляции

Локальные Координаты наблюдательного пункта; ло­
кальные деформации земной коры; аномаль­
ная рефракция и другие атмосферные эффек­
ты

Инструментальные Ошибки привязки к опорному реперу наблю­
дательного пункта; ошибки наблюдений в 
инструментальной системе; павильонная реф­
ракция и термические эффекты

Постоянные Неизменные на протяжении всего цикла на­
блюдений

Квазипостоянные
(неустойчивые)

Постоянные на ограниченном интервале вре­
мени, обычно равном продолжительности 
единичной серии наблюдений; могут меняться 
скачком от серии к серии

Переменные
(регулярные)

Изменяются даже на интервале одной серии 
наблюдений, но поддаются описанию линей­
ной моделью с постоянными коэффициентами

Стохастические Случайные флуктуации параметров, связан­
ных с инструментальной системой и/или 
внешней средой, вследствие протекающих там 
стохастических процессов

Таким образом, в модели а = Ах вектор х представляет собой 
:овокупностъ неизвестных коэффициентов разложения (1.19), а 
столбцы матрицы А составлены из значений соответствующих функ­
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ций того же разложения в точках /= 1 ,2 ,...,/ /. В общем случае, когда 
наблюдения ведутся с помощью инструмента неортогонального типа, 
ошибки обеих экваториальных координат звезд влияют на данные 
наблюдении в виде линейной комбинации, поэтому модель а = Ах в 
свою очередь тоже разбивается на две группы:

а -  Ах = а а + а 5 = Аах а + А6х5, (1.20)

где а а и а5 определяются формулами (1.19).
В РСДБ-наблюдениях по программе IERS, когда количество на­

блюдаемых ВР невелико, не принято выделять систематическую ком­
поненту ошибок их координат. В этом случае определяются индивиду­
альные ошибки координат КО как квазислучайные величины, распре­
деленные по небесной сфере. При наблюдениях тел солнечной си­
стемы (Солнца, Луны, больших и малых планет) модель а = Ах опи­
сывает неточность эфемерид этих тел, и поэтому вектор х представля­
ет собой набор уточняемых элементов их орбит и некоторых астро­
номических постоянных. Предвычисление положении ИСЗ делается, 
как правило, методом численного интегрирования уравнений его 
движения, поэтому уточняемыми параметрами в этом случае являют­
ся координаты и скорости ИСЗ на заданную эпоху. Что касается всех 
остальных систематических ошибок данных b = By, то в основном 
они зависят от ошибок геометрической ориентации инструмента или 
его координат в земной системе TRS. Хотя геометрическая и физиче­
ская теория каждого астрометрического инструмента индивидуальна, 
для основных угломерных инструментов можно указать типовую 
модель его ориентировки в TRS. Эта модель имеет следующий про­
стой вид:

bj = e(/,)cos0cosvj/ + /(* ,) cosQsin \у + £(^)8Щ0 + Л(^),

где v|/ ,0 -  обобщенные аргументы, зависящие от времени t и коорди­
нат КО, a e(i), f ( t ) ,  g(t),  h(t)  -  обобщенные параметры. Их связь с 
инструментальными параметрами показана в табл. 1.2.

Таблица 1.2. Параметры типовой модели ошибок ориентировки на­
земных астрометрических инструментов

Инструмент 0 V e(i) f ( t ) g ( 0 h(t)
Пассажный 0 г £>+wcoscp a+Msin<p ~ с
Верт. круг 0 г Р Я - Аф

Астролябия 0 А Аф MCOStp - A 2
PC ДБ 5 h А е -ASe Д/> ДГ
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В таблице приняты следующие обозначения: г,А -  зенитное рас­
стояние и азимут звезды; а, Ь, с -  азимут, наклонность и коллимация 
меридианного инструмента; w,Acp,Az -  поправки часов, широты и 
зенитного расстояния; р, q -  горизонтальное и вертикальное гнутие 
трубы вертикального круга; 5, h -  склонение и часовой угол радиоис­
точника; Де, Др -  поправки экваториальной и полярной проекции 
базы радиоинтерферометра; AS -  поправка звездного времени; Д Г - 
поправка синхронизации часов. Если функции е, f, g, h непрерывны, 
то мы имеем дело с регулярными параметрами, и на ограниченном 
интервале наблюдений их можно представить, например, в виде раз­
ложений по полиномам Лежандра с постоянными коэффициентами:

е{1) = ^ еп Ш -  (1-21)
П

Совокупность таких коэффициентов для всех функций е, f  g, И об­
разует вектор у. Вместо полиномиальных разложении типа (1.21) ино­
гда применяются сплайн-аппроксимация, ряды Фурье и др.

Рассмотренные выше модели имеют параметры, постоянные на 
интервале каждой серии наблюдений. Однако на практике встреча­
ются случаи, когда некоторые параметры настолько неустойчивы, 
что их невозможно аппроксимировать с достаточной точностью даже 
на коротких интервалах времени. В пределе они могут быть просто 
случайными величинами. Если такие параметры оценивать не тре­
буется, то их влияние на данные наблюдений можно включить в не­
вязки г (см. §1 наст. гл.). Однако иногда стохастические параметры 
требуется оценить или исключить в процессе уравнивания. В этом 
случае их необходимо представить в модели данных в явном виде.

Пусть имеется какая-либо серия наблюдений с постоянными и 
стохастическими параметрами. Постоянные параметры объединим в 
вектор х, а стохастические -  в вектор у. Причем будем считать, что 
количество разноименных стохастических параметров равно п. Тогда 
модель таких данных примет вид

1 = Ах + £ В уу7 +г, (1.22)
у=I

где у j = (y[j>yij^-‘. Угу) -  один из векторов стохастических параметров, 
состоящий из N  компонент уг]\ By =diag(b[j lbl j ,...,bfVj )  -  соответ­
ствующая ему диагональная матрица плана размером N x N . Сово­
купность всех стохастических параметров можно представить в виде 
единого составного вектора длиной nN:
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У = (Уу) O '= 1,2,...,и). (1.23)

Вводя также блочную матрицу

В = [В, В2 ... В„], (1.24)

имеющую размер N x n N  , получаем вместо (1.22) модель

I = Ах +Ву + г, (1.25)

которая по форме полностью совпадает с (1.18), но имеет смешанный 
состав параметров. В ней вектор х представляет постоянные парамет­
ры, а вектор у -  стохастические.

Насколько нам известно, наибольшее число разноименных стоха­
стических параметров (п = 3) содержится в моделях РСДБ-наблю- 
дений. Два из них описывают флуктуации тропосферной задержки 
сигнала в зенитах обоих пунктов радиоинтерферометра, разнесенных 
на большие расстояния, а третий характеризует относительные флук­
туации шкал атомного времени этих пунктов. В оптической астро­
метрии стохастические параметры описывают высокочастотные 
флуктуации рефракции -  так называемые атмосферные дрожания 
изображений звезд в поле зрения инструмента.

Рассмотрим теперь модель данных нескольких серий наблюдений:

Эту модель будем называть многогрупповой. Здесь каждая серия дан­
ных с номером к  представлена своей моделью, однако вектор пара­
метров х является общим для всех серий. Такие модели очень распро­
странены и используются, когда необходимо отделить глобальные 
параметры от локальных, постоянные от неустойчивых и т.п. (см. 
табл. 1.1). Например, при многобазовом уравнивании РСДБ- 
наблюдений, когда к означает номер базы радиоинтерферометри- 
ческой сета, к параметрам х относят ПВЗ и координаты ВР, а к пара­
метрам ук -  относительные координаты пунктов сета, тропосферные 
задержки, параметры синхронизации часов и проч. Схема много- 
групповой модели представлена на рис. 1.2.

Обозначая

1к = А к\  + Ъку к +тк (к = 1,2,..., М). (1.26)

А, 1 В = diag(B|, В2,..., Ъм ),

А 2 У = (У| .У2. -.Ум)<

I = (1|*Ь’ ••••!*/)•
А м  r = (r|1r2,...,rw ),

(1.27)
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модель (1.26) можно представить в более общем виде (1.18).

-> х У1 У: Уз -  УмВекторы
параметров r v ;
Матрицы ■>У' •А?’-.'- ' V : , h
плана ->

■

;М :2

Рис. 1.2. Схема модели совокупности данных М  серии наблюдений.

§4. Полнота и ортогональность моделей данных

Рассмотрим данные 1 = ( /J  (/ = 1,2>..., W), полученные в течение какой- 
либо одной серии наблюдений. Примем вначале, что эти данные не 
содержат систематических ошибок, а представляют собой равноточ­
ные и центрированные случайные величины г = (г,), т.е. будем счи­
тать, что 1 -  г. Несмотря на это попытаемся определить из этих дан­
ных параметры двух систематических ошибок с помощью простейшей 
двухпараметрической модели

1 = ах + Ьу + г, (1.28)

где a=(flf), b = {bt) -  векторы-столбцы, представляющие собой за­
данные в дискретных точках (/ = 1,2,..., N ) базисные функции модели,
а х, у -  неизвестные скалярные параметры.

Решение избыточной системы уравнений (1.28) с единичной весо­
вой матрицей будем искать по методу наименьших квадратов (МНК) 
при условии минимума скалярного произведения вектора невязок 
(г, г) = r 'r  = rnin. Как хорошо известно (см. §1 гл.2), это условие приво­
дит к нормальной системе уравнений вида

(а,а) + (а,Ь) = (а,1), 
(Ь,а) + (Ь, b) = (b, 1),

(1.29)

где (а, а) = а'а, (а,Ь) = а'Ь и т.д. -  соответствующие скалярные произ­
ведения. Будем для простоты считать, что векторы а и b нормирова­
ны, т.е. имеют место равенства (а, а) = (b, b) = 1. Тогда, учитывая, что в 
рассматриваемом случае 1 = г, решение системы уравнений (1.29) 
можно записать в виде
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x r = [(a-r)-(b .r) (a , Ь )]/Д  
Уг = [(Ь ,г )-(а ,г )(а ,Ь )]/Д

(1.30)

где D = I -  (а, Ь)2 -  определитель левой часта нормальной системы 
(1.29). Эта формулы определяют случайные ошибки оценок пара­
метров А' и у , так как они целиком зависят от центрированного слу­
чайного вектора г.

Рассмотрим теперь случай, когда данные 1 кроме случайных оши­
бок г содержат еще и скрытую систематическую ошибку s = cz, где z -  
неизвестный параметр этой ошибки. Очевидно, что в этом случае 
модель данных (1.28) становится неполной. Полагая в формулах (1.29) 
1 = s + г, находим новое решение

где случайные составляющие х г и уг по-прежнему определяются фор 
мулами (1.30), а систематические ошибки этах оценок равны

Из формул (1.30) видно, что случайные ошибки оценок искомых 
параметров х  и у  растут с уменьшением определителя Д  т.е. с ростом 
скалярного произведения (а, Ь). При (а, Ь) —> ± I эти ошибки увеличи­
ваются неограниченно, а при (а, Ь) = 0 они минимальны. Таким обра­
зом, для двухгрупповой модели данных величина (а,Ь) играет роль 
критерия ортогональности. При (а, Ь) = 0 эта модель является ортого­
нальной и система (1.29) распадается на два независимых уравнения, 
которые могут быть решены порознь. Полученные таким образом 
оценки параметров л* и у  будут строго независимыми. Степень взаим­
ной зависимости этих параметров при 0< |(а , Ь)|< 1 можно выразить 
уравнением регрессии

где кГ = (а, г)/(Ь, г)-коэффициент регрессии, являющийся случайной 
величиной. Случайным является и относительное смещение оценок 
параметров х  и у.

Однако из формул (1.31) следует, что неортогональностъ модели 
данных способствует проникновению в решение, причем в увеличен­
ном масштабе, неучтенных (скрытых) систематических ошибок на­

x s -  [(а, с) -  (b, с)(а, b)]z / D, 

ys = ((Ь ,с)-(а ,с )(а , b)]z/D.
(1.31)

yr = k rx r +(\ -kJ) (b,T) /D,
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блюдений и/или редукций. Уравнение регрессии систематических 
ошибок оцениваемых параметров в этом случае имеет вид

уж = ksx,  + ( \-k;)(b,  c)z / D,

где коэффициент регрессии к5 = (а, с)/(Ь, с) уже не является случайной 
величиной. Неслучайным является и относительное смещение пара­
метров х  и у, если параметр г систематической ошибки s устойчив в 
течение всех серий наблюдений. Если скрытую ошибку s = cz вклю­
чить в модель данных, т. е. принять вместо (1.28)

1 = ад'+Ьу+сг + г,

то МНК-оценки всех параметров при 1 = г будут иметь нулевое мат- 
ожидание, и поэтому их можно назвать статистически истинными. 
При этом случайный разброс таких оценок от серии к серии будет 
минимальным, когда (а, Ь) = (а, с) = (Ь, с) = 0, т. е. при взаимной орто­
гональности базисных функций. Для иллюстрации эффектов неорто- 
гональности модели (1.28) рассмотрим следующий пример.

Пусть имеются данные т серий наблюдений (s= l,2,...,m) и пусть 
их можно представить в виде линейной параметрической модели

( а  = .г,со80,+Л + (О , (/ = 1,2,..„АО, (1.32)

где 0, €[0,0], 0,- = 0 7 * , ri ~~<W(0,1)- нормальный некоррелирован-
N -1

ный шум с нулевым матожиданием и единичной дисперсией, xs,ys -  
параметры модели, которые будем считать постоянными внутри каж­
дой серии и случайными от серии к серии. Вводя векторы-столбцы 
1, = (//),. rJ = (ri)JI Zs = {xs%ys) и матрицу C = [cos0i l], получаем мо­
дель

l, = C z+r„ Qrr = I . (1.33)

Будем считать, что 15 = 0 при всех 1,2,...,т. Тогда, очевидао, 
£(z) = 0 для всех серий s. Идея численного эксперимента состоит в 
том, чтобы изучить статистические характеристики оценок xs п ys в 
зависимости от матрицы плана С, которая является функцией аргу­
мента 0 . При О<0<7г корреляции рху должны меняться в пределах

от -1 до 0 (см. табл. 1.3). С ростом модуля корреляций \рху\ точность 
оценивания обоих параметров падает, хотя оценки СКО а 0 невязок 
модели (1.33) остаются практически неизменными.
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Таблица 1.3. Точность оценок параметров модели (1.33)

0 я /4 7г/2 Зл /4 я

P.V.V -1.00 -0.90 -0.47 0.00

стд 1.29 0.11 0.03 0.02
1.06 0.05 0.01 0.01

ст0 1.02 1.01 1.00 1.00

Оценки x s1ys получены методом наименьших квадратов (см. §2 
гл. 1) из обработки т серий наблюдений одинаковой длины N = 100. 
Количество обработанных серий для 0 = 7г равно m = 100, а для 
остальных значений 0 -  т -  50. Результаты вычислений представле­
ны на рис. 1.3 в виде регрессии ys -  f ( x s).

#Ч

- 2 - 1 0  1 2 
(а)

0.5

О

-0.5

•• •I* о ■■
5 * 4 .•V1*

•i
«и •

•

-0.5 0 0.5
(б)

0.5

0

-0.5

« «
/
•  •  ж

•

-0.5 0 0.5
(В)

0.5

0

-0.5

1
•#й Ас

• f r

-0.5 0 0.5
(Г)

Рис. 1.3. Регрессия у -  f ( x )  при: 0 = 7с/4 (а), 0 = 7г/2 (б), 0 = 37г/4 (в), 
0 = 7Г (Г).
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Рис. 1.3 наглядно показывает, как с увеличением интервала изме­
нения функции cosG, и уменьшением корреляции |p v>| уменьшается
взаимная зависимость оценок х5и у5. Очевидно, что только при 
|рЛ>,|<0.5 эти оценки можно считать достаточно независимыми.

§5. Ортогонализация моделей данных

В силу вышеизложенного желательно иметь дело с ортогональными 
моделями данных. Линейная модель данных (1.4) называется ортого­
нальной, если матрица плана С удовлетворяет условию

С 'Р„С =1, (1.34)

где Р„ -  безразмерная весовая матрица данных, определяемая форму­
лой (1.17).

В некоторых задачах астрометрии и геодезии необходимо оцени­
вать параметры z, имеющие важный геометрический или физический 
смысл, например координаты космических объектов и наблюдатель­
ных пунктов, ПВЗ и т.п. В этом случае базисные функции модели 
c = Cz, зависящей от этих параметров, должны оставаться неизмен­
ными (за исключением, может быть, их нормировки), что не позволя­
ет применять к этой модели никаких ортогонализирующих преобра­
зований. По сути дела, в этом случае мы можем управлять процессом 
ортогонализации модели с = Cz только одним способом -  путем под­
бора соответствующей программы наблюдений. С вычислительной 
точки зрения программа наблюдений будет оптимальной, если она 
обеспечивает ортогональность модели данных. В принципе мы можем 
подобрать такую матрицу плана С и такое распределение весов на­
блюдений, чтобы условие (1.34) выполнялось хотя бы приближенно. 
Такая программа будет квазиоптимальной. К сожалению, определение 
оптимальных весов путем обратного преобразования Р„ = (СС')~] 
невозможно, так как матрица СС' всегда вырождена [10, с. 29].

Для моделирования ошибок, зависящих от времени I, обычно ис­
пользуют ортогональные разложения (1.21) по полиномам Лежандра, 
которые генерируются с помощью рекуррентной формулы [2, с. 28]

( п - т  + 2)Р™ (0  = (2л+ 3 )iP™ (г) -  (л + m + \ ) Р ^  (/), (1.35)

где следует принять т = 0, Р0(г) = 1, Pl(t) = t. Эти полиномы будут 
ортогональными автоматически при равномерном распределении 
наблюдений на интервале I е[-1.+1].
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Для моделирования двумерных функций, заданных на небесной 
сфере, таких как геопотенциал или систематические ошибки звездных 
каталогов, применяются их разложения по сферическим функциям 
типа (1.19). При равномерном распределении данных по сфере эта 
функции также оказываются взаимно ортогональными.

Следует, однако, заметать, что обычно часть параметров модели 
данных оценивать не требуется, а необходимо лишь исключить их 
влияние на остальную часть модели данных. Например, при обработ­
ке абсолютных наблюдений на пассажном инструменте конечная 
задача состоит в том, чтобы найти поправки прямых восхождений 
наблюдаемых звезд, т.е. параметры х первой часта а = Ах двухгруп­
повой модели данных (1.18) (см. §3 наст. гл.). При этом параметры у 
второй часта этой модели b = B y, описывающей обобщенную систему 
инструмента, большого интереса не представляют. Важно только, 
чтобы эта модель была полной и чтобы она затем была полностью 
исключена из имеющихся данных наблюдений. Это обстоятельство 
позволяет осуществлять любые эквивалентные линейные преобразо­
вания модели b = By, в том числе и ее ортогонализацию.

Рассмотрим процесс ортогонализации Грама-Ш мидта [36, с.431]. 
Представим столбцы прямоугольной матрицы B = [£^](/ = 1,2,...,W;
j  = 1,2,...,и) в виде совокупности п базисных векторов bj длиной N. 
Тогда существует ортонормированная последовательность того же 
количества векторов by, с помощью которых можно составить мат­

рицу В = [ ]  и эквивалентную модель b = By. Векторы строятся с 
помощью следующих рекуррентных формул:

где круглыми скобками обозначены скалярные произведения векто­
ров.

В силу эквивалентности ортогонального преобразования Грама- 
Шмидта имеем Ь = By = B y , откуда у = (В 'В )-1 В'Ву. Так как столбцы 
матрицы В ортонормированы, то В'В = I и поэтому

(1.36)
j

к=\

у = В'Ву. (1.37)

Обратное преобразование имеет вид
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у = (В'В)"‘В'Ву. (1.38)

Если описанная выше предварительная ортогонализация модели 
данных не проводилась, между оценками параметров i j  могут воз­
никнуть очень тесные корреляционные связи, которые мешают ин­
терпретации полученных результатов и отрицательно сказываются 
на их точности. В этом случае бывает полезно уже полученные оценки 
определяемых параметров z выразить через другие некоррелирован­
ные параметры г .

Так как МНК-оценки z всегда находятся из решения систем 
уравнений вида (см. §2 гл. 2)

Vz = h, (1.39)

то эту замену можно сделать путем линейного преобразования [27, 
с.225]

z = R'z, (1.40)

где R = {rjk}- ортогональная m x m -матрица правосторонних соб­

ственных векторов матрицы V"1. Столбцами матрицы R являются 
собственные векторы тк = (rj)k .

Преобразование RV_1R' = L превращает У“]в диагональную 
матрицу L = diag(Xy), составленную из ее собственных значений
\ j  (у = 1,2,...,т ) . Подставляя (1.40) в систему уравнений (1.39) и умно­
жая ее слева на R, получаем новую систему

R V R 'z= R h,

решение которой дает

z = (R V R T ‘Rh. (1.41)

Пользуясь формулой (1.40) и свойством ортогональности матри­
цы R, т.е. равенством R "1 = R \  легко показать, что матрица

( R V R ) 1 = (R')"‘ V_,R _I = R V 'R ' = L

является диагональной и поэтому решение (1.41) можно представить в 
более простой форме z = LRh.
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Умножая (1.40) слева на R, получаем обратное преобразование 
z = Rz, или в развернутом виде

z,=  rl{z{ + rl2z2 + ••• rlmzm,

Z2 = r21Zl + r22Z2 + "• r2mzm»

Эти формулы представляют собой множественную регрессию между 
искомыми параметрами. Вычисление собственных значений и соб­
ственных векторов для действительной симметричной матрицы про­
изводится методом вращений Якоби [76, с.360].
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Глава 2. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

§1. Линейные евклидовы пространства

Рассмотрим N-мерное действительное векторное пространство £* с 
базисом {е} = {e]te2i. . .yeN}, заданным множеством из N линейно неза­
висимых векторов ej. Любой вектор х из этого пространства может 
быть представлен в виде разложения по заданному базису [53, с.56]

N
(2-1)

>=i

где , х 2,..., л*д. -  координаты вектора х в этом базисе.
Введем понятие линейного преобразования векторных пространств 

с помощью линейного оператора А [36, с. 419]. Такой оператор счита­
ется заданным, если имеется некоторая векторная функция / ( х ) ,  ко­
торая каждому вектору х из пространства ставит в соответствие 
другой вектор у из пространства :

У = / ( х )  = А х , (2.2)

и при этом сохраняются следующие линейные операции:

А(х, + х2) = Ах, + Ах2, А(ах) з  а (  А х).

Линейное преобразование (2.2) иногда называют отображением про­
странства £ n в пространство £ч . Оператор, отображающий линей­
ное пространство в себя, т.е. не меняющий его размерности, назы­
вается собственным линейным оператором пространства £*.

Базисные векторы е ^ е ^ . . . ^ - ,  как и всякие другие, можно под­
вергнуть действию какого-либо линейного оператора А. Полученные 
новые векторы Ае,,Ае2,...,А е^ можно снова разложить по тому же 
базису {е}. Таким способом мы получим [53, с. 93]

A ej = f t aijt i (У = 1,2..... N).  (2.3)
1=1

Коэффициенты aiJ (iyj  = 1,2,...,Л/) определяют N x N -матрицу А = [а^]
как ядро оператора А в базисе {е}. Столбцы этой матрицы есть коор­
динаты векторов Ае^ в базисе {е}.
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С помощью матрицы А можно получить линейное преобразова­
ние одного вектора в другой. Используя разложения (2.1) и (2.3), на­
ходим

N N
у = Ах  = A Y,Xj*j  = Z A'yAe> =

Н  7=1
N N Л' ( N

Ii aox J
7=J '=1 '=1 W=1

N
е/ = Г у л  = у- 

/=1

откуда видно, что координаты вектора у в базисе {е} равны

N
J'/ = Z a</x; ( ' = 1,2,. -,Л0,

У=1

что можно записать в матричной форме у = Ах. Здесь координаты Xj 
вектора х и координаты у) вектора у отнесены к одному и тому же 
базису {е} = {е,,е2,...,е л, } пространства . Произведение двух линей­
ных преобразований А и В можно представить произведением соот­
ветствующих матриц А и В. Если векторы х и у относятся к разным 
пространствам и , то матрица преобразования А становится 
прямоугольной М  х //-матрицей.

Другой тип линейных преобразований связан с заменой базиса 
пространства (системы координат). Если в пространстве имеется 
вектор х, то, согласно (2.1), его представление в разных базисах 
{<?} = {e,,e2,...,e ;Y} и {ё} = {ёмё2, — ёА, > имеет вид

N V

x =4L xj*j = £****•
у=1 *=1

Координаты XjHXk одного и того же вектора х в разных базисах 
связаны соотношениями [36, с. 427]

х = Тх, х = T_ix, (2*4)

где Т = [tjj](t\j = 1,2,...,N ) -  квадратная (необходимо невырожденная) 
матрица взаимного линейного преобразования базисов

i j = 'L tue‘ о '= 1 Д ...,л о . 
i=i
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Если последовательность базисных векторов представить в виде со­
ставного вектор а-столбца е = (е, е2 ... ev) размером N  х 1, элементами 
которого являются базисные векторы, то последнее равенство можно 
записать в следующей матричной форме:

ё = Т'е. (2.5)

Евклидовы пространства являются унитарными, поскольку в них 
определена бинарная операция, называемая скалярным произведением 
двух векторов х и у. Пусть координаты этих векторов в общем базисе 
{е} равны соответственно (.v,, а*2 ,..., х v ) и (у{, у 2,..., y N). Тогда их 
скалярное произведение будет равно [36, с. 429]:

( X } N Л
(х,у) = х'у = 2 > -е1

li=l W-i J
N N N N

/ = I j = I / = 1 j =1

Входящие сюда скалярные произведения базисных векторов 
(е,, t j ) образуют N  х N  -матрицу Р = [Ру] с элементами

Pij = (е/-е; ) = е;е> ( i , j  = l,2,...,N),
поэтому

(х, у) = ' Е И рцЪУ) = х 'рУ = р (х ' У)- 
/=| j . 1

Выражение (2.7) полностью совпадает с определением билинейной 
формы Р(х,у) [53, с. 145], которая представляет собой вещественную 
функцию двух векторных аргументов. При х = у эта форма называет­
ся квадратичной:

P(x,x)  = x Y x  = ' £ ' £ p lJxixJ. (2.8)
/=| i =I

Матрицу Р называют порождающей матрицей евклидова про­
странства, или его ядром, имея в виду, что она непосредственно свя­
зана с базисом пространства и порождает всевозможные билинейные 
и квадратичные формы. При Р = I скалярное произведение (2.7) будем 
называть простым, во всех остальных случаях -  обобщенным. Соглас­
но (2.6), элементы матрицы Р суть простые скалярные произведения 
базисных векторов.

(2.6)

(2.7)
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Определение (2.7) полностью удовлетворяет необходимым 
свойствам скалярного произведения в //-мерном евклидовом про­
странстве g N только в том случае, если N  х N  -матрица Р является 
симметричной и положительно определенной [31, с, 192]. При этом по­
ложительно определенная матрица Р порождает неотрицательные 
квадратичные формы, удовлетворяющие условию Р(х,х) >0, где знак 
равенства достигается только при .v, = .г2 = ... = .vv = 0. Имеется 
несколько признаков положительной определенности матрицы Р. 
Например, такая матрица положительно определена, если положи­
тельны все ее центральные миноры, т.е.

А 1 Pi 2 Pij
Рг 1 Pl2 Plj

Pfl РР- Pa

>0 (у =1,2,...,//).

Известно также [36, с.405], что матрица Р положительно определена, 
если существует такая матрица А, имеющая полный ранг, что 
Р = А'А. Если квадратные матрицы А и В положительно определены, 
то матрица Р = АВ тоже положительно определена.

Из определения (2.6) видно, что матрица Р непосредственно свя­
зана с базисом пространства £ Л и при фиксированном базисе опре­
деляется однозначно. Используя введенный выше составной вектор 
базиса е = (е(, е2, ..., , ее можно представить в виде матрицы Грама

Р = е е 'И ( е /1е,)] = [д / ].

При переходе к другому базису {е} = {е,, ё2,. . . ,ёд,} эта матрица, со­
гласно (2.5), принимает вид [36, с. 430]

р  = ёе' = Т'ее'Т = Т'РТ. (2 9)

Теперь, учитывая (2.4), (2.5) и (2.9), можно показать, что скалярное 
произведение (2.7) инвариантно относительно преобразовании базиса:

(х, у) = х Р у  = х '(Т 'РТ)у = хР у  = (х, у ).

Заметим также, что в силу невырожденности матрицы перехода Т 
матрицы Р и Р имеют один и тот же ранг.
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Во всяком //-мерном евклидовом пространстве существует орто- 
нормированный базис {ё} = {ё,,ё2,...,ё /У}, который имеет следующее 
свойство:

- - - [ 1 при / = /,
(ei’ej) = Pij= }п • • (2.10)J J [0 при / * j. v '

Примером может служить //-мерный декартов прямоугольный базис:

ё, = (1Д...,0), ё2 = ( 0 , 1 , . . . , 0 ) , ёд, = (0,0,...,1).

Согласно определению (2.6), ядро евклидова пространства в ор- 
тонормированном базисе (2.10) представляет собой единичную N x N  - 
матрицу Р =  I. Такие пространства называют ортонормированнььми и 
обозначают g N. В ортонормированном пространстве все скалярные 
произведения -  простые. Переход из пространства в пространство 
£ 'v означает преобразование базиса {е} = { е р е ^ , . . . ^ } в ортонорми- 
рованный базис {ё} -  , ё2,...,ёЛ-} по формуле (2.5) и соответствую­
щее переопределение координат всех векторных элементов про­
странства в новом базисе ё по формуле (2.1). Ортонормирован- 
ный базис задает //-мерную прямоугольную систему координат, в то 
время как система координат, задаваемая произвольным базисом, в 
общем случае является косоугольной. Действительно, угол ср между 
базисными векторами в общем случае равен [31, с.87]

(ер еу) Pijcoscpij  -------------J---------  -----
л/(е. 'е/)>/(е;*еу) JPllP]/ ' 

откуда при условии (2.8) получаем ср̂  = п / 2 .  Выражение

_____  _____ (N ЛГ Vй
|x | = V(x,x) = V xP x= Y,Y,Pijx<xj

{>=u=i ;

назьшается обобщенной евклидовой нормой элемента х евклидового 
пространства g N. В ортонормированном пространстве квадра­
тичная форма (2.8) принимает канонический вид

Р(х,х) = '£.х?,
ы I

а норма
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||х|| = -Jxf + xl+ ...+x2N

приобретает геометрический смысл длины вектора.

§2. Метод максимального правдоподобия

Рассмотрим серию данных наблюдений как //-мерную
выборку случайного вектора 1. Предположим, что каждая из величин 
/, имеет нормальное распределение вероятностей с плотностью [36,

которая зависит от измеренных значении величины и двух пара­
метров -  математического ожидания и дисперсии а?. Плотность 
вероятности совместного распределения некоторого множества изме­
ряемых величин (компонент случайного вектора I = (/|,/2,- .м ^ ))  на­
зывается N-мерным нормальным распределением [38, с. 50]

где г -  1 -  с есть вектор центрированных случайных величин гх = 1г -  сп
Qn = \-4ij]= £{Г|,/} 0’,У = невырожденная положительно
определенная ковариационная матрица этих величин. В развернутом 
виде формула (2.11) имеет вид [36, с. 583]

Функцию L принято называть функцией правдоподобия. Если мат­
рица Q „ задана а priori, то эта функция зависит от N  измеренных 
величин 1 = (/р/2..--,/л0 и N неизвестных параметров с = (с1,с2,...,сл,). 
Если вместо ковариационной матрицы Q „ известна безразмерная 
весовая матрица

с.575]

(2.11)

где -  элементы матриц Q „ и Q j  соответственно.
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то функция правдоподобия принимает вид

Д 0 =  I------„ , ехР 1 ~ ^ г г'Рглг Г. (2.13)

где (М + 1)-й параметр Oq называется дисперсией единицы веса, так как 
при Prr = I имеем Q rr -  cjqI. Значения параметров этой функции счи­
таются наиболее правдоподобными, если они доставляют ей максимум. 
Легко показать, что эта функция достигает максимума одновременно 
со своим натуральным логарифмом

In L = ~ l n ( 2 n )  -  ̂ ln (a j)  + iln(det Р ;1) -  г'Р„г.
2 2 2 2а5

Из этого выражения видно, что при любом фиксированном значении 
дисперсии erg максимум функции In L достигается при условии ми­
нимума квадратичной формы

R = r’Q-'r = \  r'P„r = 5  = min. (2.14)
a;О

Это означает, что параметры с = и дисперсию ctq м о ж н о

оценивать раздельно.
Астрометрические наблюдения всегда косвенные, так как искомые 

параметры z связаны с непосредственными данными измерений 1 не 
прямо, а с помощью линейной модели вида (1.4) (см. §1 гл.1)

1 = C z + r . (2.15)

Здесь 1 = (/,•) -  N x  I-вектор данных (/ = 1,2,..., iV), z = (zy) -  wx l -
вектор неизвестных параметров ( j  = 1,2,...,т ) , C = [c(J] -  известная
N х т -матрица частных производных вида cfj = dlL / dzj, г = (>*■) -
N х 1-вектор квазислучайных невязок с матожиданием £{г} = 0. М ат­
рицу С принято называть матрицей плана. Будем считать, что все ее 
столбцы линейно независимы и, таким образом, ранг этой матрицы 
равен т, что можно записать в виде гапк(С) = т.
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Таким образом, благодаря модели (2.15) задача оценивания N  
параметров с = (c{ic2}...,cN) переходит в задачу оценивания т пара­
метров z = (z,,1 2 ,...,!^ ). Если эта модель полная, то вектор c = Cz 
представляет собой матожидание вектора 1, так как

Нам необходимо найти такие оценки z параметров модели (2.15), 
которые удовлетворяли бы этому условию. Для раскрытия экстре­
мума функции S(z)  воспользуемся правилами векторного дифферен­
цирования [45, с. 73]. Пусть z, b -  векторы-столбцы длиной т ,  А -  
/их w -матрица. Поскольку производная функции / ( z) есть вектор- 
столбец

Последнее равенство справедливо, если А -  симметричная матрица. 
Используя эти соотношения, находим необходимое условие экстре­
мума

Условие минимума квадратичной формы S  означает, что матрица

должна быть положительно определена.
Выражение (2.17) представляет собой матричную запись так на­

зываемой нормальной системы уравнений. Будем иногда использовать 
и более краткую запись этой системы

£{1} = £{с + г} = с = Cz,

и поэтому условие (2.14) можно переписать в виде

S  = min{(l' -  z 'C ')P„(l -  Cz)}.

df ( z ) /dz  = (df  / dzt, d f /dz2,...,d f !dzm),
TO

— (b'z) = —  (z'b) = b, — (z'z) = 2z,
dz dz dz

— (b'Az) = A'b, — (z'Az) = 2Az.
(2.16)

dz dz

откуда имеем
(C'PrrC)z = C'P„1. (2.17)
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Wz = h, (2.18)
где

W = C'P„C, h = C'P„1.

Поскольку матрица Prr неособенная, a rank(C') = rank(C) = m, to  
w x m -матрица W имеет полный ранг (rank(W) = m)  и тоже является 
неособенной. На этом основании система (2,17) имеет единственное 
решение

z = (C,PfrQ _lC,P J  = W"‘h. (2-19)

Оценки невязок модели (2.15), очевидно, равны

г = 1-С £, (2.20)

откуда с учетом (2.19) получаем

г = 1-С (С 'Р ,гС )-| С'Р„1 =
= ( I -  U)l = (I -  U)(Cz + г) = ( I -  U)r, (2.21)

где введена N  х N -матрица

и  = С(С 'Р„С)-‘ С 'Р „ . (2-22)

Вычислим теперь /и х m -матрицу апостериорных ковариации 
оценок z :

D a  =

где е= = г -  ъ -  ошибки оценивания. Поскольку матрица W неособен­
ная, то

z= W-1Wz и z = W_1Wz, 

и поэтому, согласно (2.15), (2.20) и (2.21), имеем

ez = V r'C 'P„(Cz-Cz) = W_,CP„ ( r - r )  = W_'C'P„Ur.
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D .2 = W _lC'P„.U£{rr'}U'P„.CW -1 =

-  ctqW -1 = ao2(C'P„C)-' = (C Q -'C )-'. (2.23)

Диагональные элементы матрицы Drr = [tfy* ] являются диспер­
сиями оценок z = (Zj):

а определитель det D2Z иногда называют обобщенной дисперсией этого 
вектора. Кроме того, часто используют корреляционную матрицу

R .= = (Pyt) (j, k = i,2.....т), (2.24)
где

_ djk 

Pjt "

представляют собой апостериорные коэффициенты корреляции меж- 
ду оценками параметров Zj и гк .

С заданной вероятностью р можно утверждать, что истинные 
значения величин Zj лежат в пределах [38, с. 159]:

Z j e [ z j - y o j ,  Zj + y u j \  (2-25)

где Zj определяется формулой (2.19), а у есть 100(1—р )-процентный 
квантиль распределения Стъюдента fv-m.p с N - т  степенями свободы 
такой, что вероятность / >{|£А̂_т р I -  у }= Р-

Учитьшая (2.21)“ (2.23), получаем апостериорную оценку ковариа­
ций невязок г :

D „ = Е{Х'} = ( I -U )£ { rr '} ( I“ U)' = ( I - U ) Q „ ( I -  U )' =

(I -  U )Q „ = Q rr -  C (C 'Q ;;C )1 С' = Q „ - CDZZC'. (2.26)

Напомним, что если a priori задана только весовая матрица дан­
ных Р„, то для получения оценок апостериорных ковариаций
D,. и Ъ гг необходимо оценить величину дисперсии единицы веса CTq, 
введенную ранее формулой (2.11). Для этого опять воспользуемся
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методом максимального правдоподобия, т.е. минимизируем функцию 
InL по параметру Стд. Это дает уравнение

дсГл

Для того чтобы согласовать получаемую отсюда оценку ajj с уже 
полученными оценками параметров z , необходимо в правой части 
этого равенства вместо невязок г использовать их оценки г = 1 -  Cz. 
Тогда получаем

ст02 = (г'Р"г) = j - .  (2.27)
0 N N

Таким образом, формулы (2.19), (2.20), (2.23) и (2.27) дают полное 
решение проблемы оценивания параметров модели (2.15) методом 
максимального правдоподобия. Этот метод называют также методом 
наименьших квадратов.

§3. Приведение к модели равноточных данных

Изложенная выше теория МНК использует лишь самые общие 
свойства ковариационной матрицы данных Q rr, а именно ее неосо- 
бенность и положительную определенность. Это обстоятельство 
можно рассматривать как существенное обобщение классической 
теории МНК, которая предполагает, что матрица Qrr имеет диаго­
нальный вид

Q „= d iag (o?) (i = l,2,...,N). (2.28)

Согласно представлению (см. §1 гл. 1) r = u+s,  невязки г линейной 
модели данных (2.15) могут иметь полную (недиагональную) кова­
риационную матрицу Q „ = Q IW+ Q „. Эта матрица становится диа­
гональной только в том случае, если ошибки наблюдений и независи­
мы (не коррелированы) и в данных 1 нет скрытых систематических 
ошибок sf не учтенных моделью (2.15), т.е. когда эта модель является 
полной (см. §2 гл. 1). Поскольку ошибки наблюдений и, как правило, 
не коррелированы, то наличие внедиагональных ковариаций в мат­
рице Q rr говорит о наличии в данных 1 скрытых ошибок s и указы­
вает на неполноту принятой модели данных.

Рассмотрим особенности уравнивания полных моделей данных, 
имеющих диагональные ковариационные матрицы вида (2.28). Вве­
дем, согласно определению (1.17), весовую матрицу данных
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Р„ = a 02Q -' = diag(CTo /а ? )  = diag(A ) (» = 1,2,..., W), (2.29)

которая также является диагональной положительно определенной 
матрицей. Для нее можно определить правило извлечения квадратно­
го корня [38, с. 27]

Prr2 =diagC /ft). (23°)
поскольку

Р -  р |/2р |/2 (2.31)гг гг гг ' '

Умножая теперь обе части уравнения (2.15) на Р^2, получим экви­
валентную модель равноточных данных [38, с. 137; 4, с. 193]

f  = Gz + t, (2.32)
где

f  = p/!/2i, g  = р;;2с, t = p l,i2r. (2-33)

Действительно, принимая во внимание формулы (2.12) и (2.28)—(2.31), 
находим

Q „ = £ { tt'}  = p;;2£ { rr '} it/2 =

= P "2Q „ P "2 = * lK n v № 2 = сто!. (2.34)

что и означает равноточность нового вектора данных f. Все его эле­
менты имеют одинаковую дисперсию cjq и единичный вес, поскольку

Р„ = ctoQ h = I-

Таким образом, введенную ранее произвольным образом величи - 
ну ctq м о ж н о  идентифицировать с дисперсией ст2 равноточных вели­
чин t, имеющих единичный вес. Именно по этой причине ее принято 
называть дисперсией единицы веса.

Линейное преобразование (2.33) не меняет оценок параметров 
исходной модели данных. Действительно, нормальная система для 
модели (2.32) с ковариационной матрицей (2.34) принимает вид

(G 'G )z = G 'f ,
откуда находим

z = (G 'G )-1G 'f. (2-35)
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z=  (C 'P ^ P ^ Q -'C 'P ^ P ^ I  =

= (C'P„C)_I c'P ,,i = (c q ; ' c )-' c q ~‘i, (2.36)

что полностью совпадает с (2.19).
Таким образом, благодаря условию (2.28) становится возможным 

преобразование (2.23) полной модели неравноточных данных (2.15) в 
эквивалентную модель (2.32) равноточных данных. Но когда матри­
цы Q rr и Ргг не являются диагональными, такое преобразование не­
возможно, так как для них не существует операции извлечения квад­
ратного корня в смысле равенства (2.31). Предположим, однако, что 
существует какое-то другое эквивалентное преобразование модели 
(2.15) в (2.32) с помощью некоторой N  х N  -матрицы приведения S. 
Тогда вместо (2.33) имеем

f = SI, G = SC, t = Sr. (2.37)

Подставляя (2.37) в (2.34), получаем условие преобразования данных к 
единичному весу

SP^'S' = I. (2.38)

С другой стороны, условие несмещенности (2.36) оценок z дает 

(C 'S 'SC T1 C 'S 'S = (С 'Р„С )-‘ С 'Р„,
откуда следует

Р„ -  S'S. (2.39)

Легко показать, что если существует обратная матрица S"1, то 
оба условия (2.38) и (2.39), связывающие матрицы Р „и  S, совпадают. 
Действительно, в этом случае условие (2.39) можно записать в виде

( s - ' y p ^ s - ^ i ,

что совпадает с (2.38), так как

Г 1 = [(S “l) 'P f,S -‘r 1 = S P -‘S' = I.

С другой стороны, из матричной алгебры известно [46, с. 69-72], 
что Р„ как действительная симметричная положительно определен­
ная матрица допускает факторизацию методом квадратного корня, 
т.е. разложение на сомножители вида (2.39), где S -  верхняя треуголь­
ная матрица с положительными элементами на главной диагонали,
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S' -  транспонированная к ней матрица. Элементы матрицы S нахо­
дятся по формулам (алгоритм Холецкого)

3 1 = 7 я 7 . su = ^Ри~  Z 4  0  = 2,3.....m),

S\j = P\ j l s„ (;'=  2,3,..., ж),
Ы

si j = ( P , j - ' L skisk j ) / sn О  = 2,3,...,/и; i'= 2,3,...,_ /-1).
к =1

Легко заметить, что когда Ргг -  диагональная матрица, эти формулы 
дают S = Р//2, и разложение (2.39) принимает вид (2.31).

Таким образом, в случае полной невырожденной весовой матри­
цы данных операция извлечения квадратного корня (2.31) заменяется 
операцией факторизации методом квадратного корня (2.39), и мы 
приходим к следующему обобщенному определению для СКО едини­
цы веса:

crjjl = £{tt'} = Q„ = S ffrr 'JS ' = SQ„S', (2.40)

где t = S r -  равноточный вектор. Одновременно это доказывает, что 
(2.32) есть модель равноточных данных.

§4. Свойства МНК-оценок

Рассмотрим теперь наиболее важные свойства полученных в §2 на­
стоящей главы МНК-оценок.

(1) Условие (2.17) равносильно равенству

С'Р,гг = 0. (2.41)

Действительно, подставляя (2.20) в (2.17), находим (C 'P„C)z = 
= C 'P„(C z+ г), откуда непосредственно вытекает (2.41).

(2) Оценки z действительно доставляют минимум квадратичной 
форме (2.14), и поэтому условие ее минимизации является необходимым 
и достаточным.

Рассмотрим произвольный т х \  -вектор z, в качестве оценки па­
раметров z. Тогда он будет удовлетворять уравнениям (2.15) с невяз­
ками

Г| = I — Czj. (2.42)
Докажем» что
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Сопоставляя (2.20) и (2.42), находим

(r ,- r )  = C (i-z ,), Г| = f + C(z—z,),
откуда

Г,?,, Г, = (Г' + (Z- Z,)'C')P„(f + C(£-  2, )) = i'P„i +
+(z- Z| )'C'P„r +  r'P„C(z- Z,) +  (z -  Z,)'C'P„C(2- z,).

Так как Р,Л-  симметричная матрица, то, согласно (2.41), имеем 
С'Р„? -  0, г'Р„С = 0, поэтому

5I = 5  + ( r ,- f ) 'P „ ( r1- f ) .  (2-44)

Кроме того, матрица Р„ положительно определена, поэтому все по­
рождаемые ею квадратичные формы положительно полуопределены 
(см. §6 гл.1), т.е.

(ri- f ) 'P „ (ri-?)>0,

поэтому, согласно (2.44), находим Sx > 5, что и доказывает (2.43).
(3) Оценки г являются асимптотически несмещенными. 
Действительно, согласно (2.16), имеем

£{z} = (C'P„C)-,CP„£{I} = z.

(4) Оценки z представляют собой случайный нормальный т-мерный 
вектор с плотностью распределения вероятности

Ц  Z) = . — 1 ехр{— х— (г' -  z ')W j.(z -  z)l, (2.45)
yj(2n)m a o'" det W^1 [ 2а  ̂ J

где z = E{z}, Wz, = croDJzl -  апостериорная весовая матрица оценок z.
Согласно (2.19), оценки z являются линейной (векторной) функ­

цией данных 1. В §1 настоящей главы мы условились, что эти данные 
представляют собой /^-мерный нормальный вектор. Там же мы при­
няли считать, что гапк(С) = т, где т -  длина вектора параметров z. 
Если можно доказать, что матрица Н линейного преобразования 
z= Н1 имеет тот же ранг mt то это означает, что z нормально рас­
пределен с плотностью (2.45) и является невырожденным /и-мерным 
вектором [38, с. 51-55). Действительно, согласно (2.19), матрица этого 
преобразования равна
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Н = (С 'Р„С )-, С 'Р„ (2.46)

откуда видно, что гапк(Н) = т, так как Р„ -  неособенная матрица.
Теперь остается показать, что апостериорная весовая матрица 

W,, положительно определена. Поскольку априорная весовая матри­
ца данных Р„ всегда положительно определена, то она может быть 
факторизована, т.е. представлена в виде произведения двух взаимно 
транспонированных матриц (см. формулу (2.39)), поэтому

Так как N  х N  -матрица факторизации S является неособенной и 
положительно определенной, то rank (Y) = rank(SC) = rank(C) = m, и 
тогда

Выражение (2.48) представляет собой определитель Грама в орто- 
нормированном евклидовом пространстве £ т , поскольку он состав­
лен из скалярных произведений (уу, Ух-) с единичной весовой матри­
цей. В линейной алгебре доказывается [38, с.32], что такой определи­
тель всегда положителен. Но его порядок до сих пор не был ничем 
ограничен, поэтому можно утверждать, что будут положительны все 
центральные миноры матрицы W2Z, а значит (см. §1 наст, гл.), эта
матрица и обратная ей матрица D ^ a g W ^ 1 будут положительно 
определенными.

(5) Оценки z являются наиболее точными в классе линейных несме­
щенных оценок.

Предположим, что кроме МНК-оценки z = HI вектор параметров 
z имеет еще какую-либо линейную несмещенную оценку z = И  с ко­
вариационной матрицей D.,. Докажем, что разность ковариацион­
ных матриц этих оценок есть неотрицательно определенная матрица, 
т.е. Dzz - D zz > 0. Обозначим Н = Н + Х, тогда, согласно определению 
ковариаций, имеем

W„ = С 'Р„С = (SC)'(SC) = Y'Y. (2.47)

G = det Wzz =det(C 'PrrC) = det(Y'Y) = 

(У1.У1) (У1.У2 ) (yi.y«)
= (У2 -С|) (У2 .У2 ) (У2 .У*) >Q (2.48)

(У m ’ УI ) (y « .y 2) -  (Уш.Уш)
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D „ = E{ii '} -  (Н + Х)£{1Г}(Н + Х)' =
= DZ2 + XQrrH' + HQ„X' + XQ„.X'. (2.49)

Кроме того, для любой несмещенной оценки имеем равенства

z = HI = H(Cz + r), Е {i} = z = НС£ {z} + Н £ {г} = HCz,

откуда имеем
(H C -I)z  = 0, или НС = 1

и поэтому
ХС = (Н -Н )С  = Н С -Н С =  1 -1  = 0.

Учитьшая теперь выражения (2.12) и (2.46), имеем

XQ„H' = X Q rrQ ^ C ( C Q - J C ) 1 = X C ( C Q - J C ) ] = 0,

HQ,,X' = (CQ -'C)-'(XC)' = 0.

Подставляя (2.50) в (2.49), находим

DZZ = DZI + XQ„X'.

Но поскольку матрица Qrr по условию положительно определена, то 
при любой матрице X произведение XQ„X' есть неотрицательно 
определенная матрица, что и доказьюает свойство (5).

(6) Вектор невязок г = I -  Cz длиной N является независимым от 
вектора z вырожденным нормальным вектором, имеющим только N -m  
независимых компонент.

Согласно (2.21), имеем

? = (I-U )1 . (2.51)

Здесь N  х N  -матрица U, введенная формулой (2.22), и вместе с ней 
матрица (I -  U) являются идемпотентными, так как обладают свой­
ством

U 2 = UU = U, ( I - U ) 2 = I -2 U  + U2 = ( I -U ) . (2-52)

Кроме того, имеем также [45, с. 43]
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Определим теперь ранг матрицы U. Учитывая, что UC = C, а 
гапк(С) = т, по теореме перемножения рангов [38, с.31] получаем

т = гапк(С) < mm{rank(U),rank(C)} =mm{rank(U),m},

т.е. rank(U)>/>7. Но по той же теореме с учетом (2.22) имеем 
rank(U) < гапк(С) = т, поэтому окончательно rank(U) = т. Тогда, 
согласно (2.53),находим

откуда и следует, что вектор невязок ? длиной N  является вырожден­
ным (N  -  w )-мерным случайным вектором.

Заметим также, что N  х N  -матрица апостериорных ковариаций 
вектора невязок D rr является вырожденной, и поэтому оценки невя-

Но, согласно (2.54), идемпотентная N х //-матрица ( I - U )  имеет не­
полный ранг, равный (N -  т), и всегда является вырожденной, а это 
значит, что и матрица Drr тоже имеет неполный ранг и потому тоже 
всегда вырождена.

Для доказательства независимости векторов г и г  необходимо 
убедиться, что £{rz'} = 0. Принимая во внимание (2.19), (2.21), (2.22), 
(2.46) и (2.51), находим

(7) Апостериорная оценка дисперсии единицы веса (2.27), полученная 
методом максимального правдоподобия,

является смещенной. Несмещенная оценка этой величины имеет вид

ra n k (I -U )  = N - m , (2.54)

Е{ Ъ' )  = (I -  U)£{11'}W' = (I -  U )Q „P„C (C 'P„C )-' = 

= a ^ Q C 'P ^ C ) -1 -  С(С 'Р„С)-1 С'Р„.С(С'Р,.,С)_| ] = 0.

N - т  N -  т'
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где т = гапк(С).
Причина смещенности оценки (2.55) заключается в том, что оцен­

ки невязок г , определяемые формулой (2.21), в отличие от их истин­
ных значений г представляют собой вырожденный вектор размерно­
стью ( N - m ) .  Это значит, что из N  компонент вектора ? только 
( N - m )  величин являются независимыми, а остальные можно пред­
ставить их линейной комбинацией. Используя (2.21), (2.22), (2.32),
(2.37) и (2.39), имеем

представляет собой идемпотентную матрицу размером N x N . Оче­
видно, что матрица ( I - Z )  также идемпотентна. Поскольку, согласно
(2.37), t есть //-мерный вектор независимых равноточных случайных 
величин, то, согласно теореме о распределении квадратичных форм 
[45, с. 164], квадратичная форма (2.57) имеет %2-распределение с чис­
лом степеней свободы, равным rank(I-Z) = N  -rank(Z ). Учитывая, что 
S -  неособенная положительно определенная матрица ранга N, ви­
дим, что произведение матриц (SC) имеет ранг ш, поэтому, рассуждая 
подобно тому, как это делалось в отношении матрицы U при доказа­
тельстве свойства (6), убеждаемся, что rank(Z) = т. Вводя понятие 
ранга квадратичной формы [38, с. 38], равного числу степеней сво­
боды распределения, получаем

?T „f = r '( I - U ') P „ ( I - U ) r  =
= г'Ргг(1 -  U)r = t't -  t'Z t -  t '( I  -  Z)t, (2.57)

где
Z = (S Q (C 'P „C )-‘ (SC)' = (S Q [(S Q '(S Q ]4  (SC)'

rank(r'P„r) = ran k ((I-  U ')P„(I -  U)) = N -  m. (2.58)

Согласно определению распределения xl  [1, с. 93-94] с к степенями 
свободы, имеем Е{х \ } = сг̂ /с, поэтому, полагая к = N - т ,  находим

£{r'P,,r} = cr||(W-m).

Определим теперь матожидание оценки (2.55):

Е{#} = -£ { ? 'Р „ г>  = а
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откуда видно, что оценка s0 является смещенной. Несмещенная оцен­
ка равна

-2 N  -2стп =о -  т ; °оN - т N - m

Доверительный интервал для этой оценки имеет вид [1, с. 167]:

<7о 6 2 ’ 2 
X i-р X 1+рN-m ,—-  N -т .—-

V 2 2 )

где x la  _ квантиль распределения %2 с числом степеней свободы /с,

определяемый равенством Р {у\ > X* а } = а *
Квдратичную форму (г'Р„г) можно вычислить, не зная невязок г  

Используя равенства (2.18) и (2.41), находим

г'Р„г = (z'C ' -  l')P„(C z-1) = z'C'P„Cz + ГРгг1 -  l'PrrC z- 
-z 'C 'P rrl = z'Vz + rP rrl-z 'V z -z 'V z  = rP rrl-z 'V z =  l'Prrl-z 'h . (2.59)

§5. Двухгрупповой метод наименьших квадратов

Рассмотрим двухгрупповую модель данных (1.18)

1 = Ах + By + г. (2.60)

Вводя блочную матрицу плана С = [А В] и составной вектор пара­
метров z = (x,y), эту модель можно привести к общему виду (2.15), 
поэтому нормальную систему уравнений можно представить в общем 
виде (2.18)

W z= h, (2.61)

в виде блочной структуры

W,/ X V
Wrx w „ . _У_ Л .

и в форме системы двух матричных уравнений
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где

W „x + Wx,y = hx, 

W ^x  + W ^ f c , ,

h v =A'P„l,  h v =B'P„I,

Wxv = A'P„A, WA7 = w;.v = A ’P„B, W,,,, = B'P„B. 

Решение уравнения (2.62) имеет вид

(2.63)

(2.64)

X W 1- I V
.У. w „ , W

УУ _ Л .
Согласно правилам обращения блочных матриц [36, с. 666], имеем

(2.65)

г<ХL. 
. V ,,

г>К
\

ЕГ —
1

У ,* —1 _h,J

где
V = rw  - W  W -1W Г 1 V = - W -lW Vхх \ *wxx Т¥ху уу у х ) » ух TJy y TJy x Txx* (2  6 6 )
V -  (W - W  W_IW Г 1 V = - W _lW Vу у \ УУ ух хх ху J » w XV XX xv у у

Очевидно, что матрица апостериорных ковариаций определяемых 
параметров в этом случае равна

Dzz = a 02W -I = a jV «  = 5 02
V Vт хх wху
V V

Ух  У У

(2.67)

где дисперсия единицы веса вычисляется по общей формуле (2.56)

5л -7
ап =■

в которой
N  -  (ш + п)

S  = г'Р„г = 1'РГГ1 -  х'ЬЛ -  y'hr

(2.68)

(2.69)

Будем считать, что векторы параметров х и у состоят из m и п 
компонент соответственно, так что составной вектор z имеет длину 
(w + п). Тогда из формул (2.65) и (2.66) видно, что обращению подле­
жат матрицы порядка m и л, в то время как прямое решение системы
(2.65) требует обращения матрицы V размером (w + n )x(m + ri). Из
(2.65) имеем
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i  = V* A  + v * A v  

у = Vy*K + Vv A -
(2.70)

откуда после громоздких матричных преобразований с использова­
нием (2.66) и матричного тождества [40, с. 93]

(A + BCT'D )'1 = А-1 -  A-IB(DA-IB + C)_IDA"1 (2-71)

находим
(w „v - w , vw ; ;w M)x = hx -  w A,w - 'h r  { 9

( \v w. -  w ^ w ; ‘w t>,)y = h , -  w vxw ; > x .

Впрочем, эти формулы проще получить способом исключения 
параметров. Например, умножая первое из уравнений (2.63) слева на 
матрицу W"A 1, находим х = W~4!hA. -  W “4!Wvry. Подставляя затем это
выражение во второе уравнение (2.63), находим второе выражение в 
(2.72). Аналогичным образом получаем и первое выражение. Форму­
лы (2.72) носят название метода исключения. Они употребляются, 
когда необходимо найти только один из векторов х или у , не вычис­
ляя другого.

Введем теперь более простые обозначения:

F = W „, G = W,r  Н = \¥ д>„ f = hx, g = hr

Тогда, согласно (2.65)-(2.66), нормальная система (2.62) и ее решение 
примут вид

(2.73)
F H1r*i f

H' <=Jk _g_

X ' F H -i "f‘

.У. H' G _g_

(F -  HG”lH ')_l - (F -H G -'H T 'H G -1 
-(G -  H'F_IH)_I H'F-1 ( G -H 'F 'H ) - 1

или
x = ( F -  H G -'H ')-1 (f -  H G 'g ) ,

у = (G -  H'F_1H)_I (g -H 'F ~ ‘f ).

(2.74)

(2.75)
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Тот же алгоритм исключения можно построить по схеме прибли­
жений. Найдем из первого уравнения (2.76) предварительное значение 
вектора х:

х 0 = F - 'f . (2.76)

Тогда из второго уравнения той же системы имеем окончательное 
значение вектора у:

у = (G -  H'F-IH )“‘ ( g -  Н'х0) (2-77)

и, наконец, опять из первого уравнения (2.76) с учетом (2.73) находим 
уточненный вектор х:

х = х 0 -  F~‘Hy. (2.78)

Что касается апостериорных ковариаций определяемых пара­
метров, то они находятся с использованием базовых формул (2.67)-
(2.69):

D ,x = 5 X  = ®o(F -H G -'H T 1.
D ^ a g V ^ a ^ G - H 'F - 'H ) - 1,

Dx, = о 0Ч ,  = -D „ H G  - ', (2.79)

Qq = S / ( N  - m -  n)}

I P „ ! - x f - y g .

§6 . Неполные модели данных

Рассмотрим проблему влияния скрытых систематических ошибок 
моделей данных на МНК-оценки определяемых параметров. Пусть 
полная модель некоторой совокупности данных имеет вид

1 = Ах + By + г, (2.80)

где г -  случайный вектор некоррелированных невязок с нулевым мат- 
ожиданием и диагональной весовой матрицей Ргг. Будем теперь счи­
тать, что часть этой модели b = By нам неизвестна и представляет 
собой скрытую систематическую ошибку. Это значит, что для 
отыскания оценок параметров х мы пользуемся вместо (2.80) непол­
ной моделью

где
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представляет собой вектор невязок с матожиданием, равным Ь. Если о 
существовании ошибки Ь нам ничего не известно, то мы вынуждены 
использовать весовую матрицу Frn и тогда по формуле (2.19) получа­
ем следующую приближенную МНК-оценку искомых параметров х:

х0 =(А'Р„А)-1А'Р„1. (2-83)

Между тем если бы модель систематической ошибки b = By была 
известна, то, применяя метод исключения (см. §5 гл. 2), мы могли бы 
найти по формулам (2.72) истинную оценку

X = (Wx,  -  w ^ w ;;w ,„  Г 1 (ЬЛ. -  w ^ w -* h ,),

которую с помощью формул (2.64) и (2.71) можно представить в виде

х = (А'Р„А)-'А'Р„(1-Ь), (2.84)

где Ь = Ву -  соответствующая оценка систематической ошибки Ь. Эту 
формулу с учетом (2.83) можно записать как

х = х 0 -  Дх0,
где

Д*0 = (А'Р„А)-‘А'Р„Ь (2.85)

представляет собой смещение Лх0 = х 0 -  х приближенной оценки 
(2.83) относительно истинной (2.84). Это смещение равно нулю, если

А'Р„Ь = (А'РггВ)у = 0, (2.86)

т.е. когда систематическая ошибка отсутствует (Ь = 0 ) или когда па­
раметры ее линейной модели b = By не коррелирует с параметрами 
модели а = А х , так как в этом случае будет выполняться прибли­
женное равенство А'Р„В ̂  0.

Ю .И.Маркузе [39, с. 56-57] вывел условие, при котором смещение 
Дх0 вследствие наличия неучтенных систематических ошибок данных 
оказывается максимальным. Запишем выражения для невязок полной 
и неполной моделей данных (2.80) и (2.81) соответственно:
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? = 1 -  Ах -  b = 1 -  А(А'Р„А)-‘ А'Р„1 + А(А'Р„А)-' A P „ b  -  b, 

w = I -  A x0 = I -  A(A'P„A)_I A'Pf,l.

Выясним теперь, при каких b , кроме тривиального случая b = 0, эти 
невязки будут одинаковы. Вычитая указанные выше равенства и при­
равнивая результат нулю, находим

w -r= b -A (A 'P „ A )_lA 'P„b= 0, (2.87)
ИЛИ

( I - U ) b  = 0, (2.88)

где U = А(А'Р„А ) -1  А 'Р„ -  идемпотентная N х N -матрица, поскольку
U2 = U, причем ее ранг равен т -  числу независимых столбцов мат­
рицы А (см. формулу (2.54)). Ранг N х N  -матрицы ( I - U )  равен 
(N -  т), и поэтому она всегда является вырожденной. В этах условиях 
уравнение (2 .8 8 ) допускает множество решений, которые можно пред­
ставить в виде b = Xd т где X -  N  х т -матрица, которую нужно опре­
делить так, чтобы выполнялось равенство (2 .8 8 ), a d -  произвольный 
т х 1 -вектор [39, с. 57]. Легко убедиться, что X = А , так как именно в 
этом случае равенство (2 .8 8 ) выполняется при любом d:

(I -  U)b = (I -  А( А 'Р„А )-‘ A'P„)Ad = (А -  A)d = 0.

Таким образом, при b -  Ad невяэки неполной модели w оказы­
ваются равными г -  невязкам полной модели, а это значит, что 
ошибка b полностью вошла в оценки х 0, которые поэтому оказы­
ваются максимально смещенными. И наоборот, эти оценки будут 
несмещенными, если невязки удовлетворяют равенству (2.82), т.е.

w -  г = b -  А(А'Р„А)"‘ А'Р,,Ь = Ь, (2-89)

откуда опять получаем условие несмещенности (2 .8 6 ).
Рассмотрим теперь случай, когда систематическая ошибка b и ее 

линейная модель остаются неизвестными, но зато известна автокова- 
риационная функция сь(к) этой ошибки. С помощью зтой функции 
мы можем построить теплицеву ковариационную матрицу вида

Q * * = M  q>j = cb( \ i - j \ )  ( i J  = U .. . ,N ) ,  (2-90)
или
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с(0 ) с( 1) С( 2) • . c(N
с( 1) с(0 ) с(1) • ■ c (N -2 )

Qw - с(2) с(1) с(0 ) • ■ c(N -  3)

c ( N - l )

"—S
СЧ1 c (N -3 )  ■• «О)

откуда видно, что значения функции сь(к) N - 1) образуют
диагонали этой матрицы. Если теперь воспользоваться весовой мат­
рицей

P . . = ^ ( Q „  + Qw r 1, (2-91)

то из неполной модели данных (2.81 >-(2.82) получим еще одну оценку

Х| = (А 'Р^А )"1 A 'P ^ l.  (2.92)

В главе 4 будет показано, что именно такую оценку параметров 
дает метод средней квадратической колпокации, в предположении, что 
ошибка Ь является стохастическим параметром с ковариационной 
матрицей Qbb, причем эта оценка оказывается несмещенной относи­
тельно х , так как ее можно представить в виде

x l =(A 'P frA )- lA 'P „ ( l-b ) ,  (2-93)

что полностью совпадает с (2.84). В этом выражении b есть коллока- 
ционная оценка ошибки Ь.

Покажем некоторые свойства этой оценки на примере фиктивных 
данных с моделью (1.33), уже рассмотренной в §4 гл. 1, а именно

Vi)s = ^ c o s 6 J.+ ^ + ( iv j)J (/ = 1,2,..., N). (2.94)

Будем на этот раз считать, что ошибки этой модели w кроме шума г 
содержат еще и скрытую систематическую компоненту Ь. Пусть для 
определенности эта компонента имеет вид синусоиды с единичной 
амплитудой, неизвестной частотой со и случайной фазой cpf , меняю­
щейся от серии к серии. Тогда ошибки модели (2.94) можно записать в 
виде

Ovi)j = ( ' i ) ,+sm (“ *i +<PJ) (s = l,2,...,m). (2.95)

Полагая, как и раньше, 0 , = 0 ( / - l ) / ( N - l ) ,  г{ ~оУ(0,1), задаваясь 
частотой со и считая случайную фазу ср, равномерно распределенной
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в интервале [0 , 2 я ), вычислим по формуле (2.95) вектор =(»v/)i. и 
составим для каждой серии 5  свою систему параметрических уравне­
нии вида

Ю ,  = * ,со 8 0 ,+ ^  (/ = 1,2,...АО. (2.96)

Количество наблюдений в каждой серии принято равным N  = 100, 
а количество серий -  т = 50. МНК-оценки параметров xs и ys находи­
лись в двух вариантах: с единичной весовой матрицей Pmv -  Prr = 
= a oQrr =1 и полной весовой матрицей Vww =CTq(Q^ + Qaa)"1. Здесь 
Qbb -  теплицева ковариационная матрица ошибки Ь, определяемая 
формулой (2.90) с помощью автоковариационной функции этой 
ошибки, которая, очевидно, равна cb(k,cо) = -̂cosco/c и зависит от час­
тоты со. Для всех серий было принято одинаковое значение частоты 
со = 2п / N. Результаты численного моделирования (коэффициент кор­
реляции рлу, СКО параметров о х,а у и СКО единицы веса а 0) для
двух типов весовой матрицы Pmv и разных значений угла 0 пред­
ставлены в табл. 2 . 1 . Оценки же самих параметров уравнений (2.96) 
(истинные значения которых тождественно равны нулю) показаны на 
рис. 2 .1  в виде регрессии 'у = /(.* ).

Эти данные наглядно показывают, как с увеличением угла 0  па­
дает корреляция между искомыми параметрами (прямая регрессии 
“ложится” на ось абсцисс). Однако при всех 0  заданная точность 
измерений (ст0 = 1) правильно оценивается только в случае использо­
вания полной весовой матрицы Ри,н, , хотя при этом СКО оценок ис­
комых параметров оказываются значительно большими, чем при 
единичной весовой матрице Рии. = I. Но, как видно из рис. 2.1, сами 
оценки параметров при полной весовой матрице более достоверны, 
так как их разброс существенно меньше. Объясняется это тем, что 
при единичной весовой матрице систематическая ошибка (2.95), 
имеющая нулевое матожидание и случайную фазу, может сильно воз­
мущать оценку параметра х  и даже смещать ее среднее, если ограни­
чить диапазон флуктуации фазы этой ошибки, в то время как при 
полной весовой матрице эта возмущения практически исчезают.

Таким образом, при неполной модели данных, т.е. при наличии в 
них немоделируемых систематических ошибок, формальное примене­
ние традиционного МНК, использующего только диагональные ве­
совые матрицы, как правило, приводит к недостоверным оценкам 
определяемых параметров и к завышению их точности. Иначе говоря,

• традиционный метод наименьших квадратов дает несмещенные 
оценки параметров только для полных моделей данных.
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Рис. 2.1. Регрессия оценок параметров модели (2 .8 8 ) при 0  = я / 4 , 
я / 2 , Зл /4 , тг последовательно сверху вниз (слева матрица Р ^  -  еди­
ничная, справа -  полная).
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Таблица 2.1. Точность оценивания для неполных моделей данных

рН-И' Единичная Полная
0 я /4  я /2  З я /4 я /4  я /2  З я /4

Р ХУ 

° х  

°У

-1.00 I -0.90 | -0.47 I 0.00
1.31 | 0.37 | 0.21 | 0.16
1.18 | 0.26 j 0.13 I 0.11
1.16 1.16 I 1.15 I 1.15

-1.00 | -0.96 | -0.67 | 0.00
1.79 | 0.52 | 0.30 | 0.25
1.61 | 0.35 | 0.13 | 0.10

1 .0 0  | 1 .0 0  1 .0 0  1 .0 0

Если модель данных заведомо неполная, а предполагаемая систе­
матическая ошибка не поддается линейному моделированию, т.е. 
является случайной функцией, то требуется переходить к стохасти­
ческому моделированию и применять метод средней квадратической 
коллокации (СКК). Задача априорного оценивания ковариационных 
функций типичных немоделируемых случайно-систематических оши­
бок астрометрических наблюдений будет рассмотрена в главе 7 .

§7. Нелинейный метод наименьших квадратов

Иногда предварительные значения параметров p0J бывают известны
настолько грубо, что частные производные данных по этим парамет­
рам Су = (dl/ldpj) в точке pj = p0j , образующие элементы матрицы
плана С (см. §1 гл. 1), оказываются недостаточно точными, а значит, 
неточной оказывается и вся линейная модель данных типа (1.4).

Полный дифференциал непрерывной дважды дифференцируемой 
функции нескольких аргументов у = можно предста­
вить отрезком ряда Тейлора [4, с. 117]:

где

w df  d f  dv = —  + ——+ *
1! 2!

df . d f . df 
df -  —  dpx + - — dp2 + --- + - — 

dPi dp2 dpm

,2 r f  ^ j  d w d
d f -  —  <ф ,+  — ф 2 + ---+-г~

\дР\ P2 dPn

- Фт

\ 2
dPm

)
/ •

Здесь все производные и значения самой функции вычисляются в точ­
ке Р0 = {Д)1, А/иЬ Переходя в этих формулах к конечным прира-
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щениям dy, ~ Aj'j = yi(P )-y ,(P 0) = dp;?* p j - = Zj и принимая
во внимание, что

с = дА  M l ... M l 
. др\ dpi дрт

есть строка матрицы плана С, получаем нелинейную модель данных

t - Z - 3 1f i i P j
h  + - У У

lU fcd p jd p b
= c;*+^* 'G ,z, (2.97)

где G, = [ gjk ], -  м х и  -матрица Гесса с элементами

m m  ft. f
e> = zz/f-;=i x=i dPjdPk

Если обозначить ^ = ^ z /Giz и ввести вектор Ь = (6Д  то нелинейная 

модель может быть представлена в следующей матричной форме:

1 = Cz+ Ь + г,

которая отличается от (1.4) только наличием в правой части вектора
Ь, элементы которого квадратично зависят от искомых параметров z.

Будем трактовать вектор b как неизвестную систематическую 
ошибку линейной модели данных, тогда, как показано в § 6  гл. 2  (см. 
формулу (2.76)), несмещенная оценка параметров такой модели будет 
равна

i  = (С'Р,ГС)-' С'Р„(1 -  b) = z0 -  <P(Z), (2.98)

где введена вектор-функция

Ф(2) = ( е р „ с ) - 'с 'р гл

Уравнения типа (2.98) решаются методом простых итераций (36, с. 
653]:

Z/.+I = 2 0 + ф(£„). (« = 0,1,2,...), (2.99)

причем в качестве начального приближения естественно выбрать 
оценку
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z0 = (C 'P „C )-, C'P„1,

соответствующую линейной модели. Тогда процесс (2.99) принимает 
вид

где Ь„ -  оценка N  х I -вектора ошибки линейной модели, элементы 
которого равны

для всех точек zj и ък из некоторой области Ю т-мерного линейного

пространства £*, и если эта область содержит все оценки итерацион­
ного процесса (2 . 1 0 0 ) и все точки г , удовлетворяющие неравенству

для каждого значения п> 1, то приближения (2 .1 0 0 ) сходятся к неко­
торому решению z уравнения (2.98), которое удовлетворяет нера­
венству (2.101) и является единственным в Ю. Правая часть нера­
венства (2 .1 0 1 ) дает верхнюю грань ошибки п-го приближения.

В задачах аппроксимации данных наблюдений нелинейными мо­
делями (см. гл. 7) вместо изложенного выше метода простых итераций 
чаще используется градиентный алгоритм нелинейного метода наи­
меньших квадратов, подробно описанный в [77, с. 540-547]. Здесь 
данные наблюдений V, (/ = 1, 2 ,. . . , / /)  аппроксимируются нелинейной 
модельной функцией у=  / ( л ,р ) таким образом, чтобы оценки пара­
метров р = (р{, р2,..., рт) доставляли минимум функционалу

i „ +1 = z0 -(C 'P „ C )- | C'P,rb„ (п = 0,1,2,...), (2 .100)

Если существует такое положительное число М< 1 , что

(2.102)

где CTj -  CKO данных у,. Поскольку функционал х2 (р) является 
нелинейным, то его разложение в ряд Тейлора в окрестности точки 
п-го приближения р„ = (рпХ, рп2%..., рпт) аналогично (2.97):
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(2.103)

Здесь r/I+i = X2 (Pw+i)“ X2 (Pw) -  приращение функционала (2.102)
вследствие приращения параметров = ри+1 -  р/; на (л + 1)-м шаге 
итераций, dn -{d j )ti ( j  = 1,2 , . . . ,m) -  вектор первых производных, а 

D„ = ]„ -  матрица вторых производных этого функционала в точ-

В области минимума функционала (2.102) его приращение (2.103) 
минимально, поэтому, согласно (2.16), имеем

Поскольку d /1 = Vx2 (p„) есть градиент функционала (2 .1 0 2 ), то, со­
гласно формуле (2.104), каждое новое приближение параметров ря+1 

выбирается в направлении, противоположном направлению этого 
градиента, что и обеспечивает быструю сходимость итерационного 
процесса к минимуму функционала.

§8 . Регуляризация метода наименьших квадратов

При обработке наблюдательных и экспериментальных данных ино­
гда возникают так называемые некорректные задачи [13, 51, 52], ре­
шения которых классическим МНК неустойчивы даже к малым изме­
нениям исходных данных. Рассмотрим совместную систему линейных 
уравнений

где С = [су]- прямоугольная матрица (/' = 1,2 , . . . ,N\ j  = 1, 2 , ...,m ), 
z = (z,,z2 ,...,zm) -  ж-мерный вектор неизвестных параметров. На 
практике элементы матрицы С и вектора I известны не точно, а лишь 
приближенно, т.е. вместо (2.105) мы имеем систему

ке р„:

откуда
РЛ+1 = ря -  (л = 0 ,1,2 ,...). (2.104)

\ = Сг, (2.105)
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где C = [Cjj]- заданная матрица плана, ] = ( /.)-  вектор данных на­
блюдений.

Введем сферические (евклидовы) нормы [36, с. 391]

I 1/2

(2.107)

И/2

II -  ill = Z ( W , ) : (2.108)

и примем, что эти нормы ограничены сверху, т. е.

|С - С | |  < е, | | i - « | | ^ 5 - (2.109)

Псевдорешением системы (2.105) назьшается вектор z , минимизи­
рующий норму невязок ||l-C z|| во всем евклидовом пространстве £ т
^-мерных векторов. Если же система (2.105) вырождена, то таких 
решений может быть несколько. Пусть £  есть совокупность всех 
псевдорешении, a z0 -  одно из них -  начальное приближение, напри­
мер, можно принять z0 = 0 . Нормальным решением системы (2.105) 
называют псевдорешение z° с минимальной нормой, т.е. такое, что

Поскольку матрица С и вектор 1 заданы приближенно, то для 
известной пары чисел у =(е,5) требуется найти приближенные нор­
мальные решения ту в классе Qy векторов z, сопоставимых по точ­
ности с исходными, т.е. таких, что

||I -  Cz|| < ||I -  11| + |jI -  Cz| + ||Cz -  Czj < 5 + ц + e||z||.

Здесь )j = inf ||l-C z || представляет собой параметр, характеризующий
ze£

разрешимость системы (2.105). Если эта система разрешима, то ц -  О 
и искомые решения должны удовлетворять условию
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|i-C z ,||< 5  + e ||4  (2.110)

Однако в качестве решения z y нельзя брать произвольное реше­
ние из класса Q. , так как оно может оказаться неустойчивым к ма­
лым изменениям правой часта приближенных уравнений (2.106). Не­
обходимо отобрать из них только то, которое имеет минимальную 
норму. Таким образом, задача сводится к минимизации стабияизи-

I) и"1рующего функционала Q(z) = ||z|p на множестве Q.f векторов zy, для
которых выполняется условие (2 . 1 1 0 ). Эту задачу можно решать мето­
дом Лагранжа, т.е. в качестве оценки нормального решения zy нужно

брать такой вектор z“ , который минимизирует более общий сглажи­
вающий функционал

Ф° (z, I) = ||1 -  c:z|2 + а|г||2, а  > 0 (2.111)

со свободным параметром а ,  который называется параметром регу­
ляризации. Этот параметр должен удовлетворять равенству

| |i-C z “ || = 5 + e||z“ !  (2.112)

которое определяет так называемую обобщенную невязку данной си­
стемы уравнений.

-Из условия минимума функционала (2.11 1 ) имеем

дФа !д г )=  0 (7 = 1,2,...,/*), 

откуда получаем систему нормальных уравнений вида

т
+ Z  V ?  = ht  (k = l<2..... "»), (2.113)

М
где

N N
vkj “  Cfk t-ij * ^k ~ ^  C’tk h * 

i=l i=l

Таким образом, процедура регуляризированного метода наи­
меньших квадратов (РМНК) состоит в следующем:

1. Зная точность задания матрицы С и вектора!, по формулам
(2.107)“ (2.109) вычисляем величины в и 5.
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2 . Выбираем начальное значение параметра а 0 > 0 , а затем стро­
им последовательность а т (т = 0 ,1, 2 ,...), например в виде а т = а 0 Ют.

3. Для каждого а т решается регуляризированная система нор­
мальных уравнений (2.113) и находится вектор оценок .

4. Вычисляем сферические нормы невязок системы (2.106)
и вектора неизвестных z“l , а затем проверяем условие

(2 .1 1 2 ).
5. Если условие (2 . 1 1 2 ) не выполняется, то вычисления повторяют­

ся при следующем а т. Путем последовательных приближений доби­
ваемся выполнения условий (2.108). Соответствующее решение z“ и
будет искомым приближенным нормальным решением системы урав­
нении (2.106). Можно показать, что для любой такой системы нор­
мальное решение существует и единственно [52, с. 123].

§9. Оптимальное оценивание

Рассмотрим опять линейную модель данных наблюдений

1 = C z+ r, (2.114)

но на этот раз будем считать, что не только вектор невязок г, но и 
вектор искомых параметров z составлены из случайных величин, т.е. 
являются случайными векторами. При этом будем еще предполагать, 
что эти векторы имеют нулевое матожидание и для них известны 
априорные ковариационные матрицы:

Е{ z} = 0 , £{zz'} = <?--,
£{r} = 0 , £{rr'} = Q „. (2Л15>

Отсюда вытекает, что вектор данных 1 тоже имеет нулевое матожида­
ние:

£{1} = CE{z} + Е{т) = 0 . (2.116)

Примем еще, что векторы z и г не коррелированы:

£{zr'}= 0 . (2.117)

В модели (2.114) векторы данных ! и невязок г имеют, как обычно, 
размерность N< а вектор искомых параметров z -  размерность т. Но 
теперь N может быть больше, меньше или равно т. Будем искать
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оценку z вектора z при условиях ее линейности, несмещенности и 
минимальности дисперсии ошибки оценивания е = z -  z [6 , с. 49-57].

Предположение о линейности оценки z приводит к следующему 
выражению:

в котором ш-мерный вектор f и m x N  -матрица G подлежат определе­
нию.

Требование несмещенности означает, что должно быть справед­
ливо равенство

откуда вытекает, что вектор f  должен равняться нулю, ибо как z, так 
и 1 имеют нулевые матожидания. Поэтому выражение (2.118) приоб­
ретает форму

Теперь определим матрицу G из условия, что дисперсии ошибок 
оценивания ек = zk - z k для всех параметров zk (к = 1, 2 , . . . , /и) должны 
быть минимальны. В соответствии с (2.119), каждая компонента 
оценки zk зависит от вектора I лишь посредством к -й строки gj. мат­
рицы G, и поэтому имеем zk = g*I. Тогда упомянутое условие означа­
ет, что дисперсии

должны быть минимальны для всех к.
В выражении (2.120) первое слагаемое не зависит от строк g*, а 

второе и третье представляют собой линейную и квадратичную фор­
мы. Необходимое условие экстремума этого выражения состоит в том, 
что все частные производные от него по элементам этих строк 
gki (к = 1, 2 , . . . , /г?; i = 1, 2 , . . . ,Л/) равняются нулю:

При этом т х N  -матрица вторых частных производных (матрица 
Гесса)

i = f + g i (2.118)

E{z} = f  + G£{I} = £{z},

z = Gl. (2.119)

(2 .121)

(2.122)
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должна быть положительно определена.
Используя правила векторного дифференцирования (2.16), нахо­

дим
= (2.123)

Поскольку это условие должно выполняться для всех /с, то его можно
записать в виде т совместных равенств (2.19), которые затем можно
записать в компактной матричной форме:

£{ri'} -G £{ll'}  = 0 . (2.124)

Соотношение (2.124) представляет собой систему линейных алгеб­
раических уравнений относительно элементов матрицы G. 

Дифференцируя повторно (2.123), получаем матрицу Гесса

~ ^ r E { e l )  = £{»'}, (2.125)
dg'u

поэтому матрица ковариаций данных Е {11'} должна быть положи­
тельно определена. Эта матрица с учетом (2.114) и (2.115) равна

£{!!'} = £{(Cz+r)(Cz + r)'} =
= C£{zz'}C + C£{zr'} + £{rz'}C' + £{гг'} =

= CQZZC' + Q„. (2.126)

Выражение (2.124) можно записать в виде

£ { (z -G I) l#} = £{d'} = 0, (2.127)

что означает, что при любой матрице G ковариация результатов на­
блюдений и ошибок оценивания должна быть равна нулю. Это экви­
валентно некоррелированности векторов е и 1, так как оба они имеют 
нулевые матожидания. Умножая равенство (2.127) справа на G ', по­
лучаем

£{eTG'} = E{ez'} = 0. (2.128)

Следовательно, ошибка оценивания должна быть не коррелирована с 
самой оценкой. С учетом полученных выше результатов построим 
матрицу ковариаций ошибки оценивания:

D„ = £{ее'} = £ {e (z -z)'}  = £{ez'} =
= £  {(z -  Gl)z'} = £  {zz'} -  G £{lz'}. (2.129)
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Принимая во внимание, что

£{zl'} = £{z(z'C ' + r')} = E{zz'}C = QZZC \ (2.130)
находим

Ог2 = E {ее'} = Q27 -  GCQZZ. (2.131)

Подставляя (2.126) и (2.130) в (2.124), получаем

G(CQ,zC' + Q„) = Q:-C-

Но поскольку стоящая в скобках N  х N  -матрица Гесса (2.125) поло­
жительно определена, то получаем окончательно

G = QrzC '(C Q Z2C' + Q r, ) 4 . (2.132)

Подстановка (2.132) в (2.119) дает, наконец, линейную несмещен­
ную оценку с минимальной дисперсией:

г = Q„C'(CQ3C  + Q„ Г 11. (2.133)

Легко видеть, что в силу (2.116) эта оценка действительно является
несмещенной:

E{i)  = QHC '(C Q „C  + Qrry 'E { l}  = 0 .

Согласно (2.131) и (2.132), апостериорные ковариации ошибок 
оценки (2.133) равны

D~ = £{ее'} = Q„ -  QZ.C'(CQ22C + Q„) ‘CQZZ. (2-134)

Полученные оценки особенно удобны, когда количество наблюдений 
не превышает числа неизвестных параметров (N < т), так как обра­
щаемые в (2.133) и (2.134) матрицы имеют размер N х N .

Интересный случай возникает при N = т и следующих предполо­
жениях:

(а) Qzz = I , т.е. неизвестные величины zk (к = 1,2,...,т) нормирова­
ны и взаимно независимы;

(б) Qrr = 0 , т.е. наблюдения проводятся безошибочно;
(в) гапк(С) = N.
Очевидно, что тогда уравнение (2.133) принимает вид

z = С '(СС')"11. (2135)
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Эта оценка представляет собой зеркальное отображение так назы­
ваемой гауссовской МНК-оценки, получаемой из ОМНК-оценки 
(2.19) при равноточных и независимых наблюдениях (Р„ = 1):

z = (C'C)"‘C'l. (2.136)

Ковариация оценки (2.135), согласно (2.134), равна

Da = I-C (C C T 'C . (2137)

Рассмотрим теперь случай, когда N>m. Поскольку теперь возни­
кает необходимость обращения больших матриц, то преобразуем 
оценки (2.133) и (2.134) к более удобному виду. Для этого придется 
принять предположение о невырожденности матриц априорных ко­
вариаций Qrr и Qzz. С помощью матричного тождества (2.71) имеем

i  =  Q , zC ' ( C Q KC  + Q „ )  '1 =

= Qa O [Q -' -  Q ^ Q C Q -'C  + Q:J)■' C’Q -‘]l =

= [Qz.-CQ-' -  Q=C Q -,C(CQ ;IC +Q - 'r 'c Q ; ,1]! =
=  [ Q . z C Q ; /  -  Q JZ( i + q ;^  ( c q - ' c ) - 1 r 1 c q - 1 ]i =

= (C Q -,C+ Q-1)-| C Q -1!. (2.138)

Так как из (2.119) следует, что в этом случае 

G = (C Q -'C + Q ^ r'C Q "1, 

то с учетом (2.71) имеем из (2.131)

d ,: -  Q.-r -  (c q ;,‘c + q ' ‘ )c q ;,‘c Q .r =

=  Qzz -  [Qz"z +  Qzz1 (C'QrXr1 Qzz I' 1 =

= (C'Q-,C+QjJ)“l. (2.139)

Но поскольку матрица Qrr априорных ковариаций невязок модели 
данных обычно является диагональной, то в формулах (2.138) и 
(2.139) обращению подлежит лишь одна т х  т -матрица, поэтому цель 
преобразования оценок (2.133) и (2.134) достигнута.

Рассмотрим теперь частный случай оценок (2.138)-(2.139), когда:
(a) Qzz —> оо, т.е. Q ^ 1 = 0 ; это означает, что не имеется достоверной 

априорной информации об искомых величинах zk ;
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(б) гапк(С) = ж, т.е. должно существовать по крайней мере т ли­
нейно независимых измерений.

При этих условиях приходим к гауссовско-марковской ОМНК- 
оценке, уже полученной в § 2  настоящей главы:

z = (C 'Q -'C )-' C 'Q-'I, (2.140)

Dzz = (C 'Q “‘C)_I. (2141)

Если, наконец, положить здесь Q„ = I, то мы опять получаем гауссов­
скую оценку (2.136).

Сравнивая формулы (2.139) и (2.141), видим, что при любой ко­
нечной положительно определенной матрице Q2Z дисперсия ОМНК- 
оценок (2.141) будет всегда больше минимальных дисперсий (2.139) 
(подробное доказательство см. в §3 гл. 4).
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§1. Количество параметрической информации

Пусть 1 = (/,,/2 ,.. . , /у ) -  N-мерная векторная случайная величина, 
имеющая математическое ожидание £{1} = с. Если функция с допус­
кает линейное параметрическое представление вида с = Cz, то задача 
параметрического уравнивания данных I методом наименьших квад­
ратов (см. §2 гл.2 ) сводится к оцениванию параметров z. При этом 
удается включить в процедуру уравнивания весовую матрицу данных 
Р„ или матрицу их ковариаций Qrr = а^Р,” 1 в зависимости от того, 
какая из этих матриц известна a priori. Кроме этой информации часто 
бывает известен характер вероятностного распределения данных, т.е. 
функция плотности их распределения, или, как ее еще называют, 
функция правдоподобия L. Однако это обстоятельство прямо не ис­
пользуется в процедуре МНК, а лишь служит вероятностным обосно­
ванием принципа наименьших квадратов. При этом оказывается воз­
можным трактовать МНК-оценки как наиболее правдоподобные, по­
скольку именно они доставляют максимум функции правдоподобия.

Между тем функцию правдоподобия можно еще использовать для 
определения совокупного количества информации о параметрах z, 
содержащейся в векторе данных 1, в их ковариационной матрице и 
линейной модели. Если модель данных имеет только один параметр z, 
то это количество определяется по Фишеру как [45, с. 283]

Но поскольку
dh\L  _ 1 dL 

dz ~ L dz '
то

d2InL
dz 2

i d L V  1 d2L 
L dz J + L d z 2 ’

и тогда

Можно показать [38, с. 8 6 ], что второй член правой часта этого ра ­
венства равен нулю, поэтому
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F (Z )= J
I dz2 I U  dz L dz

В общем случае, когда оценивается вектор параметров 
z = (z11z2 ,...,zm), совокупное количество информации об этих пара­
метрах, содержащееся в тех же данных, представляет собой w x ди- 
матрицу F(z) = [ f sk) (s, к = 1,2,..., т) с элементами

,  J  <rinL г  1 dL 1 d L \
fsk = Ц - ^ Г ^ Г  Г = £ 1 Т  —  - Т —  г = cov(v*-v*)•L c)z, L dzk

(3.1)

где
1 dL 

V*~ L dz.'
1 dL

v,. = ----------
k L dz,

Формула (3.1) показывает, что информационная матрица F по 
своей природе является ковариационной. Попытаемся выяснить ее 
вид для случая нормального распределения данных наблюдений, ког­
да I ~ <N(c,Q r, ). В этом случае, согласно (2.13), имеем

' 1 Г Г  = Т * 1 Г Г °  ■ C z ) , p " (1  ■ Cz) • (3-2)dzsdzk 2 ctq dzsdzk

Квадратичную форму, стоящую в правой части (3.2), можно предста­
вить в следующем развернутом виде:

S = ( 1 -  Cz У Ргг( 1 -  Cz) = £  Z  Pi/fj «
<=1

где
/н /и

'i = 4 -  Е rj = lj ~ T ckj;-k■
s=\ Л'=|

Отсюда следует, что

N  N& S  _
б) 7 сК ~~ V“sUt-k /=I >=1

Л т- 1 A' *
1 7 Т Г  = 1 1 д / ^  + ^ 1 * ) = 2 с ^  Ct , (3.3)

J /=| у=1
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где cr ck -  столбцы матрицы плана С  Учитывая (2.12), (2.23) и (3.1)- 
(3.3),имеем окончательно

F = -V C P '„С = C Q -'C  = —tW  = Dj; (3.4)

Отсюда видно, что понятие количества параметрической инфор­
мации по Фишеру непосредственно связано с понятием точности оце­
нивания параметров. Чем “больше” этой информации, тем точнее 
оценки параметров. Понимать это следует таким образом, что если 
имеются две информационные матрицы FjhE ,, причем разность 
AF=F2 -F , положительно определена, т.е. в матрице F2 содержится 
“больше” параметрической информации, чем в Fj, то при одной и той
же точности наблюдений а 0 разность AW = 
жительно определена, и тогда

W2 -W ( будет тоже поло-

(D Ъ = СТ° = а ° 
zzh W, W, + AW W,

I -
AW
W,

2 AW
W,2 ’

откуда получаем, что разность AD^ = (D „ ) ,- (D z z ) 2 положительно 
определена и поэтому МНК-оценки параметров, соответствующие 
матрице F2, оказьшаются точнее оценок, соответствующих матрице
F,-

Однако возникает вопрос: нельзя ли повысить количество инфор­
мации, содержащейся в матрице F или, что то же самое, в матрице 
нормальной системы W, еще каким-либо образом? Это можно сделать 
только путем учета априорной информации о самих параметрах, если 
такая имеется.

§2. Уравнивание с “мягкими” условиями

Наиболее распространенной формой существования априорной ин­
формации об оцениваемых параметрах являются граничные условия, 
которые иногда вытекают из геометрической и физической сущности 
этих параметров или из их предшествующих оценок. Рассмотрим 
случай, когда наряду с моделью вида (2.15)

I = Cz + г, Q rr (3.5)

оценки искомых параметров z должны одновременно удовлетворять 
и некоторым граничным условиям, которые в общем виде можно 
представить как дополнительную систему из п линейных уравнений
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где E -  матрица коэффициентов размером q x m , t -  заданный вектор 
длиной q. Уравнения вида (3.6) принято называть условными, а проце­
дуру оценивания параметров из совместного решения уравнений (3.5) 
и (3.6) -  параметрическом уравниванием.

Рассмотрим вначале случай, когда условия (3.6) являются при­
ближенными, или мягкими. Это означает, что их можно представить 
в виде модели, аналогичной (3.5),

t = Ez + v, Qj,v1 (3.7)

где v -  вектор случайных невязок этой модели длиной q, a Q l>v -  кова­
риационная матрица этих невязок размером qx q. Будем считать, что
вектор v имеет нормальное распределение с матожиданием £{v} = 0  и 
не зависит от вектора невязок г модели (3.5). В этом случае условия
(3.7) можно рассматривать как простое дополнение данных, описан­
ных моделью (3.5), и поэтому обе эта модели можно объединить и 
уравнивать совместно. Вводя обозначения

f =
T C r

, G = , u =
t E V » Qi/и (3.8)о Qv

уравнения (3.5) и (3.7) можно записать в более компактной форме:

f = Gz + u, Q uu. (3.9)

Поскольку векторы г и v распределены нормально, то вектор и 
также распределен нормально и поэтому МНК-оценка параметров z 
может быть найдена (см. § 2  гл.2 ) при обобщенном условии, аналогич­
ном (2.14):

~ u 'Quiu = =m in

или

где
Ru = r 'Q r/!r+ v 'Q jv  = Rr + Rv = m in , (3.10)

1 -  1Rr = *'Qn* = —  s n

i iRy = V'Qv> = —  V'Pvl/V =  —  Sv.
a : a :
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Вводя теперь весовую матрицу

Puu = =
2л -1

< Q
2л -1

р  ол rr v
О РW Л и V

и раскрьшая экстрем у (3.10), получаем по формулам (2.17) нормаль­
ную систему

С = С T MMf ,

или

где

которая с учетом (2.18) и (3.8) принимает вид

(С 'Р„С+ E 'P„E)z = (С'Р„1 + E 'Pwt)

(W + R)z = (h+ b),

W = C 'P „C , R = E 'P^E, h = C 'P„l, b = E 'Pwt.

Отсюда находим искомые оценки параметров:

z = (W + R)-‘(h+b).

Учитъшая теперь, что, согласно (3.11) и (3.12),

£{hh'} = С'Р„£{гг'}Р„С = ст;С'Р„С = а > ,  

£{ЬЬ'} = ETw£{tt'}P„E= ajE 'PvvE= a ’R,

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

имеем

D,z = £{zz'} = (W + R)-I£{(h + b)(h+ b)'}(W+ R ) -1 = ctJ(W + R)_1. (3-15) 

Согласно (2.23), (2.56) и (3.10), величина

12 _ SuСГ„ = --------
S. + S.

“ N + q - m  N + q - m
(3.16)

представляет собой оценку дисперсии невязок и модели (3.9). Заметим, 
что оценка параметров (3.13) остается при этом несмещенной, так как

Е{ z} = (W + R ) -1  £{h + b} = (W + R )-‘(C'P„E{1} + E'Pw£{t}) =

= (W + R)"1 (C'P„C+ E'PVVE)£ {z} = (W + R)-‘ (W + R)z = z.
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Выясним теперь, какое количество параметрической информации 
содержится в совместной модели данных (3.9). Заметим, что при q < т
ранг т х т -матрицы R будет равен rank(R) -  q < т, и поэтому эта 
матрица хотя и вырождена, но неотрицательно определена. Если же 
q> m ,  то при условии независимости столбцов этой матрицы она 
становится невырожденной и положительно определенной, что будем 
записывать как R > 0 . В соответствии с формулой (3.4), будем счи­
тать, что матрица

F o ^ W ,  (3.17)
СТ

где

* 2

N - m
(3.18)

отражает количество информации о параметрах z, заключенное в 
модели (3.5) без учета условий (3.7). С учетом этих условий количе­
ство такой информации можно оценить матрицей

F = ^ -(W  + R). (3.19)
°и

Согласно формулам (3.16) и (3.18), находим

F -F 0 = -i-(W  + R ) - W  = ^ - R  + W.
стм CT r CTM CTUCT,

Из этого выражения видно, что соотношение F - F 0 > 0  будет выпол- 
няться гарантированно, если > ст* или

Sv < - f — Sr• (3.20)
N - m

Таким образом, чем точнее граничные условия (3.7), тем больше 
дополнительной информации о параметрах они вносят в алгоритм 
МНК. Учитывая теперь матричное равенство (2.71), находим

(W + R ) _1 = (W + Е'Р„„Е) -1 =

= W I - W ‘ IE '(E W 'IE ' + P ; I)- | E W I =

-78-



где
S W + W R lW

Эти соотношения позволяют получить из (3.13) и (3.15) следующие 
полезные формулы:

z = Zo + Az, D2Z = Dzz0  -  ADZZ, (3.22)

где z0, D . . 0 -  оценки (2.19) и (2.23), не учитывающие условий (3.7):

io = W -'h ,

Dzr,o = ^ W - ‘
и

Дг = W-1 b -  S-1 (h + b),
ADzz= [a 2jS-, + ( a ? - a 2u)W -']

Поскольку матрица R неотрицательно определена, a W положитель­
но определена и не вырождена, то матрицы S и S " 1 положительно 
определены. По этой причине и при соблюдении условия (3.20) полу­
чаем гарантированное неравенство

ADZZ > 0, или Dzz < Dz, 0,

которое означает, что учет мягких граничных условий, как правило, 
повышает точность МНК-оценок.

§3 Уравнивание с “жесткими” условиями

Рассмотрим теперь случай, когда условия (3.7) являются не прибли­
женными, а точными. Это означает, что вектор невязок в уравнениях
(3.7) v — 0 и эти уравнения принимают вид (3.6). Поскольку ковариа­
ционная матрица таких невязок является нулевой, то их весовая мат­
рица Ри, становится неопределенной. Однако можно показать, что 
параметрическое уравнивание возможно и в этом случае.

Действительно, используя формулы (3.13) и (3.21), находим

(3.23)

(3.24)

Z = [V\H - W lE '(E W -1E' + P;vlr 'E W ~ 1]h +

+[W -IE 'PVV -  W -'E '(E V r 'Е ' + p;v‘)“• E W 'E 'P ,, ]t =

= W -1h + W _1E'(EW _IE' + Pv"‘ ) _1 (t -  EW _lh). (3.25)
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Для случая жестких условий имеем Q„„ = 0, РJ  = 0 , поэтому

i  = W~'h + W -‘E '(EW "1E ')"‘(t -  E W ‘h) =

= Zo + W"lE '(EW 4 E ')",(t -  E W ‘h) = ig + Az. (3.26)

Кроме того, в этом случае имеем E{tt'} = 0, и тогда с учетом формул 
(3,14) получаем

Поскольку в рассматриваемом случае Sv = 0, то условие (3.20) вы­
полняется всегда и входящая в (3.27) дисперсия данных оказывается 
равной

Как следует из формулы (3.28), матрица Т 1 по крайней мере неотри­
цательно определена, поэтому имеем

Таким образом, учет жестких ограничений на параметры всегда по­
вышает точность их оценивания.

Интересно сравнить приведенный выше алгоритм с методом 
Лагранжа, который обычно используется для оценки параметров, 
связанных жесткими условиями. Этот метод состоит в том, что 
отыскивается минимум функции Лагранжа [38, с. 213]

Dzz = £{zz'} = ( W 1 -  W 'E X E W 'E ' ) ' 1 E W 1 )£{hh'}(VT1 -

-W " lE '(EW _lE ')_lEW-1)' = ct2(W"‘ - T '1) = ajR -1, (3.27)

где обозначено:

Т ' 1 =  W - ' E X E W ' E T ' E W 1 ,

R - 1  =  W - 1  _ X - 1  =  W - I  _  \ y - |E ' ( E W ~ l E ' ) “l E W - 1 .

(3.28)

5, N - m
N + q - m  N + q - m

поэтому

(3.29)

AD„ = D2Z- D „ .o >0. (3.30)

Ф(г) = (1 -  Cz)'P„ (1 -  Cz) + 2k'(Ez - 1), (3.31)
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где введены так называемые неопределенные множители Лагранжа 
kj ( 7  = 1,2 ,..., q)y образующие вектор к = (к}). Используя правила
(2.16), найдем полный дифференциал этой функции и приравняем его 
к нулю:

d<P = -2dxC' Р„(1 -  Cz) + 2rfzE' k|i=. = О, 

откуда с учетом (2.18) находим

W z + E 'iU h .

Присоединяя к этому уравнению условия (3.6), получаем разрешимую 
систему двух матричных уравнений, которую можно записать в блоч­
ном виде

W Е ' Z
Е 0 к

Пользуясь алгоритмом двухгруппового уравнивания (см. § 6  гл.2), 
находим

г X V*1fhlк V,: V,, '1Ь.
где

V,. = W 1 -  W“'E '(E V r’Е')-1 EW-1,

\ zk = W 'E X E W 'E ') -1, Vtt  = - ( E W 'E ') " 1.

Множители Лагранжа обычно интереса не представляют, поэто­
му выпишем лишь оценки искомых параметров z:

i  = W _,h + W -'E 'CEW -’E ' ) ' 1 (t -  EW -‘h), (3-33)

что полностью совпадает с (3.26).

§4. Стохастическая регуляризация

Рассмотрим еще один частный случай параметрического уравнивания 
с мягкими условиями, а именно: будем считать, что число условных 
уравнений в системе (3.7) равно числу неизвестных параметров, т.е. 
q -  т Л а матрица коэффициентов этих уравнений представляет собой
единичную т х  т -матрицу Е -  I. Вводя эти упрощения в матричное 
равенство (3.7), получаем
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t = z+v, P,v. (3.34)

Это условие представляет собой вероятностное ограничение на 
искомые параметры z = (zl1z2,...)zm) как на совокупность случайных 
величин. Если матрица весов PVi, является диагональной, то парамет­
ры z предполагаются a priori независимыми. Кроме того, поскольку 
мы условились считать, что в модели (3.7) вектор случайных невязок v 
нормально распределен и имеет нулевое матожидание, то, согласно 
(3.34), произвольный до сих пор случайный вектор t должен подчи­
няться условию E{t} = z, откуда следует, что этот вектор представляет 
собой некоторую априорную оценку параметров z.

В принципе априорная оценка параметров z может быть получена 
из их прямых измерений. Если такие измерения имеются, то оконча­
тельные оценки параметров находятся из совместной обработки пря­
мых и косвенных измерений по формулам (3.13) и (3.15) после подста­
новок п = т и Е = I, а именно;

z = (W + Р,,,,)"' (h + Pvvt), D ^ a j K W + P , , ) - ' ,  (3-35)

где дисперсия наблюдений с единичным весом определяется фор­
мулой (3.16). Если данные прямых измерений t удовлетворяют усло­
вию E{t} = z, то

Е{г) = (W + Prv )-* (£  {h} + Р„Е  {t}) = (W + P„v )- l (W + Pvv)£'{z} = z,

т.е. полученные оценки параметров оказываются несмещенными.
Однако в астрометрии и космической геодезии прямые измерения 

искомых параметров, как правило, отсутствуют, но зато бывают из­
вестны ковариации их априорных значений [15, 18, 33, 34, 43, 44, 61, 
62]. Согласно принятому в §1 гл. 1 определению вектора z, его компо­
ненты Zj представляют собой разности

Zj = Apj = p j - p 0j (3.36)

между истинным значением физического параметра pj на момент
наблюдений и его принятым в редукционных вычислениях (теоре­
тическим) значением p0J. В векторной форме это равенство прини­
мает вид
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Отсюда следует, что априорным значением искомых поправок z яв­
ляется значение t = Zg = О, соответствующее равенству р = р0, поэтому 
условие (3.34) можно записать в виде

0 = z + V, Ри , (3.38)

где случайный вектор v = p0- p  = - z  имеет смысл ошибок априорных 
оценок р0.

Будем в дальнейшем считать, что ошибки априорного оценивания 
v случайны и центрированы, т.е. £{v} = 0 , тогда, очевидно, Е{г) = 0  и 
поэтому искомые поправки z представляют собой случайный центриро­
ванный вектор с автоковариационной матрицей Рг, = Р^.

Условие (3.38) не противоречит постановке задачи параметриче­
ского уравнивания с мягкими условиями, сформулированной в § 2  
настоящей главы, поэтому, полагая в формулах (3.35) t = 0, получаем 
оценки

Е{ г) = (W + PK)-‘ Е{ h} = (W + P _)-| (W£{z} + Е{ г}) = 0. (3.41)

Таким образом, полученные по формулам (3.39) оценки z из гене­
ральной совокупности параметров z, удовлетворяющих условию 
(3.40), оказываются несмещенными. Другое дело, что каждая кон­
кретная оценка (3.41) оказывается смещенной относительно оценки 
z , получаемой по (2.19) без учета каких-либо граничных условий. Это 
смещение, согласно (2.71), можно представить в виде

Легко убедиться, что при Pzz = 0  это смещение равно нулю.
Учитывая формулы (3.10) и (3.16), а также равенство q = mt имеем

i  = (W + P „)"‘ h, Da  = c=(W+ PB)-‘. (3-39)

Поскольку мы приняли, что

£{z} = £{r} = 0 , (3.40)
то

z -  z = ((W + Pz;)-‘ -  W 1 ]h = -(W  + W P-'W )-' h. (3.42)

(3.43)
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Заметим еще, что иногда не все оцениваемые параметры 
zp z2 ,...,zw можно трактовать как случайные и не для всех из них 
удается получить априорные ковариации. Пусть число случайных 
параметров, имеющих априорные оценки ковариаций, по-прежнему 
равно но при этом q < m . В этом случае необходимо в полной 
шх ш-матрице весов заменить нулями столбцы и строки, соответ­
ствующие неслучайным параметрам i k {к = 1,2,..., (ли-<?)). Дисперсия 
наблюдений в этом случае должна вычисляться по общей формуле

ст* = — -----, q < т. (3.45)
N + q - m

Рассмотрим теперь кратко вопрос о способах априорного оцени­
вания ковариационной матрицы Q zz оцениваемых параметров 
z = (zj1z2 ,...,z /rt). Если эта параметры оцениваются путем последова­
тельной обработки некоторых порций данных наблюдений, то в ка­
честве априорной матрицы Q zz для каждого нового (л + 1)-го этапа 
оценивания с помощью новых данных можно принять апостериор­
ную матрицу ковариаций Dzz, полученную в результате обработки на 
/i-м этапе всех предыдущих данных, т.е. положить (Qzz),I+i = ф ы)„- 
Если же обработка данных наблюдений только начинается, то на­
чальную грубую оценку (Qzz)0 можно получить, исходя из информа­
ции о точности редукционных вычислений. Очень часто эту инфор­
мацию можно представить в виде интервала возможных значений 
компонент вектора z. Математически это можно выразить в виде 
оценки вероятности

P{-Ej ZZj <+Bj } = P0 (3.46)

того, что искомый параметр zy заключен в некоторых пределах ±е^. 
Если, для примера, эта оценка окажется равной PQ =0.997 = 1, то, по 
известному “правилу трех сигм”, находим Sj = Зсгу, откуда и опреде­

ляем дисперсию о* = ( s j l З) 2 параметра Zj. С помощью полученных 
таким образом дисперсий можно построить диагональную матрицу 
автоковариаций вектора z Qzz = d iag (c2)(y  = 1,2 ,...,w), а затем и ве­

совую матрицу P2Z = CTqQJz.
Иногда информация о точности индивидуальных параметров Zj

отсутствует, но известна оценка дисперсии а 2 всей систематической 
компоненты с вектора данных 1 . Принимая приближенно, что апри­
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орная точность всех компонент вектора z одинакова и равна a l,  по 
(1 .6 ) находим

а?=ст’ |С |2 /ЛГ,
где

i<f=z!>s
/=1 j =I

представляет собой квадрат евклидовой нормы матрицы плана С [2,
с.391]. Отсюда находим оценку

а * = с ^ / | С | | 2,

с помощью которой получаем простейшие матрицы априорных кова­
риаций и весов

Q z z =a]l ,  R . = ( a ‘ /a* )I ,  (3-47)

где I -  единичная т х т -матрица. Этот подход впервые применен в
[63].

Сравнивая этот алгоритм с методом регуляризации, изложенным 
в § 8  гл.2 , видам, что оба они основаны на принципе минимума квад­
ратичной формы общего вида

S  = г'Р^т + z'Prrz. (3.48)

Действительно, функционал (2.107) превращается в (3.48) после оче­
видных замен

г = I -  Cz, P „ = I ,  Pzz = a l.

Что касается условия Р„ = I , то оно для метода регуляризации не 
имеет существенного значения, так как если данные наблюдений не­
равноточные, то их модель всегда можно привести к виду (2 .1 0 2 ) с 
помощью процедуры, изложенной в §3 гл. 2. Более важным является 
различие в том, что в методе регуляризации Тихонова матрица апри­
орных весов искомых параметров имеет простейший вид P2Z = a l , в то 
время как в обобщенном алгоритме МНК она может быть диаго­
нальной Pz2 = ctq diag(cry-2) ( j  = 1, 2 ,..., т) или даже полной т х  /77-
матрицей. На этом основании метод регуляризации можно рассмат­
ривать как частный случай обобщенного метода наименьших квадра­
тов. При этом параметр регуляризации а  можно трактовать как 
априорную оценку среднего веса оцениваемых параметров. Действи­
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тельно, если принять сту =ст7 = const для всех у = 1, 2 ,..., дя, то априор­

ная весовая матрица параметров будет равна РГ2 = (ст^/а2)! и тогда

а  = (°о h l ) =  Р-.- (3.49)

Таким образом, матрицу Р,г можно назвать обобщенным параметром 
стохастической регуляризации.

§5. Многогрупповое уравнивание

Рассмотрим проблему уравнивания одной серии наблюдений на ин­
струменте, система которого неустойчива во времени. Разобьем дан­
ные наблюдений такой серии на короткие фрагменты (группы) про­
должительностью &Тк (к = 1, 2 , . . М ), в каждом из которых содержит­
ся Nk наблюдений. Продолжительность фрагментов подберем так, 
чтобы внутри них неустойчивые параметры ук можно было считать 
постоянными. Будем считать, что все векторы у к состоят из одинако­
вого числа п разноименных неустойчивых параметров. Остальные 
параметры будем считать устойчивыми, т.е. общими для всей серии и 
не зависящими от номера фрагмента к. Объединим их в вектор х дли­
ной т. Таким образом получаем многогрупповую модель данных вида

где матрицы А*, В* имеют размерность N k х т и Nk х п соответ­
ственно. Структурная схема такой модели показана на рис. 1.2.

С помощью обозначений (1.27)

совокупность М  матричных уравнений (3.50) можно записать в стан­
дартной двухгрупповой форме (2.60):

(1.26):
I* = А*х + В*у* +г*. (к = 1,2,...,М ), (3.50)

А, В = diag(B,, В2 ..... ВдД

А = А2 У = (У,,У2 ..... УМ),

••• ’ I = d i . i 2  ы .
.AjwJ r = (r„r2 ,...,rw )

I = Ax + By + r. (3.51)

Будем для общности считать, что весовые матрицы наблюдений 
каждой такой серии данных являются полными матрицами и состоят 
из М х М  блоков, поэтому P = [Pitf](/c1j= l ,2 ,.. . ,M ). Тогда, применяя
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обозначения (2.64) и (2.73), соответствующую нормальную систему 
можно записать в форме (2.74):

или

где

' F  H l x 1

.H ' GjLy.

F H, H 2 Ну
h ; g u G 12 G,
щ  g 2i C 22 g 2

f

g

м

Н М  G  М\  G  М2 ' М М

X

У|
У 2

Ум.

f

gl
g:

8  м .

м м  м м
Р = f - Z Z A i P b l„

s=l k = l s=\k = \
G = [G to], = Вд.Р^В, (/c,j=1,2i. . .iM ) 4 

м
H = (H*], H* = £ а ;р * в *  (/c = i,2,...,M ), 

j =i 
м

8 =  (B *) i  ( *  =  1 , 2 , . . , ^ ) .
j=i

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Количество наблюдений в одной непрерывной серии всегда огра­
ничено, поэтому число фрагментов М  не может быть слишком боль­
шим. Это позволяет уравнивать фрагменты серий с помощью двух­
групповой модели (3.51) методом исключения. Этот метод, согласно 
(2.75), дает

( F - H G ‘ lH ')x  = f - H G 'g ,
(3.55)

(G - H 'F  Н)у = g - H 'F  f .

При этом оказывается возможным использовать полную весовую 
матрицу данных Р = [Рь ](/с,5 = 1,2 ,...,М ), не накладывая на нее ка­
ких-либо ограничений. Это может иметь важное практическое значе­
ние, так как ошибки модели данных внутри каждой серии наблюде­
ний часто бывают коррелированными.

Если требуется найти оценки всех параметров, то из (3.55) имеем

х = ( F - H G _lH ')_l(f -  HG'*g), 

у = (G -  H 'F "‘H )"‘ (g -  H 'F ’f ).
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Апостериорные ковариации этих оценок, согласно (2.66)-(2.69), рав­
ны

DAA = а 0-( F -  H G - 'H ') '1, Dxv = - F 'H D , , ,

Dw. = CTq(G -  H 'F_1H)_1,
где

<Tn = ’
0 N - ( m  + nM )'  

S = l 'P „ l- x 'f - y 'g .

(3.57)

(3.58)

(3.59)

Здесь 0 5  -  внутренняя оценка дисперсии наблюдении с единичным
весом, относящаяся к данной серии наблюдений, п -  количество раз­
ноименных параметров, образующих векторы у ,, у2, 
(одинаковое для всех фрагментов А: = 1,2,..., М ).

Рассмотрим теперь случай, когда параметры модели (3.50) связа­
ны между собой q мягкими условиями вида (3.7):

t = M x + Ny+v, Pvv. (3.60)

Очевидно, что в частном случае отдельные столбцы матриц М и N, 
обе эти матрицы целиком или одна из них могут быть нулевыми. Для 
построения системы нормальных уравнений воспользуемся получен­
ным в § 2  настоящей главы выражением (3.11). Очевидно, что для двух­
групповой модели это выражение можно представить в форме

(3.61)F H X T
H ' G .У. _g.

где
f = f + g = g + N 'P^t,

F = F + M 'P^M , G = G + N'P^N, H = H + M P,,N .

Аналогично равенствам (3.55) и (3.56) находим

( F -H G " lH ')x  = f - H G ‘g, 

(G -  H 'F ”‘ H)y = g -  H 'F -If , 

x = ( F -  H G -'H ' ) " 1 (f -  HG-'g), 

у = (G -  H F ' H ) ' 1 ( g -  H F ' f ).

(3.62)

(3.63)
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Апостериорные ковариации этих оценок находятся по формулам 
(3.57), причем, согласно (3.16) и (3.58), в этих формулах нужно исполь­
зовать следующую дисперсию единицы веса:

д 20 = -
N  + q - ( m  + пМ)  '

где q -  число условных уравнений (3.60),

S = I'P„1 + t'Pvvt -  x 'f -  y'g.

Рассмотрим теперь случай, когда параметры двухгрупповой мо- 
дели связаны жесткими условиями общего вида

t = Mx + Ny. (3.65)

Тогда, вводя, согласно (3.32), неопределенные множители Лагранжа, 
получаем

(3.66)
F Н М ' X Т"

Н ' G N ' У = g
М N 0 к t

Если теперь обозначить

W =
F Н 

Н ' G
, Е = [М N], 2  =

зГ f '
, h =

.У. g.
(3.67)

то систему матричных уравнений (3.66) можно опять привести к двух­
групповому виду (3.32):

(3.68)
I

откуда по формуле (3.33) находим

Z = w _,h + W -’E ^ E W -'E ' ) -1 (t -  E v r 'h )  = z0 + Az, (3.69)

W E ' z h'
E 0 к t

где z0 -  оценка параметров, не связанных условиями (3.65). Эта оцен­
ка, согласно (3.56) и (2.75), равна
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Zo = W -'h = х„- ' F Н‘ -1

-Уо. И' G

(3.70)

a A z-  ее поправка за счет использования этих условий:

Дг =
Дх " F Н ‘ -1 -

_ДУ_ И' G

X t - [ M

М '
N'

[М N]

F Н 
Н ' G

' F Н ‘ -1 М '
N

И ' G _N '.

-I

(3.71)

Формулы (3.70)—(3.71) позволяют получить оценки постоянных и 
неустойчивых параметров раздельно. Действительно, вводя qxq-мат­
рицу

-Н
К [м  N]

F Н
Н ' G

М '
N'

ч - 1

и qx  1-вектор

и обозначая

находим

t = t - [ M  N]
' F Н ' -1 V
И ' G _g_

f0 = f-H G ~ 'g , Af = M 'Kt, 

go = g -  H 'F_lf , A g=N 'K t,

z =
X х0 + Дх " (F -H G - 1H')~l(f0 + Af)"

.У. .Уо + АУ. _(G -  H 'F ''H )- l(go + Ag)_

(3.72)

(3.73)

Апостериорные ковариации полученных оценок находятся по 
формуле (3.27), которая принимает вид

D.. = a02(W-1-W -lE'(EW-,E')-' E W ) = D..0 -  AD..,j - I (3.74)

где в качестве дисперсии единицы веса, согласно (3.29), следует при­
нять
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причем
S = l 'P „ l - x 'f - y 'g .

Учитьшая обозначения (3.67), имеем 

Dzz 0  = ogW"1, (3.75)
где

w -i T F Н Т ‘ = Г ( F - H G 'H y 1 - ( F - H G - 1H ')-IH G _I 
“ [H ' GJ ~~ |_—(G -  H 'F - 1H)_IH 'F -1  ( G - H 'F 'H ) 1

Если обозначить К = E W ^ E ', то

На этом процедура внутреннего многогруппового уравнивания 
одной серии наблюдений на одном инструменте заканчивается. Ре­
зультатом этой процедуры, во-первых, являются оценки неустойчи­
вых параметров у* для всех фрагментов данной серии наблюдений 
к = 1, 2 , . . . ,М . Из формул (3.64) и (3.73) видно, что эти оценки можно 
получить только в том случае, если матрицы вида F и (G -H 'F ~ lH) 
являются невырожденными. Ясно, что чем меньше выбранная про­
должительность фрагментов А Тк, тем точнее линейная модель данных 
(3.50), но вместе с тем возрастает вероятность того, что указанные 
матрицы окажутся вырожденными. Если неустойчивые параметры 
изменяются во времени слишком быстро и являются, по сути дела, 
случайными последовательностями, то для сохранения точности мо­
дели необходимо использовать как можно более короткие фрагменты 
данных, для которых указанные матрицы оказываются почти всегда 
вырожденными. Это противоречие между точностью моделирования 
и возможностью оценивания неустойчивых параметров является 
основным недостатком МНК. Этот недостаток полностью устраняет­
ся только применением стохастического или динамического модели­
рования данных и использованием методов средней квадратической 
коллокации и фильтрации Калмана (см. гл. Ф-6 ).

поэтому
ГМ'КМ M'KN , 

AD— = D.-o VT1.
N'KM N'KN

(3.76)
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Правда, иногда неустойчивые параметры, связанные, как прави­
ло, с системой инструмента, не представляют научного интереса и их 
можно вообще не оценивать. В подобных случаях основной интерес 
представляют собой параметры вектора х = (х1,х 2 , .. . ,х т ), которые 
можно считать постоянными на всем интервале одной серии наблю­
дений. Однако эти параметры обычно неоднородны. Среди них есть 
такие, которые изменяются (иногда скачком) от серии к серии, а дру­
гие остаются постоянными на протяжении всего цикла наблюдений. 
Чтобы разделить их по этому признаку, представим вектор х в виде 
составного вектора xJ = (u,vJ), где индекс s означает номер серии 
наблюдений. Поскольку в состав вектора xs входит группа постоян­
ных параметров и, не зависящая от номера серии, то оценивать эти 
параметры, а значит, и весь вектор x s по наблюдениям только одной 
серии не имеет смысла. Для этой цели целесообразно использовать 
весь наблюдательный материал. Это значит, что из обработки только 
одной серии наблюдений можно вообще не находить оценок (3.64) 
или (3.74) и в результате избежать условия невырожденности не толь­
ко матриц F и (G -  H 'F " 'H ), но и матрицы ( F -  HG _IH ') .

Таким образом, основным результатом внутреннего уравнивания 
является нормальная система уравнений для устойчивых параметров 
х, которую можно записать в следующем стандартном виде:

W,x, = l v  (3.77)

Матрица и вектор l\s этой системы существенно зависят от того, 
мягкие или жесткие условия использовались в процессе внутреннего 
многогруппового уравнивания. В первом случае они определяются 
формулами (3.62)-(3.63), а во втором -  формулами (3.72)-(3.73). Од­
нако в любом случае матрица W, имеет одну и ту же структуру:

(3-78)

из которой видно, что процедура внутреннего уравнивания должна 
обеспечивать невырожденность только одной матрицы G, определен­
ной формулами (3.54). В заключение заметим, что если в модели (3.50) 
неустойчивых параметров нет, то внутреннее уравнивание сводится к 
построению двухгрупповой нормальной системы уравнений вида 
(2.61), как это описано в §5 гл. 2, и к исключению тех инструменталь­
ных и локальных параметров, которые не требуется уравнивать со­
вместно с другими сериями данных. В итоге мы опять получаем нор­
мальную систему вида (3.77). Обработку данных нескольких серий 
наблюдений, представленных моделью (3.77), будем называть гло­
бальным уравниванием.
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§6 . Глобальное уравнивание

Пусть мы имеем несколько серий наблюдений, которые необходимо 
уравнять совместно. Предположим, что все они уже обработаны опи­
санным выше способом внутреннего уравнивания. В результате мы 
имеем совокупность систем нормальных уравнений вида (3.77):

V/sx s = hs (s= l ,2 , . . . ,K )} (3.79)

которые содержат уже только устойчивые параметры постоянные 
внутри каждой серии. Учитывая, что здесь вектор xs = (u ,v j состоит 
из двух групп параметров, одна из которых (и) не зависит от номера 
серии, пересортируем столбцы матрицы W, так, чтобы привести их в 
соответствие с новым порядком параметров в этом составном векто­
ре. Чтобы эта матрица оставалась симметричной, при обмене места­
ми любой пары столбцов нужно менять и соответствующие строки 
этой матрицы, а также и элементы вектора hs. После этой операции 
нормальную систему уравнений (3.79) можно записать в двухгруппо­
вом виде

A su + Bsvs = hs> (3.80)

где A S,BS -  прямоугольные блоки пересортированной квадратной 
матрицы W ,. Если векторы искомых параметров и и v, имеют длину 
т и п  соответственно, то матрицы А,,В5 будет иметь размерность 
N  х т и N  хп  соответственно, а вектор hs -  N  х 1 , где N = т+п.

Согласно (3.62)-(3.63) и (3.72)-(3.73),компоненты вектора h, пред­
ставляют собой линейные комбинации случайных величин, образую­
щих вектор данных 1,, и поэтому сами являются случайными величи­
нами. Если в качестве истинных оценок параметров уравнений (3.80) 
подставить оценки, которые мы собираемся получить из совместного 
уравнивания всех имеющихся серий данных (будем обозначать их как 
и и V,), то эти уравнения будут иметь случайные невязки ws . Тогда 
совместную систему уравнении (3.81) можно записать в следующей 
многогрупповой форме:

AjU + Vj + Wj = h, (s=\, 2 , ...,£ ) (3.81)
или

Г A, 1 B, 0 0 *1 W| h,

M<
 

••• и +
0 B2 0 *2 +

w2
=

h2

l

<
I 0 0 • в* г 1 

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
_

W*r h*
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Введем теперь априорную ковариационную матрицу невязок w 
этой модели. Для этого допустим, во-первых, что ошибки наблюде­
ний отдельных серий между собой не коррелированы. Для серий дан­
ных, полученных на разных инструментах, это предположение кажет­
ся очевидным, а поскольку неустойчивые и стохастические инстру­
ментальные параметры уже исключены, то оно будет справедливо и 
для серий, полученных на одном и том же инструменте в разное вре­
мя. Это означает, что ковариационную матрицу невязок совместной 
системы (3.82) можно представить в диагональном виде

Qi»w = diag(QJ) (* = 1,2....,*). (3 83)

где Q j-  матрица априорных ковариаций невязок ws.
Так как Wsx s = h,, a Wpc, + w, = h ,, то w, = h, -  Wsx s = W ^x, -  xs) , 

то, принимая оценки x5 за истинные, находим

Q, = Е{w X )  -  W,£{(x, - х,)(х, - x,)'}W; = W,Dw W ;, (3.84)

где T>XX 5 = -  апостериорные ковариации оценок x s.
Введем теперь весовую матрицу

= < # &  = d i a g ^ Q j 1) = diag(PJ) (s = 1,2..... К), (3-85)

где CTq -  пока неизвестная дисперсия единицы веса, общая для всех 
серий. Учитывая теперь, что W5 -  симметричная невырожденная мат­
рица, находим по (3.84)-(3.85)

2 2  

р, = a f o ; 1 = c 2 (\v ,d  W w ; r '  = ^ ( w ^ - ' w , ) - 1 = ^  w ; 1. (3.86)

Будем теперь рассматривать уравнения (3.82) как обыкновенные 
параметрические уравнения в матричной форме с ковариационной 
матрицей (3.83). Число неизвестных в ней равно m + п К , а число 
уравнений -  ( т  + п)К , так что эта система уравнений всегда является 
избыточной. Согласно принципу минимума квадратичной формы

к
S w = w 'P ^ w  = = m in , (3.87)

J=1
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где

'  F н, Н2 !<X

ц ‘ f
н; Gi 0 0 gi

0 С 2 0 ь - Zl

0 0  • g a к. -g*_

f = £ A ;P A , & = в ;р а ,
j=i

f  = £ a ; p a .  н , = а ;р л >  Gs = B'spsBs
j=i

Если теперь обозначить

H = [Hj Н 2 ... Н А], G = diag(G f)

(3.88)

(3.89)

g =

gi
g:

Lg*J

V = w =

W,
" 2

Wr

то систему (3.88) можно записать в двухгрупповой форме

' F H ‘ u "f
_№ G V _g.

(3.90)

Локальные параметры разных серий данных могут быть связаны 
условными уравнениями как между собой, так и с глобальными пара­
метрами. Эти условия можно учесть только в процессе совместного 
уравнивания всех серий. Характерный пример в этом отношении да­
ют нам РСДБ-наблюдения. Здесь единичным инструментом является 
однобазовый радиоинтерферометр, а единичной серией данных -  
результаты наблюдений на нем в течение одних суток. Однако в на­
стоящее время астрометрические и геодезические наблюдения этим 
методом ведутся, как правило, на региональных или глобальных 
РСДБ-комплексах, включающих несколько наблюдательных пунктов 
и образующих сразу несколько баз, а значит, и несколько инструмен­
тов, действующих одновременно в течение всей суточной серии на­
блюдений. Очевидно, что в этих условиях локальные параметры, от­
носящиеся к какому-либо пункту, например его координаты, должны
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быть одинаковыми для моделей данных, полученных на всех базах, 
исходящих из этого пункта. Кроме того, для фиксирования системы 
координат полюса требуется фиксация в теле Земли системы отсчета, 
связанной с положениями нескольких опорных станций. Поэтому 
будем считать, что все параметры модели (3.90) связаны между собой 
q жесткими условиями вида

к
t = Мй + = Мй + NV, (3.91)

j=i

где обозначено N = [N, N 2 N ^]. Здесь М и N, -  матрицы ко­
эффициентов размерностью q x m  и q x n  соответственно. Учитывая 
это условие по методу Лагранжа, получаем следующую нормальную 
систему для всей совокупности серий:

F H u f '
H ' G N' V = g
M N 0 k t

аналогичную системе (3.68), которая была получена в §5 настоящей 
главы при внутреннем уравнивании одной серии. Используя эту ана­
логию и применяя обозначения (3.69), получаем двухгрупповую си­
стему вида (3.70)

W E'l V

E o j k t

решение которой дается формулами (3.71)—(3.74). Апостериорные 
ковариации полученных таким образом оценок х = (ТТ, v) определяют­
ся по формулам (3.75)-(3.77):

D,, = а’(УГ‘ -  W-'EXEW-'ET'EW-1) = -  AD,,, (3-94)

где, согласно (3.87), имеем

- 2 _
N0 + q - (m  + nM )'

Sw = h 'P ^ h -z'li,
к

a Nq = ^ N s -  суммарное количество наблюдений.
J=l

-96-



На этом процедура глобального уравнивания заканчивается, если 
все глобальные параметры вектора и постоянны на всем интервале 
наблюдении ДГ. Предположим, однако, что это условие не выпол­
няется. Пусть часть глобальных параметров р постоянна на всем Д Г ,
а другая часть qk -  только на более коротких интервалах Д Тк . Тогда 
имеющиеся данные наблюдений 1 придется разбить на фрагменты 1к , 
соответствующие интервалам ДТк, и каждый такой фрагмент урав­
нивать описанным выше способом раздельно. Поскольку формулы 
(3.92) позволяют для каждого интервала ДТк оценить глобальные и 
локальные параметры раздельно, то для дальнейшего уравнивания 
мы можем выделить из (3.92) только оценку глобальных параметров, 
точнее, соответствующую им часть нормальной системы

W*u = ht , (3.95)

где индексом к отмечен тот факт, что эта система относится к интер­
валу АТк и данным 1*. Если разделить теперь компоненты вектора и 
на две группы р и q* и пересортировать соответствующим образом 
столбцы матрицы Wx. , то вместо (3.95) опять получим двухгрупповую 
модель

А*р+ B*q* + w* = hk (к = 1,2,...). (3.96)

Примером параметров р могут служить числа Лява, гармоники 
геопотенциала, постоянная тяготения, координаты ВР и проч., а па­
раметров q* -  координаты полюса, всемирное время, элементы орбит 
ИСЗ и т.д.

Вид модели (3.96) полностью совпадает с моделью (3.82), поэтому 
для оценивания уточненных значений параметров (p,q*) по всей со­
вокупности данных, полученных за время AT ~ ^ А Т к t можно ис-

к
пользовать изложенный выше алгоритм глобального уравнивания.

§7. Метод обобщенного среднего

Одним из основных понятий теории вероятностей является математи­
ческое ожидание (вероятностное среднее) случайной величины. Рас­
смотрим дискретную случайную челичину х, которая может прини­
мать m значений: jc,,jc2 , . j c m. Проведем N  независимых испытании 
(измерений) этой величины и обозначим через пх число случаев появ­
ления события х  = хг  Тогда вероятностное среднее значение дискрет­
ной случайной величины л- (ее матожидание) определяется формулой
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При увеличении числа испытаний относительная частота n jN  
появления события .v = xt стремится к его вероятности

Л = lira — ,
' N

поэтому

Х = Е{Х} = ]ГХ'Р1. (3.97)
/=1

Очевидно, что 0 < Pi < 1 и, кроме того,

т 1 т Л/
£ ^ =  T 7 l> /= T 7 =1' (3-98)
i=i *-»" N  w  N

Рассмотрим теперь задачу практического оценивания матожида- 
ния случайной величины л‘, когда она задана совокупностью нерав­
ноточных оценок A j , хт, полученных, однако, из т серий равно­
точных изверений с постоянной дисперсией стЦ. Иначе говоря, будем 
считать, что величины х { представляют собой простые арифметиче­
ские средние

i i = M {x ij)  = - Y j x ij (3.99)

из разного количества п{ равноточных измерений x tj и поэтому они

имеют разную дисперсию а ,2 = стЦ / л,. Если теперь вместо неизвестных 
вероятностей Pi в выражение (3.97) ввести априорные нормированные 
веса

А = = (3.100)N oj N
т

где N = ’ то получаем следующую оценку матожидания:
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или формулу взвешенного среднего. Очевидно, что веса рп как и веро­
ятности Pi% заключены в интерале [0, 1] и удовлетворяют условию 
нормировки (3.98). Если имеется возможность использовать всю со­
вокупность данных равноточных измерений ( / = 1, 2 ,..., т\
j  = 1,2,...,^ ) , то, подставляя (3.99) и (3.100) в (3.101), находим

ы

Таким образом, матожиданием (вероятностным средним) равно­
точных случайных величин является их простое арифметическое сред­
нее (3.102), а неравноточных -  взвешенное среднее (3.101).

Вернемся теперь снова к задаче глобального уравнивания и пока­
жем, что в случае, когда оцениваемые параметры не связаны условия­
ми, она может быть решена более простым способом. Пусть мы имеем 
М серий наблюдений (к = 1, 2 ,...,М ) и пусть для каждой из них после 
внутреннего уравнивания (см. §5 наст, гл.) уже получена система нор­
мальных уравнений вида (3.80). При этом будем для простоты счи­
тать, что все неизвестные параметры этой системы являются глобаль­
ными, т.е. эта система имеет вид

W kx k = (к (к = 1 Д ....М ). (3.103)

Если все матрицы W* не вырождены, то индивидуальные оценки 
параметров х* существуют и равны

x t =XVk 'fk (к = (3.104)

Требуется найти усредненную оценку х этого вектора по всем сериям 
наблюдений. Как показано в п. 4 §4 гл. 2 , каждая из индивидуальных 
оценок представляет собой m-мерный случайный нормальный вектор. 
Тогда совокупность таких векторов х ,,х : ,...,х  v/ можно рассматри­
вать как набор случайных элементов (точек) /и-мерного евклидового 
пространства. Плотность вероятности их совместного нормального 
распределения можно записать в виде, аналогичном развернутой 
формуле (2 .1 1 ) для скалярных случайных величин, а именно
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где х = Е {хк} -  матожидание оценок х к , = cov(xk , x s)
(k,s=  1 ,2 ..... М) -  т х  w -матрицы взаимных апостериорных ковариа­
ций этих оценок, образующие в общем случае полную блочную 
т М  х т М  -матрицу вида

D v D *J (k,s=

a D^. -  /м x ш-блоки обратной матрицы этих ковариаций

d xx = d ;:  = [ d £ ]  (k , s=  1,2,...,М).

Оценим теперь вектор матожидания х, пользуясь методом макси­
мального правдоподобия (см. §2 гл. 2). Для этого необходимо найти 
минимум квадратичной формы

I м м
Rx = т  Е Е ( * *  -  х ) 'б £ ( х ,  -  х)

z *=ij=i

как функции х. Согласно правилам векторного дифференцирования 
(2 Л6 ), имеем

дх х =х ^k=)s=\
откуда

X =
м м

X' =! г=1

И м
е е
* = I j =1

(3.105)

Если теперь ввести весовую матрицу

= a 02D ;i = а 026 хд. = [ \ \ £ ]  (k,s=  1.2 .....М ),

и в формуле (3.105) заменить матрицы D£. на соответствующие мат­
рицы cr0 2W ^ , то эта формула примет вид

м м
e e w£

hi м
Е ЕEE W*% (3.106)

-100-



Выражение (3.106) будем называть формулой обобщенного средне­
го, так как она дает оценку матожидания х коррелированных оценок 
х* с обобщенными весами в виде матриц YV^.

В частном случае, когда т -  1, векторы х* превращаются в ска­
ляры и формула (3.106) дает способ усреднения коррелированных 
случайных величин л ^ л ч , с вдовой  матрицей WYX=[w;fcy] 
{k,s = 1 ,2 ..... М):

( м м Л ( м м
Е Ё * * . Ё Ё * ь А

\k=ls=\ J V̂ =lJ=l
(3.107)

которая является обобщением формулы (3.101). Если же скалярные 
величины х {,х 2, . . хм  не коррелированы, т.е.

w,.r =
wk при к = s, 
0  при к ф s,

то из (3.107) получаем общеизвестную формулу вычисления средаего 
взвешенного:

л- =
м

к= 1

М
Хь

\к = 1
(3.108)

Е с л и  теперь вместо wk ввести нормированные веса

W, wkwk = — ,
w,* = 1  J

то формула (3.108) переходит в (3 .1 0 1 ):

м
Х=Т;РкХк-

к = 1

Рассмотрим теперь вместо случайных величин х [,х 2, . . . ,х м сово­
купность некоррелированных случайных векторов x itx 2,. . . tx Mi тогда
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где весовая матрица w£* = W* есть матрица нормальной системы
(3.103), и поэтому формула обобщенного среднего (3.106) примет вид

м Т 1 м
(3.109)

к=[ к= 1
или с учетом (3.104)

(3.110)
.*=1 J Х=1

Из формулы (3.110) видно, что для оценивания среднего некорре­
лированных векторов не требуется вычислять индивидуальные оцен­
ки х к , поэтому матрицы Wk могут быть вырожденными, лишь бы их 
простая сумма

оказалась невырожденной матрицей. Это обстоятельство имеет важ­
ное практическое значение, так как позволяет вести обработку дан­
ных короткими сериями, из которых часто невозможно найти инди­
видуальные оценки глобальных параметров.

Применим теперь метод обобщенного среднего к задаче глобаль­
ного уравнивания, рассмотренной в § 6  настоящей главы. Особенность 
этой задачи состоит в том, что из внутреннего уравнивания отдель­
ных серий наблюдений мы получаем не систему нормальных уравне­
ний (3.103), а двухгрупповую систему вида (2.74)

'F* н* V V
Н* G*. У к. .2*.

где вектор

представляет собой совокупность индивидуальных оценок глобаль­
ных (х*) и локальных (у*) параметров. Поскольку истинные значения 
глобальных параметров, по определению, не зависят от номера серии 
к, то из совместной обработки всех имеющихся серий требуется найти 
оценку среднего х = Е {х*} и уточнить оценки ук.

Если бы внедиагональные блоки Нк в нормальных системах
(3.1 1 1 ) были нулевыми, то мы имели бы оценки

м

(3.112)
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X* = Г Л -  У*=С*'в*. (3.113)

не коррелированные между собой, и тогда оценку х можно было бы 
найти по формуле обобщенного среднего (3.109)

х =
м
Z F*
к= 1

-1 М 

к* I
(3.114)

а уточнять оценки ук вообще не требовалось бы. Однако в действи­
тельности матрицы Н *, как правило, ненулевые, и поэтому оценки 
х* и у* следует находить по общей формуле двухгруппового МНК 
(2.74):

"V г Fx- -iV
-У*. _Hi G*. .8*.

( Ъ - Н ^ Щ ) ' 1 - ( F , - H  kGi'H'kr ' H kG-k['
~(Gk -  Щ ¥£'Нк Г' Щ ¥ к [ (Gk -  Щ ¥ ; 1Н к )"■

f к 
g к

(3.115)

откуда видно, что эти оценки оказьшаются коррелированными. Это 
обстоятельство, с одной стороны, затрудняет оценивание х , а с дру- 
гойдюзволяет уточнить оценки у*.

Благодаря условию (3.83) все серии наблюдений являются незави­
симыми, поэтому любые пары оценок (х*,у*) и (х,,у5) (k ,s  = 
= 1,2 ,...,М ) тоже независимы. Это позволяет записать условие МНК 
в виде

м
SZ = " г к ),у*к(гк -  гк) = min,

к=1
где

Fx Hx 'E {x t } x

. H* G*.
. zk ~

_£ {y *}. _y*.

(3.116)

(3.117)

Подставляя (3.112) и (3.117) в (3.116) и учитъшая (3.11 1), находим

м
s z = £[(**¥***+ у*н ***+**н *у* +у*с*у*)-

к=1
- ( х ’к¥кх + yi-Щ х + x'kVLkyt + ykG kyk) -  

- (x T txt + у*Щх* +x'Hi y/t + y iG tyt ) + 
+(x'Ftx + yi-H^x + x H kyk + y'kG kyk)]. (3.118)
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Тогда оценку

Zv =
X

У*
(3.119)

можно найти из следующих условий минимума квадратичной формы 
(3.118):

dS.
дх

= 0, dSz
дук

- 0 ,

которые при А' = 1, 2 , . . М  дают М  +1 матричных уравнений вида

Л/ ^ м

2 Л  х = £ [ Г * х 4 + Н * ( у 4 - у * ) ] ,
\ к =1 / к=1

G *(y* -y* ) = H H S -x * ) (к = 1,2,...,М ).

(3.120)

Если матрица G k не вырождена, то из второго уравнения (3.120) 
находим

(у*-У *) = с А: 'н и * - х * )  (* = 1.2 , . . . ,М). (з-121)

Подставляя это выражение в первое уравнение (3.1 2 0 ), получаем

l ( F t  - Н * С ;‘Щ )]*  = Z(F* - H kG klH'k )kk . (3.122)
=J )  k =1

Обозначая
м

Jk«I
(3.123)

запишем формулу (3.1 2 2 ) более кратко:

м

*=1
(3.124)

Как видим, это выражение полностью эквивалентно формуле обоб­
щенного среднего (3.110), полученной для совокупности независимых 
случайных оценок х ,, х 2,..., х м .

Используя эту оценку глобальных параметров, по формуле (3.121) 
уточняем локальные параметры:
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В силу взаимной независимости пар индивидуальных оценок 
(хк, ук), согласно (3.115), находим апостериорные ковариации:

D**.t - cov(xt ,x*) = Е{хкх'к} = a * W ;^  = а ‘ (F, -  H*G 

D.VM = соу(У*-У*) = Е {УкУ'к) = CT*w ;,u  =®*(G* - Н ^ 'Н л ) -1, (3.126)

=cov(x,.,yt ) = £{xt yi-} = -а *  W^J  ̂H t G ̂ 1,

откуда получаем соотношение G^H* = - D ^  поэтому формула
(3.125) принимает следующий вид:

У*=У* + ^ , Ж . * ( * - х * )  (к = \ ,2 , : ,М ) .  <3127)

В формулах (3.126) фигурирует оценка дисперсии с единичным 
весом с 2к , соответствующая серии с номером к. Она определяется 
формулой (2 .6 8 ):

ст2 = 
к Nk - ( m  + n)'

где

Здесь Nk -  количество наблюдений в к -й серии, а т, п -  количество 
глобальных и локальных параметров соответственно.

Автоковариации глобальных параметров (3.124) с учетом (3.126) 
будут равны

Олх= соу(х ,х) =
( м \

\к= I J
Г М  \

(3128)

= W " 1ттхх

= W " 1ТТЛДС

Если точность данных наблюдений во всех сериях одинакова, т.е. 
а 2к = <Tq = const, то последняя формула принимает более простой вид
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Автоковариации новых оценок локальных параметров, согласно 
(3.127), равны

= cov(y* ,yk) = E{yky'k } = E{yky'k} +

+Е{у k (x -  x*)'} + D,* * kE {(x -  x k )y \ } +

+D E {(£ -  x* ) (* -  x k) ' D k. (3.130)

Но, как легко показать,

cov(x,x*) = Wx
м M

\*= i J V*=i J
w_1XX I (3.131)

( M ^
cov(x,yx.) = w ;‘ J y ^ kE { x ky'k } = w;

\k = [ j
поэтому

' M N
S  ̂  к ® yx%k

M
S  O’̂ Dxx j:

\ k =I j

\k=  I
M

+ Drx>*Dxi itW u} X CT*®xx.iDx̂ t
U =1

( и  Л ( м л~
2 Z ° ; I - W -1A ТТХЛ Z < ^ * W x x .t

i J U = i  j

(3.132)

(3.133)

Осталось определить взаимные ковариации окончательных оце­
нок глобальных и локальных параметров. Согласно (3.137),имеем

= cov(x, ук) = Е{ху'к} = Е{х[ук + D ^ D ^ ,*  (х -  х к)]'} = 

= Е ф у 'к} + [£ {* х'} -  ^{хх^} ]D;i kDxyk. (3.134)

Используя теперь формулы (3.128), (3.131) и (3.132), находим
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§ 8. Рекуррентное уравнивание

Построим процедуру метода наименьших квадратов, приспособлен­
ную для последовательной обработки любого количества серий дан­
ных IpU ,.... Необходимость в такой процедуре возникает, когда дан­
ные наблюдений поступают на обработку не все сразу, а последова­
тельными порциями (сериями, фрагментами) и требуется иметь оцен­
ки текущих значений параметров, меняющихся во времени.

Возьмем первый вектор данных длиной N{ и представим его 
линейной моделью с постоянными параметрами

где Q, =cov(r,,r,) -  априорная автоковариационная матрица центри­
рованных невязок Г|, А, -  матрица плана, х -  вектор неизвестных 
постоянных параметров. МНК-оценка этих параметров по первой 
порции данных имеет вид

Теперь возьмем новую серию данных 12, зависящих от тех же не­
известных параметров х. Их можно представить моделью, аналогич-

где Q2 = cov(r2, r2) . Попытаемся оценить вектор х из совместной обра­
ботки обеих серий данных так, чтобы новая оценка х2 представляла 
собой уточнение предыдущей оценки х ,.

Будем решать эту задачу при условии, что новые данные не зави­
сят от предыдущих, т.е. матрица их совместных ковариаций является 
блочно-диагональной:

Объединяя данные I, и 12 в составной вектор и обозначая

lj -  AjX -i- Гр Qj, (3.136)

x ,= (A jQ r‘A ,)-|AiQr,Il. (3.137)

ной (3.136):
12 = A2x + r2, Q 2

представим всю имеющуюся информацию в виде модели
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Тогда искомую оценку параметров можно записать в форме

х 2 = (B;R2 'B ,) '' b ^ r ; ‘f2. (3.138)

Если обозначить
В1 = A,, R, = Q„ fj = Ij, 

то формулу (3.138) можно представить в общем виде [48, с. 241-243]

**+. = (B ^ R ;liB * +1) - 4 - +1R*4,f*+l. <3-139>
где

В#.

Дг+1

R* О

о Q*+i
» 0:+1 —

1к

U+1
(3.140)

Заметим, что здесь и в дальнейшем индекс к обозначает номер серии 
данных и одновременно номер шага рекуррентного процесса. Хотя 
это создает определенные трудности понимания формул, но вместе с 
тем позволяет существенно упростить их запись.

Формула (3.139) справедлива для любого шага уравнивания 
£ = 1,2,..., причем при к = 1 имеем начальную оценку (3.137). Остается 
выразить оценку х * +1 через хА, т.е. представить формулу (3.139) в 
рекуррентном виде. Для этого обозначим

D jui “  (®*+l^Jfc+l®*+l) l- 

Тогда равенство (3.139) можно записать в форме

Предыдущая оценка, очевидно, имеет вид 

Теперь, учитывая обозначения (3.140), имеем

(3.141)

(3.142)

(3.143)

[® * + 1  ^к+\]
к ; 1 в*

А*+1® Q * + i

= ( В '^ 'В *  + A i+,Q^,A*+, Г ’ = W  + A l+lQ li,A 4+l Г \
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где по аналогии с (3.141) обозначено

(3.145)

Пользуясь матричным тождеством (2.71), находим из (3.144)

D*+. = D* -  DkX'k+l(QkM + Ak+lDkA'k+ir' A4+1Dt . (3-146)

Подставляя это равенство в (3.142) и учитывая (3.140), получаем

**-H = Dt+i[Bi A i+I]

= + K +i Q ^ h +l) = + D ,A i+1Q ^ l ^  -

- ^*A*+|(Q * +1 + At+)Dt A]i.+1) 'A ^ D ^ R ^ f *  -  

“ DtAi+ifQjt-d + A ,+1D ,A i+1) 1 A jt^D ^A ^iQ ^il^ ,.

R*1 о ‘ h  ■
i

— 
+1 

*v

СУо
J ■ 1+-V

Введем так назьшаемую матрицу усиления

К *+ | =

(3.147)

(3.148)
где

Q/UI “ Ql'+I ^к +1 ®X' +1 *

Тогда с учетом (3.143) выражение (3.147) примет вид

x*+i = (1 ” К*+|А*+,)х* + DjtAi+i[Q*+| -  

~(Qk+1 + ^к+№к^'к+[) ^X+I^X^i+lQ/r+JU+l-

Поскольку матрицы Q * +1 и A ^ D *  А* +1 имеют полный ранг, то выра­
жение в квадратных скобках предыдущего равенства преобразуется с 
помощью (2.71) к виду

IQ/e Vi “ (Q*+i + A^DfcAj^,) 1 A^+1DA.A ^Q jt!h,] =
= Qk+\ ~[Qk+\ + Q^+l(Ajt-H^^AJt+|)  ̂Q /: +| ] 1 =

= (Q*+i + A*+iD*A*+I) 1 = Q/ri-i, (3.149)

и поэтому с учетом (3.148) окончательно имеем [48, с. 243]

**+! ~ *к + K i:+i(lJt+, -А * +1х*) (А: = 1,2,...). (3.150)
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Можно показать, что матрица К*+, , определяемая соотношением
(3.148), может быть представлена также в виде

Kt+I = Dt+lA't+1Q ^ ,  (3-151)

что легко проверяется подстановкой сюда выражения (3.146) и ис­
пользованием (3.149). Действительно,

K*+i = [D* “ ^X'Ai+i(Q^+i + А*+10*А*+1) 1 Ал+1В^1А^+,Ра.+, =
= ~(Q*+i + A*+|D*AJ.+|) lAjt+|DJtAj:+|QAIh,] =

= D*A*+l(Q*+| + Аа.+,Ва.А*+1) 1 = D*Aj.+iQ*+h

что полностью совпадает с (3.148). Учитывая (3.151), выражение 
(3.150) можно представить в несколько другой форме:

**♦, = ** + Dt+|A i+IQ ^ ( l * +l - А 4 +1х*) (А' = 1,2,...). (3.152)

Формулы (3.150) или (3.152) дают искомый рекуррентный алго­
ритм последовательного уравнивания данных наблюдений методом 
наименьших квадратов. Здесь новое значение оценки параметров х км 
определяется путем прибавления к старому значению х* поправки

= К*+|(1*+) -  А*+,х*)э (3.153)

зависящей от разности ( 1 * +1 -  А к+]х к) между новыми данными 1 * +1 и 
их прогнозом А*+1х* с помощью старой оценки параметров х* .

Рекуррентное соотношение для апостериорных ковариаций по­
следовательных оценок параметров дается формулой (3.146), которая 
с учетом (3.148) принимает более простой вид:

D* +1 = D * -K * +,A*+|D*. (3154)

Собирая формулы (3.150), (3.154) и (3.148) вместе, получаем для 
к = 1,2 ,... следующий рекуррентный алгоритм:

**+i = *л + K*+i(U+i — Аа+(хл ), (3.155)

D*+, = D * -K * +|A*+|D*. (3.156)

к * +, = D*Ai+1(Q t+ 1  + A ^ .D .A i , , ) - 1 (3.157)
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с начальными условиями

*1 — (AJQ] А ,) A[Qj I ] , 

Dj = (AjQr'Aj)"1.

(3.158)

(3.159)

Рассмотрим теперь случай, когда новая порция данных представ­
ляет собой не вектор 1*+1, а скаляр 1к+[. Тогда матрица А* +1 становит­
ся строкой a'i+I длиной ш, матрица априорных ковариаций Q * +1 -  
скаляром qk+{, а матрица усиления К*+, -  m х 1-вектором-столбцом. В 
результате рекуррентный алгоритм (3.155)—(3.157) с теми же началь­
ными условиями (3.158)—(3.159) принимает более простой вид:

х*+| =x* + k*+1(/*+1- * i +lx 4),

®i+l k*+la!t+|D* >

k*+l = ®Ara t+l(9A:+l + a *+lD,ta jl-+|)  *•

(3.160)

(3.161)

(3.162)

В этом алгоритме обращению подлежит лишь скалярная величина, 
заключенная в скобки в правой части равенства (3.162). Рекуррентные 
формулы (3.155)—(3.157) и (3.160)-(3.162) будем называть соответ­
ственно последовательным и пошаговым МНК.

Выясним теперь связь полученного рекуррентного алгоритма 
МНК с методом обобщенного среднего, изложенным в предыдущем 
параграфе. Рекуррентный алгоритм позволяет последовательно урав­
нять любое количество серий или фрагментов данных. Будем считать 
это количество переменной (возрастающей) величиной к. Для некото­
рого фиксированного количества серий, равного А + 1 , совместную 
модель всех обрабатываемых данных можно представить в виде

1. А| Ч Qi 0 0

12 =
а 2 х+ >2

, Q =
0 Q: 0

Л * . _A*+i_ _Г*+1_ 0 0  • Qa+i.

где, согласно принятому в начале параграфа условию о независимос­
ти невязок отдельных серий, матрица их совместных ковариаций 
имеет блочно-диагональный вид. Если эту модель записать в более 
компактном виде
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то полученная выше рекуррентная оценка (3.155) для последнего 
{к -1-1) -го шага уравнивания, очевидно, должна равняться

К А 'Д - Ч )
/=!

-I к+ 1

Z (A ;Q rlu  =
/=i

к+\
Z p<

./=[

J* +1

Z '»  = P " f
/=1

(3.164)

и иметь апостериорную ковариацию

Djui -
i+l
KAJQT'A,)
/=1

-I к+1

Z p,i=l
(3.165)

Формулы (3.164)—(ЗЛ65) проще формул (3.1 55)—(3.157), так как 
требуют лишь суммирования симметричных матриц размером 
т х т  и векторов длиной т. Но главным преимуществом формулы 
(3.164) является то, что она не требует вычисления каких-либо проме­
жуточных оценок параметров, необходимых в рекуррентном процессе 
(3.155Н3.157).

Кроме того, формулу (3.164) можно обобщить на случай, когда 
невязки разных серий данных между собой коррелированы и матрица 
их взаимных ковариаций есть полная блочная симметричная матрица 
Q*+i= [Q//] O’* У -1,2,.-., /с + 1). Если эта матрица не вырождена и су­
ществует обратная матрица Qitli = Q*+i = [Q/y] 0’»У = 1,2,...,/с + 1), то 
выражение (3.164) принимает вид

к+\к+\
Z Z (a ;q (7a  j )
/=i j =I

к +1 к +1
Е Е ( А50Иу) =

к+\к+\
Z Z P ,
_/=!>!

к+[к+[ 

/=1 > 1
(3.166)

Формула (3.166) представляет собой алгоритм обобщенного средне­
го , рассмотренный в §7 настоящей главы. Основное неудобство этого 
алгоритма состоит в том, что с ростом переменной к возрастает и 
порядок матрицы Q*+], которую необходимо обращать на каждом 
шаге уравнивания. Для устранения этой трудности построим рекур­
рентную процедуру обращения блочных матриц, воспользовавшись
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методом окаймления [10, с. 214]. Пусть F* -  некоторая невырожденная 
симметричная матрица размером nk xnk. Рассмотрим окаймленную 
симметричную матрицу размером пк+[ х пкм = (пк + Nk+{) х (пк + Nk+l):

F*

H i+i

H*+l

G*+l

где блоки Н * +1 и С * +1 имеют размер nk x N k и Nk х Nk соответственно. 
Если построенная таким образом матрица тоже не вырождена, то, 
согласно правилу обращения блочных матриц [36, с. 6 6 6 ] и тождеству 
(2.71), имеем

f ; 1 + f ; ‘h -р ; 'н * +1с ^

где

G <t+i = G*+i -  H*+iF* 'H*+i

(3.167)

(3.168)

есть симметричная невырожденная А̂ +1 х Nk+l-матрица.
Таким образом, если матрица F* 1 получена на предыдущем шаге 

уравнивания, то для вычисления новой матрицы f ;! .  необходимо 
обращение только одной Л̂ +1 х Nk+{-матрицы Gk+l.

Применим теперь этот алгоритм к обращению ковариационной 
матрицы Q*+1. Учитывая, что на (А'+1)-м шаге уравнивания эта мат­
рица является окаймленной:

Q jui -
Qt QkM\ 

Qk+Uk Q*HJUI
находим

Q*+i -
Q k + Q*Qjfc.it+iQ * lu+iQit+uQit ~Q*Qm+iQ*+u+i

ч-i

где
■ Qk +U +lQ к +1 ,k Qk Qk+u +1

Qk +u+i -  Q t -  Q* +1, kQkQk jUl*

(3.169)

(3.170)

В дальнейшем будет показано (см. гл. 5 и 6 ), что рекуррентный 
алгоритм МНК тесно связан с алгоритмами последовательной колло- 
кации и фильтрации Калмана.
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§1. Линейные гильбертовы пространства

Конечные евклидовы пространства лепсо обобщаются на беско­
нечномерные векторные пространства, называемые гильбертовыми 
[36, с. 418]. Для этого введем случайные последовательности (векторы) 
бесконечной длины х = (х ]}х 2>...) и определим базис такого про­
странства как бесконечную последовательность базисных векторов 
{е} = { e ^ e j Тогда по аналогии с (2.1) имеем разложение произ­
вольного вектора в гильбертовом пространстве по его базису

СО

x = (4.1)
/= 1

Взаимное линейное преобразование двух векторов в гильберто­
вом пространстве аналогично преобразованию (2 .2 ) и может быть 
представлено в виде

СО

y ; = Y ,aijx j 0' = U ,...) , (4.2)

при условии, что этот ряд сходится. Вводя бесконечную матрицу 
А = [йу ] (/.у = 1,2,...), преобразование (4.2) можно записать в матрич­
ной форме

у = Ах.

Скалярное произведение векторов в гильбертовом пространстве 
определим по аналогии с (2.7) с помощью необходимо сходящегося 
ряда

ОО ОО

(х.У) = Е Е й / л' ^  = х'Ру=.Р(х,у). (4.3)
/=1 у=1

где элементы бесконечной матрицы Р = [д /-] представляют собой 
скалярные произведения базисных векторов

(е,,еу) = р„ (i = 1 , 2 , =  1,2,...). (4.4)

Если Р есть бесконечная единичная матрица
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р =

1 о о 
О 1 о
О 0  1

то базисные векторы, согласно (4.4), оказываются ортонормирован- 
ными и такое гильбертово пространство также называется ортонор- 
м up о ванным.

Из (4.3) непосредственно вытекает обобщение евклидовой нормы 
в бесконечномерном гильбертовом пространстве (гильбертова норма):

S.U2

ZZ Pyxix j
/=1 у=1

Таким образом, из определения скалярного произведения (4.3) 
видно, что ядром гильбертова пространства является некоторая бес­
конечная матрица Р. Такие пространства обычно называют унитар­
ными гильбертовыми пространствами последовательностей, чтобы 
подчеркнуть их дискретность. Мы будем обозначать их как !HS
(индекс s соответствует слову sequence -  последовательность). Обычно 
употребляемое обозначение таких пространств -  /2.

В скалярном произведении (4.3) первому сомножителю ( вектору- 
столбцу х) присвоим индекс к и этим же индексом пометам результат
-  скаляр гк . Тогда (4.3) можно записать в виде

(х* • У) = Z Z P)kXki Уj  = xi-Py = zt .
i=I/=l

Очевидно, что совокупность столбцов х к(к = 1, 2 ,...) образует матри­
цу X = [*/*], а совокупность таких скалярных произведений -  вектор 
z = (zk)) что можно записать в виде

z = (X, у) = Х'Ру. (4.5)

Рассмотрим еще один пример гильбертовых пространств -  про­
странство непрерывных и квадратично-интегрируемых функций. Та­
кие пространства иногда называют функциональными. Мы будем обо­
значать их где индекс /  соответствует слову function -  функция

(обычное обозначение -  Z^). В таком пространстве конечные векторы 
x = (.v,,.v2l. . . ,x N) евклидового пространства $ N заменяются непре-
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рывными функциями х (0 , заданными на ограниченном или неогра­
ниченном интервале V = (а,Ь).

Введем последовательность базисных функций {и} = {iv,(/),i/o(
Тогда каждую функцию пространства !И j  можно представить в виде 
разложения по этому базису

ао
*(*)<=> 2 1ХМ 0 >  (4.6)

1=1

где знаком <=> обозначено равенство “в среднем”, что надо понимать 
как сходимость “в среднем” этого ряда. Такая сходимость означает, 
что частные суммы этого ряда

п
•* « (о = Е * 1мЛ о

/=]

имеют предел s(l) такой, что [36, с. 458] 

ь
|Ы 0 - ^ ( 0 ||2 а /л ( 0 к я ( 0 - ^ 0 1 2 л  ПРИ (4.7)

Здесь h(i) -  некоторая квадратачно-интегрируемая неотрицательная 
11весовая” функция.

Функции, обладающие свойством сходимости (4.7), называют 
квадратично-интегрируемыми. Это свойство вытекает из метрики 
пространства Н которая задается нормой

(ь V/2

| | / ( o - g ( o | | s
\а  >

определяющей среднее квадратическое расстояние между функциями /  
и g. В этой метрике линейное преобразование (4.2) имеет вид [36, с. 
461]
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где функция х(г) соответствует вектору х = (лу) ( /  = 1,2 ,...) , аргумент
Ь Л'

г -  индексу /, а интеграл J d r-  сумме £ .  Оба аргумента I и г меняются
а 7=1

в одном и том же промежутке a< l,r< b . Выражение (4.8) называют 
линейным интегральным оператором; этот оператор преобразует 
функцию л: в другую функцию у  в том же базисе. Двумерная функция 
a{t,r) называется ядром оператора. Покажем, что этот оператор мож­
но представить в матричной форме.

Действительно, базисные функции мДг) (/ = 1,2,...), как и всякие
другие, можно подвергнуть действию интегрального оператора А.
Полученные новые функции vi(t) = АиДг) можно снова разложить по 
тому же базису {ы}, пользуясь (4.6). Таким способом мы получим

ОО

Vj(t) = Аи7 ( г ) с > Е а(/м/(0  0  = 1.2,...), (4.9)
1=1

где коэффициенты ( / , /  = 1,2 ,...)  составляют некоторую бесконеч­
ную матрицу А = [а^]. Ее столбцы есть координаты функций Vj(i) в 
заданном базисе {и} в смысле разложения (4.6). Учитывая также, что

ОО ОО

х { г )< ^ ^ Х ;  щ(г), yO)<=>Eyiui(l)>
1=1 1=1

получаем по (4.8)

у ( 0  = A x ( r ) o A j T x j U ; ( r )  = £ х уА  Uj(r) =  
j =I 7=1

= X -* )Z ty 4 (0 = £  u,(i) = J У > У(0.
j=\ /=1 i=l ^ 7=1 J /=1

откуда видно, что координаты функций х(г) и y(t), отнесенные к 
общему базису {м}, удовлетворяют равенству

ОО

У, = (/ = 1,2 ,...).
Н

Это означает, что если ввести бесконечные векторы-столбцы 
х = (дг,,х2,...)  и у = {У\,У2 ,...) , составленные из координат этих функ­
ций, то интегральный оператор (4.8) можно представить в матричной 
форме
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у = Ах.

Можно также показать, что ядро интегрального оператора (4.8), т.е. 
двумерная функция a(Lfr ) t связано с коэффициентами ^  матрицы А
следующими взаимно обратными преобразованиями [36, с. 462]:

*=I j - i
b b

a,j = j I UiOMt,r)Uj(r)didr.
(4.10)

Определим теперь скалярное произведение двух функций в дей­
ствительном гильбертовом пространстве !Ну . По аналогии с (4.3)
имеем [36, с. 457]

(х ,у )  = jh (t)x (t)y (t)d l <=> jh (t)  Y'XM iOY'yjUjO)
* (

а V
dt =

= i L i w j ] h(l)4(0Uj(t)di о Ц р у Х щ  = xPy,
i= l j =I g (=1 J =I

где

и

(4.11)

(4.12)р0 = jh(l)Ui(t)uj(t)dl =(uh uj) ( i , j  - 1, 2 ,...)
a

P = [P(/1. X = (x„*2,...), у = (yl,y2,...).

Из (4.11) вытекает, что норма функции в пространстве 9i j  есть число

|x ( 0 || = V(*.*) = j К0\х(1)\2 dt e>V(xVx)-
Ч а

Вернемся теперь к разложению (4.6) и определим его коэффициен­
ты x t как скалярные произведения
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Если вместо функции x ( l ) } находящейся под знаком интеграла, под­
ставить разложение (4.6) и учесть (4.12), то получим

ь \

х, <=>jA(t)H,(0 'ZxjU j(t) dt =
a \)= l ;

= ' £ x j jKOui{t)Uj(t)dt = Y,PijXj (/ = 1,2...). (4.13)

Результат (4.11) имеет принципиально важное значение для тео­
рии средней квадратической коллокации (СКК), поскольку он пока­
зывает, что скалярное произведение непрерывных функций в функ­
циональном гильбертовом пространстве Wj  может быть представле­
но в матричной форме, т.е. оно вычисляется точно так же, как и ска­
лярное произведение бесконечных векторов в дискретном векторном 
пространстве 9is, если только эти функции являются квадратично- 
интегрируемыми и определены их координаты в одном и том же ба­
зисе пространства !Нj .  Бесконечная матрица Р, элементы которой
определяются по формуле (4.12), по-прежнему играет роль порож­
дающей матрицы, или ядра этого пространства, так как она непо­
средственно связана с его базисом. Легко показать, что при переходе 
к другому базису эта матрица изменяется по правилу, аналогичному 
(2.9), только матрица преобразования Т в пространстве Л j  становит­
ся бесконечной. При этом само скалярное произведение (4.11) остает­
ся по-прежнему инвариантным и не зависит от изменений базиса (см.

Другой важной особенностью унитарного бесконечномерного 
гильбертова пространства Jis со скалярным произведением (4.11) и 
порождающей матрицей Р является возможность его

т.е. возможность перехода от бесконечных матриц и векторов про­
странства <HS к матрицам и векторам ограниченной размерности про­

пространства !HS. Действительно, в силу условия сходимости “в сред­
нем” (4.7) для любого е > 0 найдется такое N , что

§1 гл. 2 ).

“аппроксимации” конечномерным евклидовым пространством ,

странства . Эта возможность заключена в определении метрики

при п > N. (4.14)

Величина в левой части этой формулы представляет собой норму 
погрешности средней квадратической аппроксимации функций путем 
их разложения по базису пространства Л j .  Задаваясь приемлемой
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величиной этой нормы, не равной нулю, можно найти такую мини­
мальную размерность N пространства $ N % при которой сходимость 
“в среднем” будет обеспечена с необходимой точностью.

Введем теперь понятие воспроизводящего ядра гильбертова про­
странства. Под этим, вообще говоря, понимают двумерную функцию 
q(R,S) пары точек, принадлежащих некоторой области трехмерного
евклидова пространства , которая удовлетворяет следующим усло­
виям [41, с. 155]:

q(R,S) е!Ну для фиксированной точки S , (4.15)

f ( S )  = { f(R ),q (R tS ))R длялюбой f e ! H f . (4.16)

Первое из этих условий утверждает, что q(R ,S ) как функция только 
одной переменной принадлежит гильбертову пространству Wу, а
второе соотношение утверждает, что скалярное произведение произ­
вольной функции этого пространства /  на функцию q, вычисленное в 
точке R , дает значение функции / в другой точке S.

Легко показать [41, с. 155-156], что воспроизводящее ядро являет­
ся симметричной положительно определенной функцией, т.е.

q{K S) = q{SyR)
и

jtjtw tfR i'R j)*  о

при любых константах Бесконечная матрица

Q = [q(Ri,Rj)} ( / , ;  = 1,2,...), (4.19)

составленная из дискретных значений воспроизводящего ядра про­
странства j ,  является воспроизводящим ядром пространства !HS. В
силу условия (4.18) эта матрица всегда является положительно опре­
деленной, а в силу свойства (4.17) -  симметричной.

В конечномерном евклидовом пространстве матрица (4.19) стано­
вится конечной и тоже является его воспроизводящим ядром. Вос­
производящее свойство (4.16) такого ядра с учетом (4.5) можно запи­
сать в виде

x = (Q,x), (4.20)

(4.17)

(4.18)

где х -  произвольный вектор евклидова пространства.
-120-



Легко видеть, что свойству (4.20) удовлетворяет только такая 
матрица Q, которая равна обратной матрице Р, являющейся в свою 
очередь порождающей матрицей евклидова пространства. Действи­
тельно, полагая Q = P 4  и вспоминая определение (2.7) скалярного 
произведения в этом пространстве, имеем

х = (Q,x) = QPx= Р _1Рх = х.

§2. Случайные процессы и последовательности

Случайным (стохастическим) процессом назьюают непрерывную 
функцию / (ц,со) двух независимых переменных ц еМ , со e Q . Первая
переменная ц представляет собой текущую точку обычного 4-мерного 
физического пространства-времени М, в котором производятся все 
реальные измерения, которое в связи с этим назьюают пространством 
измерении. Вторая переменная со представляет собой точку так назы­
ваемого ‘̂ вероятностного пространства” О. и вводится для описания 
случайного характера функции /(ц,со).

Переменная ц может означать текущее время t или любую другую 
одномерную величину -  расстояние, координату и т.п. В таком случае 
мы имеем простейший одномерный случайный процесс. Но переменная 
ц может быть определена и как точка ц = (w, v) какой-либо двумерной 
области физического пространства, например плоскости или сферы 
единичного радиуса и т. д. Тогда мы получаем двумерный процесс 
/(м, v;co), который назьюают случайным полем. В самом общем случае 
стохастический процесс можно определить как случайную 4-мерную 
пространственно-временную функцию вида / ( w, v, w, /; со), зависящую 
от трех пространственных координат и, v, w и от времени t.

Формальная переменная со определяет случайный выбор функции 
/(ц,со) в том смысле, что всякая величина, зависящая от этой пере­
менной, является случайной. Вероятностное пространство Q , где 
определена эта переменная, иногда назьюают фазовым простран­
ством, а саму переменную со -  фазовой переменной. С помощью фазо­
вой переменной одну случайную функцию /(ц .со,) как выборку 
(реализацию) процесса /(ц,со) отличают от другой функции 
(выборки) /(ц,<о2). При этом обе эти выборочные функции уже зави­
сят только от переменной ц, так как в них со, и со 2 являются как бы 
“константами”. По этой причине переменную ц часто назьюают вы­
борочной переменной, а пространство М -  выборочным простран­
ством.
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Важнейшими характеристиками случайных процессов являются 
математическое ожидание и ковариационная функция. Математиче­
ским ожиданием случайной функции называется ее интеграл по фазо­
вому пространству:

£{/(Ц.<°)} = J / (ц . ® )Л* = S0 0  • (4.21)
а

Рассмотрим теперь в пространстве измерений М две произволь­
ные точки ц и ц  + у ,  где у  означает относительное координатно­
временное смещение (сдвиг) этих точек, и определим в них значения 
одной и той же случайной функции /(ц,со) и / ( ц  + у,со), соответ­
ствующей выборке с фазовой переменной со. Тогда интеграл от про­
изведения /(ц ,с о ) /(ц  + у,со) по всему фазовому пространству

д(ц/, ц) = £ { /(ц ,ш ) /(ц  + у,©)} = |/ (ц ,с и ) / ( ц  + ц/,о))^П (4.22)
Q

будет определять истинную ковариационную функцию процесса 
/(ц,со). Выражения (4.21) и (4.22) называют фазовым средним.

Одаако на практике мы всегда имеем ограниченное количество 
выборок случайного процесса, и поэтому фазовое пространство С1 
оказьюается дискретным и содержащим счетное множество значений 
фазовой переменной со = сор со: ,...,соЛ. Заменяя в формулах (4.21) и 
(4.22) интегралы суммами, получим следующие приближенные эмпи­
рические оценки:

£ „ ( ц ) » - Е / ; ( ц ) .  (4.23)
n i=I

9 « (^ H )“ - Z / / ( ^ ) / y ( H  + V). (4.24)
n j .  I

В этих формулах (и далее) индекс j  означает номер выборки и заменя­
ет фазовую переменную со j ,  т.е. /у(ц) = /(ц ,ш  j ) .C  увеличением объ­
ема выборки (и) оценки (4.23) и (4.24) сходятся по вероятности к 
функциям (4.21) и (4.22) соответственно:

£ (ц )=  1ип£п(ц), ?(Ч/.И)=
/1-ЮО П-ЮО

Выборка бесконечного объема назьшается генеральной совокупностью.
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К сожалению, часто бьюает известна всего лишь одна реализация 
случайного процесса

/ ( ц )  =  / ( ц , о ) ,  со =  c o n s t

и поэтому эмпирические фазовые средние (4.23)-(4.24) вычислить 
вообще невозможно. В этом случае вместо них приходится пользо­
ваться другими, так называемыми выборочными , оценками:

g=  М {/(Ц)}= J/(H)rfM. (4.25)
м

<?(у) = М { /0 1 ) /(ц  + у)}=  | / ( ц ) / ( ц  + у)<ЛУ1, (4.26)
м

где интегрирование по фазовому пространству заменено интегри­
рованием по пространству измерений М.

Возникает вопрос: насколько правомочна такая замена и если она 
возможна, то в каких случаях? В этой связи заметим, что истинная 
ковариационная функция, определяемая формулой (4.22), и ее при­
ближенная эмпирическая оценка (4.24) в общем случае могут зависеть 
от двух переменных -  от смещения vj/ и от выборочной переменной ц. 
В то же время выборочная оценка этой функции (4.24) зависит только 
от переменной у. Случайные процессы, ковариационная функция 
которых зависит только от смещения \у, назьюаются стационарными 
процессами. Отсюда следует, что только для таких процессов мы и 
можем пользоваться выборочными оценками ковариационных функ­
ций. Однако такие оценки должны быть несмещенными относительно 
истинных. Это последнее условие можно гарантировать только для 
так называемых эргодических стационарных случайных процессов, 
так как именно для них выборочное среднее М{ } в пределе совпадает 
с фазовым средним £{•}. Это следует понимать так, что

<7(ч/) = £{(?(Ч/,<о)} = £ { М { /(ц ,ш )/(ц  + ч/,со)}}, (4.27)

т. е. для эргодических случайных процессов математическое ожида­
ние выборочной ковариационной функции равно истинной ковариацион­
ной функции. А это и означает, что для таких процессов эмпирическая 
ковариационная функция служит несмещенной оценкой истинной 
ковариационной функции.

Заметим еще, что истинное матожидание (4.21) и его эмпириче­
ская оценка (4.23) являются функциями переменной ц, в то время как
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выборочная оценка матожидания (4.25) есть просто число -  инте­
гральное среднее случайного процесса по пространству измерений.

Рассмотренные выше непрерывные случайные функции /(ц,со) 
могут быть заданы дискретно в счетных точках ц = Дис­
кретного пространства М. Заданные таким образом случайные функ­
ции обычно называют случайными последовательностями. Совокуп­
ность из п выборок (реализаций) таких последовательностей можно 
представить в виде

В этом случае вместо непрерывной переменной сдвига \|/ мы должны 
ввести дискретную переменную \ук = поэтому

fi = A » ,h  f , +k = f(v-i+k) = fi-V-i + Vk)-

Истинные матожидания и ковариационные функции случайных 
последовательностей определяются по формулам, аналогичным (4.21) 
и (4.22), а их эмпирические оценки можно найти по формулам (4.23) и 
(4.24):

(4.28)
n j= 1

4 ik ~ ~ 'L fi j fu k ,j-  (4.29)
n j =i

Для эргодических случайных последовательностей можно для 
каждой отдельной реализации получить по формулам (4.25) и (4.26) 
следующие эмпирические оценки:

1 N
£ * т т Е / />  (4.30)

™ i= 1

(/с = 0,1,2,..., А/-1). (4.31)

В последней формуле для каждого индекса сдвига к суммируется N -  к 
произведений случайной функции, поскольку предполагается, что 
дискретное пространство измерений М, в котором она задана, огра­
ничено и содержит только N  точек ^ .
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§3. Основная задача коллокации

"Средняя квадратическая коллокация представляет собой метод 
определения аномального гравитационного поля путем комбинации 
геодезических измерений различных видов”. Такое определение мето­
да СКК дается в книге Г.Морица “Современная физическая геодезия” 
[41, с. 62]. Из него видно, что этот метод первоначально был предназ­
начен для объединения разнообразных данных наблюдений, в кото­
рых проявляется действие земного тяготения, с целью уточнения ха­
рактеристик (параметров) глобального поля силы тяжести. Эта про­
цедура, собственно, и называется коллокацией. Но, как легко заме­
тить, подобные задачи встречаются не только в физической геодезии, 
но и повсюду, где требуется уточнить физическое явление (причину) 
по многочисленным его проявлениям (следствиям), т.е. при анализе 
любых косвенных измерений. В астрометрии, например, такая задача 
называется совместным уравниванием данных. Однако отличительной 
чертой коллокации является то, что она имеет дело не с функцио­
нальной связью между причиной и следствием, как это имеет место в 
уравнительных вычислениях методом наименьших квадратов, а с 
неустойчивой (стохастической) связью между ними, которую можно 
описать соответствующей ковариационной функцией.

Рассмотрим два множества случайных величин: множество
“измерений” , образующих //-мерный вектор-столбец 1 = (/,, /2,..., lN), и 
множество “сигналов”, которые образуют р-мерный вектор-столбец 
s = (slis2>...tsp). Предполагается, что обе эти векторные величины
центрированы, т.е.

£{1} = 0, Е {s} = 0.

Введем теперь ковариационные матрицы

Q „= co  v(l,l) = £{!!'},

Qsl =cov(s,l)=  £* {si'},
Qw =cov(s,s) = £{ss'},

где Qu и Qss -  автоковариационные матрицы векторов 1 и s соответ­
ственно, Qsl -  матрица взаимных ковариаций между 1 и s. Предпола­
гается, что эти матрицы имеют полный ранг (говорят, что к х т - 
матрица А имеет полный ранг, если гапк(А) равен меньшему из чисел 
к и т).

Будем считать, что вектор данных 1 известен и требуется оценить 
вектор сигнала s, если известны ковариации (4.33). Именно таким

(4.32)

(4.33)
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образом ставится основная задача в методе СКК. Будем искать оцен­
ку сигнала s в классе линейных оценок вида

s=  HI, (4.34)

где Н -  некоторая матрица размером N х р. Иначе говоря, каждая 
компонента вектора s аппроксимируется линейной комбинацией ком­
понент вектора данных 1.

Вектор ошибок оценивания е определяется соотношением е = s - s ,  
а его ковариационная матрица имеет вид

Q ee =cov(e,e) = £{ее'} = £ { (s -s )(s -s ) '} . (4.35)

Диагональные элементы этой матрицы представляют собой диспер­
сии компонент оцениваемого сигнала

o 2j = E{e2j}  = E{(sJ - s J)2} (У = 1,2,..., р). (4-36)

Согласно общей теории статистического оценивания, наилучшей 
оценкой сигнала s по данным I является несмещенная линейная оценка 
вида (4.34) с минимальной дисперсией. Усредняя по реализациям выра­
жение (4.34) и принимая во внимание (4.32), находим

£*{s} = НЕ{1} = 0 = £{s},

поэтому оценка (4.34) является несмещенной при любой матрице Н.
Попытаемся теперь определить эту матрицу так, чтобы дисперсии 

ошибок оценивания сигнала (4.36) были минимальны. Ковариацион­
ная матрица этих ошибок при произвольной матрице Н, в соот­
ветствии с (4.33)-(4.35), имеет вид

Q« = £{ее'} = £ { (H 1 -s)(H l-s) '}  =
= Н£{1Г}Н '- E {sl'}H '-H £{ls '}  + £'{ss'} =

= HQ„H -  Qj;H ' -  HQ* + Q „ (4.37)

Так как матрица Q/; имеет полный ранг и поэтому существует 
обратная ей матрица Q^1, то непосредственной проверкой убеждаем­
ся, что выражение (4.37) эквивалентно следующему:

Q„ = Q„ -QdQZ/Q*+ ( H - Q j/Q/V )Q „ (H -Q ,,Q /y )̂  (4 38)
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А = Q „ - QsiQnlQis и В = (Н -  QsiQJi' )Q //(H - Q^Q/71 )'■

Первая из них не зависит от матрицы Н и поэтому одинакова для 
всех возможных линейных оценок сигнала, а матрицу Б  можно сде­
лать нулевой, если принять

H = Q,,Q«‘ (4-39)

Покажем, что если равенство (4.39) не удовлетворяется, то диаго­
нальные элементы матрицы В всегда будут положительными. Дей­
ствительно, возьмем произвольную /-ю строку матрицы (H -Q ^ Q ^ 1) 
и обозначим ее через Ь'. Тогда /-Й диагональный элемент матрицы В 
будет, очевидно, представлять собой квадратичную форму b'Q^b. Но 
поскольку ковариационная матрица Q /;, по определению, не вырож­
дена и положительно определена, то она порождает положительно 
определенные квадратичные формы (см. §1 гл. 2), поэтому b 'Q /zb> 0  
при любом векторе Ь, причем знак равенства справедлив, только если 
Ь = 0, т.е. при выполнении соотношения (4.39). Таким образом, диа­
гональные элементы матрицы = А + В, которые являются диспер­
сиями оценок сигнала, всегда больше диагональных элементов мат­
рицы А, если В * 0, т.е. когда не выполняется равенство (4.39). Под­
ставляя это равенство в (4.34), находим

2 = <4-40>

что и дает наилучшую (несмещенную и с минимальной дисперсией) 
линейную оценку сигнала s в виде явной функции исходных данных I. 
При В = 0  формула (4.38) принимает вид

D „ = Q „  = A = Q „ - Q , /Q7/1Q fr, (4 41)

где Djj. представляет теперь апостериорную оценку ковариационной 
матрицы найденного сигнала.

Формулы (4.40)-(4.41) дают полное решение основной задачи кол- 
локации. Заметим, что при их выводе не делалось никаких предполо­
жений о количестве “сигналов” р и количестве данных N  и поэтому 
они справедливы при любых р и N. Это означает, что мы можем с 
помощью формулы (4.40) оценить любое (в принципе неограничен­
ное) количество сигналов J j.a ,. . .  по конечному числу данных, если, 
конечно, для всех этих сигналов a priori известна ковариационная
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матрица Qj,. При p<N  формула (4.40) дает сигналы в промежуточных 
точках между моментами наблюдений и ее называют средней квадра­
тической интерполяцией. Если же р = N, то процедура (4.40) определя­
ет сигналы в моменты наблюдений, и поэтому она, по сути дела, яв­
ляется фильтрацией данных, особенно в случае, когда они отягощены 
случайными ошибками наблюдений (см. §2 наст, гл.)* И наконец, ког­
да p>N} мы имеем дело с вычислением новых сигналов, т.е. прогнозом.

Докажем теперь инвариантность основной формулы СКК (4.40) 
относительно линейных преобразований сигнала и данных. Пусть 
вместо N  данных /,, образующих вектор 1, имеем другие N  данных hx, 
образующих вектор h, который связан с вектором I линейными пре­
образованиями вида

h = Al, l = A' h ,

где А -  невырожденная N x N  -матрица. Т огда

Qsh = £{sh'} = £{sl'A'} = £{sl'}A' = QlYA' (4.42)

и аналогично
Q/,a = AQ//A'. (4.43)

Применим теперь формулу (4.40) для выделения сигнала из дан­
ных h:

s=  Q j/iQ aaI1.

Н о с  учетом формул (4.42)-(4.43) это выражение принимает вид 

s = Qsl\ ’( \ Q ll\ r l M = Q ^A 'fA T 'Q /V A -'A l,
поэтому

* = = Q j/Q//^*

что и требовалось доказать.
Пусть теперь кроме р-мерного сигнала s требуется оценить еще 

один ^-мерный сигнал t, связанный с предыдущим линейным преоб­
разованием вида t = Bs, где В -  произвольная qx  /?-матрица. Учиты­
вая, что

Q„ = Е{й'} = E {B sl) = BE{sl'} = BQ„,
имеем

t -  Qr/Q//l = BQj/Q//11 = Bs,
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что и доказывает инвариантность формулы (4.40) относительно ли­
нейных преобразований сигнала.

На практике часто приходится иметь дело не с произвольным 
множеством случайных величин, а с упорядоченными по времени слу­
чайными последовательностями (временными рядами). Пусть мы 
имеем несколько векторов 1* =(/,-)* (/ = 1,2 ,...,N ; к = 1,2 , . . . ,т) данных 
наблюдений lik, выполненных в одни и те же последовательные мо­
менты времени Т( (/ = 1 , 2 , Предположим,  что в этих данных 
проявляется некоторый интересующий нас сигнал s, представляющий 
собой случайную функцию s(T). Обозначим последовательность зна­
чений этой функции в дискретные моменты наблюдений вектором 
t = (г.) = 5 (7^), тогда простейшую модель таких данных можно пред­
ставить в виде

=* + г*. (4-44)

где г* = (/;)* -  векторы (последовательности) случайных ошибок на­
блюдений. Предполагается, что все случайные последовательности 
модели (4.44) центрированы, т.е. имеют нулевое матожидание.

В общем случае искомый сигнал s(T) рассматривается как 
непрерывная случайная функция времени, определенная и за предела­
ми интервала наблюдений AT = TN - T {. Это значит, что дискретное 
представление этого сигнала имеет вид последовательности случай­
ных величин (стохастического вектора) произвольной длины р :

S — (5], ̂ 2,..., 5]у , ‘S/y+j, • • •, Sp ) — 

= ( ,  t2,..., t# ; f [, / 2 , • •., / м ) = (4.45)

Геометрическая интерпретация этой модели дана на рис. 4 .1 .

Рис. 4.1. Модель данных коллокации.
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Хотя компоненты всех трех стохастических векторов линейной 
модели (4.44) отнесены к одним и тем же точкам пространства изме­
рений (времени), но как случайные величины они распределены в раз- 
ных пространствах. Вектор t не зависит от номера серии к и пред­
ставляет собой случайную последовательность, не зависящую от фа­
зовой переменной со к, поэтому компоненты этого вектора (как и все­
го вектора сигнала s) распределены только в пространстве измерений 
М (см. § 2  наст. гл.). В то же время случайные ошибки наблюдений 
(компоненты векторов г*) распределены одновременно как в про­
странстве измерений М, так и в вероятностном пространстве Q,. Если 
в модели (4.44) нет трендов, то из сказанного выше следует:

M{t} = 0 , М {s} = 0 , М{г} = 0 ,
E{t} = t, Е {s} = s, Е {г} = 0 .

Введем теперь понятие общего среднего G = ЕМ{-}, которое пред­
ставляет собой одновременное усреднение по пространствам М и Q:

< 7 { / ( ц , ш ) }  -  £ М { / ( ц , с о ) }  =  f  \  f M d M d n .
ЯМ

Тогда с учетом (4.46) имеем

G{r} = G{t} = G{s} = 0, G{l} = G{t} + G{r} = 0. (4.47)

Эти выражения являются условиями центрированности случайных 
величин, одновременно распределенных в пространствах М и Q . Ко­
вариации таких случайных величин определяются формулами

Qss = (7{ss'} = EM{ss'} = E{M{ss'}} -  M{ss'},
Qu = G{W) = EM{tV) = E{M {tV)} = M {tt'},

Q„ = G{rr'} = EM{rr'} = E{rr'}1 
Qtr = G{trf) = EM {t r'} = M {t}E{r'} = 0 .

Здесь последняя формула означает, что в среднем по обоим про­
странствам сигнал и шум не коррелированы. С учетом (4.47)-(4.48) на­
ходим

Q// = С{11'} = C7{(t + r)(t' + г')} = + G{tr'} +
+G{rt'} + G{rr'} = Q„ + Q„ + Q„ + Q„ = Q„ + Q„,
Qst = G {#} = (7{s(t' + r)'} = G{st'} + C{sr'} = QJP 
Q„ = G{tl'} = + r)'} = G{W) + C{tr'} = Q„.
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Подставляя (4.49) в основную формулу коллокации (4.40), получаем

5 =  Q , / Q « i  =  Q « ( Q , .  +  Q , , r ‘ i .  (4 -5° )

§4. Объединение случайных последовательностей

Пусть имеется т случайных последовательностей данных 
\к (к = 1, 2 , . . . ,т ) ,  заданных в одни и те же моменты времени и описы­
ваемых моделью (4.44). Образуем из них составной вектор 1 = (1А), 
имеющий длину m N , и попытаемся оценить сигнал ( с известной а 
priori автоковариационной матрицей Q„ путем линейного преобра­
зования t = Hl так, чтобы минимизировать дисперсию разностей 
е = t - 1. Эту задачу будем назьшать объединением временных рядов. 
Для ее решения воспользуемся первой частью формулы (4.50), т.е. 
формулой (4.40). Полагая в ней s = t, находим

Здесь Q f/ есть N  х mN  -матрица ковариаций искомого сигнала t и 
данных 1, Q// -  матрица ковариаций данных размером mN  х mN  .

Если ошибки г* не коррелируют между собой и с сигналом t, то, 
согласно формулам (4.50), будем иметь

Q,/ = [Q„ Qh q „l

Q// =

m матриц

Qh Qn ** Qu
Qn Q22 ‘ Qrr 

Qu Qu Qmm

где Qkk (k = 1,2,... ./и) -  N  x N  -матрицы автоковариаций данных l*. 
определяемые (4.49):

Qkk =Q „+Q n

Поскольку матрица Q,r известна, a Qkk может быть вычислена, то 
можно найти матрицу автоковариаций ошибок наблюдении:

Q“  = Qkk~Q„
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Вводя блочную матрицу-строку размером N  х mN

j* = [ i  i  -  i],

состоящую из т обыкновенных единичных матриц размером N  х N , и 
блочно-диагональную матрицу размером mN  х mN

Qrr -  diag(Q**) (к = 1,2 ,

а также учитывая, что I = (l,,l2 ,...,Im) есть составной mN  x l -вектор, 
перепишем формулу (4.51) в виде

i = Q l, J ,( Q „ + J Q ,J ,r ' l  =

= q „ j [ q ; ;  - Q ; ; j ( J Q ; lj+ Q r ,1r 1J ,Q ;, u =

Q , J I - J ' Q ; 1 j + Q,V r ‘ m q - ' i

Обозначая

r = j <q ;;j = £ (< } “  r \
k=l 
m

h = J'Q7,4 = £ ( < & * ) A .
k= 1

получаем

t = Q,I[ I - R ( Q - 1 + R ) 1]h =

= Q„(Q„ + R - 1 ) " 1 R -‘h = (Q -‘ + R)-'h. (4.52)

Ведем теперь весовые матрицы

т
P„ = ooQr,'. P“  = o o ( Q “ )" ' ,  р  =  р„ +  £ р “ -

*=1

Тогда выражение (4.52) можно преобразовать к виду

(  т т т
t= ( Q - '+ R ) - 1h=  р „ + х р “  Е Р ^ * и = р | Е Р n h

V J * = [ к=I
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Если теперь ввести обобщенные нормированные веса

то получим
т

(4.53)

Таким образом, объединение рядов 1* (к = 1 , 2 методом СКК 
с целью выделения из них сигнала t с известной ковариационной мат­
рицей Q,, сводится к суммированию этих рядов с нормированными 
весами W*. Причем главная часть оценки сигнала представляет собой 
простое арифметическое среднее

имеет относительный порядок \/т  и поэтому при ограниченных ав­
токовариациях сигнала и шума уменьшается с увеличением числа 
объединяемых рядов т. Этот факт можно считать обобщением закона 
больших чисел на случай коррелированных случайных последователь­
ностей.

Апостериорные ковариации Dff объединенного ряда оценок сиг­
нала t определяются формулой, аналогичной (4.41), поэтому, исполь­
зуя введенные выше обозначения, находим:

Если данные 1* содержат компоненту некоррелированного белого 
шума п*, то модель (4.44) принимает вид 1* = t + rk + nk. Очевидно, 
что в этом случае диагональные элементы матрицы Q// будут равны

т

а поправка к нему

D „  =  Q „  - Q „ Q « ‘Q „  =  Q „  - Q „ J ' [ Q „  +  J Q . J T 1 LQ„ = 

= Q„ -  Q„ (R -‘ + Q„ )-* Q„ = (Q - 1 + R) 1 • (4.54)

Q u  = Q (I+ Q f r  + Q “ .
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где Qf* = cov(nA. , nk) = E(nkn'k ) = a 2kl представляет собой N x N -  
матрицу автоковариаций белого шума п* с дисперсией а 2к . В осталь­
ном вышеизложенный алгоритм объединения рядов сохраняется.

В практике срочной службы вращения Земли необходимо объеди­
нять непрерывно поступающие скалярные оценки ПВЗ /j, ̂ ,..., /т  - В
этом случае имеем N  = 1 и формула (4.53) принимает вид

Л

к=I — „ , Лк
к = \ % + Ч г г

где qu и qff представляют собой оценки априорных дисперсий сигна­
ла t и ошибок новых данных 1к . Такой процесс объединения случай­
ных последовательностей не требует накопления данных и может 
протекать непрерывно в реальном времени (см. также § 8  наст. гл.).

Рассмотрим теперь случай, когда априорная информация о кова­
риациях искомого сигнала отсутствует и матрица Qu неизвестна. По 
сути дела это означает, что априорный вес сигнала мы должны при­
нять равным нулю, т.е. Р„ = a jQ f"/ = 0. Казалось бы, в этих условиях
для получения оценки t достаточно в формуле (4.52) положить 
Qfr = 0. Однако оказывается, что матрицу R и вектор h вычислить
нельзя, поскольку они зависят от автоковариаций ошибок , кото­
рые при неизвестной матрице Qf, оценить невозможно. Мы можем 
вычислить лишь ковариации данных Q b  = cov(l/r1lJ) и образовать из 
них матрицу Q = [Qfr]. Если теперь вычислить обратную матрицу 
этих ковариаций Q _1 = Q = [Q*, ], то оценку t можно получить мето­
дом обобщенного среднего, изложенным в §7 гл. 3. В соответствии с 
формулой (3.105), адаптированной к принятым выше обозначениям, 
имеем

t =
м м

к-\.г-1

-!

к = I s = \

Подставляя в это выражение формулу (4.44), находим

t = t + I Z Wb
Аг=1 jr=l

откуда видно, что полученная оценка сигнала будет несмещенной, 
если обобщенное среднее коррелированных ошибок г* равно нулю.
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Такое условие используется обычно при совместной обработке так 
называемых абсолютных наблюдений, когда не принято делать ка­
кие-либо предположения об определяемом сигнале t.

Используя введенные выше обозначения и полагая

т т т т
ZZQ*=JQJ = s, IZQbi*=Jt3i = f.
k = \s= \  Л '= |  J = l

находим следующее матричное выражение для формулы обобщенного 
среднего:

t = ( J Q J )" lJQ l = S ' 1f .  (4.55)

Апостериорная ковариация этой оценки имеет вид

D„ = S
/

-I т т
Z Z Q *

VA'=1j=1 )

Выясним теперь, как полученный алгоритм (4.55) согласуется с 
изложенным выше алгоритмом коллокации (4.52). Для этого рассмот­
рим взаимные ковариации данных:

Qb = cov(l* ,!,) = £  {\t l's} = £{(t + Тк )(t + г,)'} =
= £{tt'} + £{ tr;} + £{rt t'} + £{r*r;}.

В сформулированных выше условиях коллокации, когда ошибки г* 
взаимно независимы и не коррелируют с сигналом (, т.е.

£{tr;} = £{г*Г> -  0 , £{г,г;} = | ^ * при * = s'
[О при K *S t

а автоковариационная матрица сигнала <?„ = £{**'} известна, алго­
ритм обобщенного среднего (4.56) принимает вид

t = S_lf  = ( J IQ “,J ) _IJ Q " I1 =

=  [ J ' ( Q „  +  J Q , J ' ) ‘ ‘ J ]-1 J ' ( Q „ + I =

= J Q - ,J (Q - 1 + J Q - ‘J ) - 1 X

-  JQ 7,'J(Q r; + J Q - 'J ) - 'J Q ; 'I ]  -  

= [ R -  R (Q -‘ + R )-‘ R f  [I -  R(Q , , 1 + R)"' Jh = R-'h.
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Сравнивая это выражение с (4.52), видам, что при одинаковых 
условиях методы коллокации и обобщенного среднего дают разные 
алгоритмы объединения временных рядов, а значит, и разные резуль­
таты. В методе коллокации матрица Q ' 1 используется как матрица 
регуляризации сигнала (см. §4 гл. 3), в то время как метод обобщенно­
го среднего эту регуляризацию не использует.

§5. Интерполяция, фильтрация и прогноз

Рассмотрим вначале задачу фильтрации случайных последова­
тельностей (временных рядов). Пусть дана равноотстоящая последо­
вательность прямых измерений или косвенных оценок некоторой 
стохастической величины (сигнала) s в виде N-мерного вектора 
1 = (/,-) (/ = 1,2 ,...,N ). Будем считать, что сигнал s проявляется в этих 
данных в виде ^/-мерного вектора t, смешанного со случайными кор­
релированными ошибками г = (rt ), т.е.

I = t + r. (4.56)

Требуется из данных I выделить сигнальную часть t, т.е. отфильтро­
вать шум г.

Если сигнал и шум между собой не коррелированы и a priori из­
вестна автоковариационная матрица шума Q „ , то эта задача ре­
шается с помощью второго варианта основной формулы СКК (4.50), 
которая при s = t принимает вид, аналогичный (4.51):

i = Q„Q,Vl. <4-57)

где Qi{ -  автоковариационная матрица данных размером N  х N . Если 
рассматриваемый временной ряд данных ! = (//) (/ = 1>2 ,...,JV) является 
равноотстоящим, стационарным и эргодическим, то его ковариаци­
онная матрица Q ;/ является теплицевой и для ее вычисления доста­
точно найти автоковариационную функцию данного ряда qt{т), так 
как элементы qtj этой матрицы в этом случае будут равны qtJ = q(|т^|). 
Вычислив таким образом матрицу Q//t по формуле (4.49) находим 
ковариационную матрицу искомого сигнала

Q„ = Q //-Q „• (4-58)

Апостериорные ковариации DH выделенного сигнала t опреде­
ляются формулой, аналогичной (4.41):
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-  Qn -  QuQu Qn (4-59)

В рассмотренном случае шум г является коррелированным (иногда 
говорят -  “цветным”) и для его фильтрации необходимо знать a priori 
матрицу Qrr. Если же мы имеем дело с некоррелированным белым
шумом г = п, то модель данных (4.56) принимает вид

l = t + n. (4.60)

В этом случае задача выделения сигнала t называется задачей филь­
трации белого шума и для ее решения не требуется никакой априор­
ной информации. Действительно, при s = t матрицы Qsl и Q/; в (4.50) 
равны

Q„ = G{t 1'} -  G{tt'} + G{W} = G{ tt'} = Q,„
Qu = G{U'} = G{tt'} + G{nn'} = Q„ + Qnn,

поэтому формулы фильтрации (4.57) и (4.59) сохраняют свой вид, но в 
них в силу специфики белого шума вместо (4.58) имеем

Q „  =  Q f f - Q w, =  Q / / - < # .  (4-61>

где N x N -матрица автоковариаций белого шума Qnn = с 2п1 зависит 
только от его дисперсии о 2п. В §4 гл. 7 будет подробно показано, как 
оценить дисперсию ст*. а значит, и матрицу Q„„ по скачку автокова- 
риационной функции данных ^ (т ) в точке т = 0 , после чего матрица 
автоковариаций сигнала Q,, лепсо находится по формуле (4.61).

В описанном выше процессе фильтрации сигнал t оценивался для 
тех же моментов времени, для которых был задан вектор 1. Однако 
особенностью метода СКК является возможность оценить такой сиг­
нал s, который существует и вне области задания данных. При 
/ = 1,2 , . . . , / /  он совпадаете t, а при i= N + l,N  + 2 ,...,N  + М  является 
его прогнозом (см. выражение (4.45)). Для этого необходимо знать 
лишь автоковариационную функцию сигнала ^ (т ) .

Обозначим продолжение (прогноз) сигнала t через f и будем счи­
тать длину этого вектора равной М , так что f { = f>Y+i >/: ~ 1n+ 2 »--ч 
f M = tд'+А/- Тогда, согласно основной формуле коллокации (4.40), 
имеем выражение для одновременного оценивания векторов t и f:

t Qu — 1 1 Q h
S =

f .®л_
Q// l  =

Q/- .
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Здесь Q„ есть уже знакомая нам N x N  -матрица автоковариации 
сигнала t, имеющего длину N, a Qy, есть М  х //-матрица ковариации
прогноза и сигнала. По сути дела эта матрица является продолжени­
ем “вниз” симметричной матрицы Q„, так что обе они являются 
блоками единой теплицевой матрицы Qsl = Qsl размером 
(N  + M ) x N  = p x N , которую можно построить с помощью одной и 
той же ковариационной функции сигнала qs(т).

Выделяя из (4.62) процесс прогноза и используя (4.57), находим

f  =  Q/ ,Q/Vi  =  Q/ , Qr , ‘ t. (4.63)

т.е. этот процесс может использовать как “сырые” данные наблюде­
ний 1, так и выделенный из них сигнал t. Внутреннюю точность этого 
прогноза можно оценить по общей формуле апостериорных ковариа­
ций (4.30), которая в случае модели сигнала (4.62) принимает вид

D r Q,, Q / Q,,

° / / . Q/- Q / / . S*fi.
Q / / [ Q «  Qi/ \

откуда
^ / /  =  Q / / - Q / r Q / / lQr/>

где Q // -  априорная автоковариационная матрица прогнозируемой 
части сигнала.

Из сравнения формул (4.57) и (4.63) видно, что для фильтрации 
данных необходимо знать максимум N  первых значений автокова- 
риационной функции искомого сигнала, в то время как для его про­
гноза -  еще как минимум М  ее значений. Таким образом, для прогно­
за сигнала необходим прогноз его ковариационной функции. В тех 
случаях, когда такой прогноз невозможен, применяются другие ме­
тоды стохастического прогноза, основанные, например, на авторе­
грессии [5]. Однако в нашем распоряжении обычно имеются резуль­
таты предыдущих оценок сигнала (его “предыстория”), и поэтому мы 
имеем возможность оценить априорную ковариационную функцию 
нужной длины. Но при этом мы должны быть уверены, что статисти­
ческие свойства сигнала, а именно его матожидание и автоковариа­
ционная функция, являются неизменными. Иначе говоря, метод СКК 
имеет дело со стационарными сигналами. Наиболее удобным методом 
прогноза эмпирических оценок автоковариационных функций яв­
ляется их аппроксимация параметрической моделью. Этот метод бу­
дет подробно описан в главе 7.
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§6 . Коллокация с параметрами

Реальные данные наблюдений I кроме стохастических сигналов t и 
ошибок наблюдений г, как правило, содержат еще и систематические 
компоненты (тренды), которые можно представить линейной моде­
лью а=  Ах с постоянными параметрами х. Таким образом, обобщен­
ная линейная модель данных наблюдений имеет вид

1 = Ax + t + r, (4.64)

где I -  N х [ -вектор данных, х -  т х 1 -вектор неизвестных постоянных 
параметров, А -  N  х т -матрица коэффициентов (частных производ­
ных д\ /дх) ,  t -  стохастический вектор длиной N, представляющий 
собой “сигнальную часть” данных, г -  W xl-вектор “шума” -  ква- 
зислучайных (коррелированных) ошибок наблюдений и невязок мо­
дели данных.

Введем в модель (4.64) дискретно заданную совокупность случай­
ных величин, образующих вектор стохастического “сигнала” 
s = ( ,  s2,..., sp) произвольной длины р. Будем считать, что векторы t и
s связаны между собой линейно, т.е.

t = Us. (4.65)

Если компоненты сигнала представляют собой последователь­
ность s{is2>...,sp ( p >N) ,  упорядоченную по времени или по какой-
либо другой переменной, то матрица U в общем случае имеет блоч­
ный вид

U = [D 0], (4.66)

где D -  диагональная N  х //-матрица, составленная из производных 
dl jdt i  (/ = 1,2,...,ЛГ), 0 -  нулевая матрица размером N x  ( p - N ) .  Если 
же компоненты сигнала s образуют некоторое ограниченное множе­
ство случайных величин, действующих на результаты наблюдений 
одновременно, то

"ll и12 "1/

и  = «21 “22 "" “2 Р (4.67)

_МЛГ| UN 2  ‘

есть полная N х /7-матрица частных производных dljdS j (/ = 1, 2 , . . . ,N;
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j  = 1,2,...,/?). Подставляя (4.65)в (4.64), получаем модель коллокации с 
параметрами

l = Ax + Us + r, (4.68)

которая содержит сигнал s в явном виде. На рис. 4.2 представлена 
геометрическая интерпретация модели (4.68) для случая, когда сигнал 
s представляет собой временную последовательность, непосредствен­
но влияющую на данные наблюдений, т.е. U = [l 0]. Такая модель
отличается от модели коллокации без параметров, показанной на 
рис. 4.1, только наличием систематического тренда Ах.

Данные наблюдений I Сигнальная часть

Ошибки наблюдений г 

Сигнал s

данных t

Рис. 4.2. Модель коллокации с параметрами.

В соответствии с (4.65), автоковариационная матрица сиг­
нальной части данных наблюдений имеет вид

Q „ = U Q WU', (4.69)

где -  известная a priori ковариационная матрица сигнала разме­
ром р X /7.

Как уже говорилось, сигнал s может иметь произвольный 
размер р. Если это временная последовательность, то р означает ее 
длину, если же это множество, то р есть количество элементов этого 
множества. Любое ограничение на величину р не является принципи­
альным, и оно связано только с одним обстоятельством -  знанием 
априорной автоковариационной функции (матрицы) сигнала. Чем 
больше значений этой функции мы знаем, тем больший размер будет 
иметь матрица Qss и тем больше сигналов Sj ( j  = 1, 2 ,...,/?) можно оце­
нить методом СКК. Будем в дальнейшем считать, что случайные век­
торы s и г независимы и центрированы. Тогда по аналогии с (4.47)— 
(4.49) имеем
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M{s} = 0, E{s} = s, G{s} = 0,
M{r} = r, £{r} = 0, G{r} = 0.

Тогда
Q„ =(?{»'} = Qrr = G{rr'} = £{rr'},
Qsr = G{ sr'} = E{M{  sr'}} = M {s}E{r’} = 0 .

Имея N  данных 1 и указанные выше ковариации Qss и Q rr> требуется 
оценить все неизвестные параметры модели (4.55), т.е. т компонент 
вектора х и р компонент вектора s -  всего р + т величин. Такую зада­
чу называют средней квадратической колпокацией с параметрами, или 
смешанной задачей оценивания.

Подобная задача уже рассматривалась в теории ОМНК (см. § 2 и
4 гл.З). Фактически она сводится к уравниванию модели (4.68) с мяг­
кими условиями:

1 = Ах + Us + г, cov(r, г) = Q,.,
V 7 V (4.70) 

s = s, cov(s,s) = Q„.

По аналогии с (3.8) образуем составные векторы и матрицы

F =
А' и т г
0

, G =
0 . h =

S
, Z =

S
. Q «  =

Qrr о
о Q„

(4.71)

Тогда модель (4.70) можно представить в следующей форме:

h = Fx+ G s + z, cov(z,z) = Q2Z. (4.72)

В этой модели сигналы s = (sits2i...,sp) выступают в роли опреде­
ляемых параметров и одновременно входят в состав нового вектора 
невязок z. Если сигналы s и невязки г центрированы и распределены 
нормально, то и новые невязки z тоже будут центрированы и распре­
делены нормально с плотностью вероятности (см. § 2  гл. 2 )

Ц  г) =
1

■^(2n)N detQ z
exp-! -  7  z'Q z .

Учитывая независимость векторов г и s, согласно последней из фор­
мул (4.71), имеем
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поэтому условие максимального правдоподобия оценок параметров 
модели (4.72) приводит к условию минимума квадратичной формы 
невязок этой модели

R. = z 'Q 7.1z= r 'Q ;/r  + s'QJ^s = Rr + Rs = min. (4-73)

Дифференцирование квадратичной формы (4.73) по всем параметрам 
модели (4.72) с использованием правил векторно-матричного диффе­
ренцирования (2.16) и учетом обозначений (4.70)-(4.72) дает

dR:
дх

= -A 'Q -’l + A 'Q -‘Ax + A'Q^'US = О,

dR,
ds

= - U 'Q “‘1 + U 'Q -‘Ax+ U 'Q ^'U i + Q - 'i  = 0 ,
X=X,S=S

что можно записать в виде двухгрупповой системы матричных урав- 
нений вида (2.63)

V „ x + V„S = h „
V „ i  + V „ i= h „

где

(4.75)
V„ = A 'Q “‘A, V„ = \ ’x = A 'Q -'U , V„ = U 'Q "'U  + Q"1.

Учитьгоая обозначения (4.66) и (4.67), видим, что р х  ^-матрица

V„ = U 'Q -,U + Q - 1

является неособенной, поэтому для решения системы нормальных 
уравнений (4.74) можно применить метод исключения (см. §5 гл. 2). Из 
первого уравнения системы (4.74) находим

( \  — у  у _|у  w  = h -V  V"'h
V Т X X  xs ss sx / Л  11 х  T x r T w  “ j *

Обозначая
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и подставляя сюда выражения (4.75), находим вектор постоянных 
параметров

x = (A 'Q -,A )-| A 'Q ',l. (4.77)

Теперь из второго уравнения (4.74) получаем оценку сигнала 

s = V - '(h ,-V „ x ) .

Подставляя сюда (4.75) и принимая во внимание (4.76), (4.69) и (2.71), 
имеем

Q = Q „  + U Q „U ' = Q „ + Q „ , (4.78)

после несложных преобразований находим

S = (Q« -  QAQrr + Q , , ) ’ 1 Qu)U'Q;,‘(1 -  Ax) = Q „Q -'(I -  Ax), (4.79)
где

Qsi =QssJJ' (4.80)

Найдем теперь оценки невязок г. Учитывая (4.77) и (4.79), получа­
ем из (4.68)

f = 1 -  Ах -  Us = Q,rQ -1  (1 -  Ах). (4-81)

Группа формул (4.77)-(4.81) полностью решает задачу смешанно­
го оценивания. Выпишем эти формулы совместно:

x = (A 'Q -|A)-‘A 'Q -,l, 

s = Q « Q '‘( l-A x ), 

t = Q „Q -, ( l-A x ) ,

r = Q „Q -‘( l-A x ), (4.82)

Q =Q  ,,+Q „.
Q«i = UQ „U',
Q „ = Q „ U '.

Из этих формул следуют также соотношения:

S =  Q«Q,", lt =

t = U i = Q „Q "lr I (4.83)

г = Q„Q,',‘t = < ?„< № •
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Модель данных вида (4.70) с мягкими условиями является моде­
лью ОМНК, так как она позволяет оценить все параметры этой мо­
дели, не выходя за рамки метода максимального правдоподобия. Но 
поскольку эта модель позволяет наряду с постоянными параметрами 
х оценивать и сигналы s, то она одновременно является и моделью 
коллокации. Действительно, при отсутствии постоянных параметров 
и при единичной матрице U третья формула (4.82) дает оценку сигна­
ла

которая полностью совпадает с формулой СКК-фильтрации (4.56).
Попробуем теперь получить оценки постоянных параметров и 

сигналов модели (4.68), не прибегая к мягким условиям, а значит, и к 
универсальной модели (4.70). Представим модель (4.68) в виде

где в качестве невязок введена линейная комбинация случайных век-

Будем, как обычно, считать, что модель (4.71) является полной, а 
компоненты случайных векторов г и s центрированы и нормально рас­
пределены. Тогда невязки w также будут распределены нормально с 
плотностью вероятности [38, с. 54-55; 8 , с. 381]

Очевидно, что при заданных a priori ковариациях Qss и Q rr максимум 
функции правдоподобия L(w) достигается при условии

t =  Q „ ( Q „ + Q „ r 1i,

I = Ах + w (4.84)

торов
w = Us + r = t + r = I -  Ax.

где
Q.*» -  Q// -  Qи + Q„ -  UQijU'+Qn -  Q

R„ = w'Q„,!»w = ( l-A x ) 'Q  l(l -  Ax) = min. (4.85)

Раскрывая этот экстремум, находим

^  = -A 'Q ~ ll + A 'Q _lAx = 0 ,
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х = (A 'Q 'A ) -1  A 'Q ll,

которая в точности совпадает с первой из формул (4.82).
Однако, как легко убедиться, условие (4.85) не позволяет прямо 

оценить сигнал s, так как последний не входит в число параметров 
модели (4.84), а является лишь одной из составляющих вектора невя­
зок w. Оценка этого вектора имеет вид

iv= 1 - Ах.

Чтобы выделить из него сигнал s , воспользуемся формулой филь­
трации (4.57):

t = Q„Q;Lw = Q „ Q lw, 

откуда, учитывая (4.65) и (4.69), находим

5 = Q*U'Q-'w  = Q „Q -1(l-A x),

что полностью совпадает со второй из формул (4.82).
Таким образом, только линейная модель данных с мягкими уело- 

виями вида (4.70) является универсальной моделью ОМНК в том 
смысле, что она позволяет рассматривать среднюю квадратическую 
коллокацию с параметрами как частный случай оценивания обобщенным 
методом наименьших квадратов. Если такой моделью не пользовать­
ся, то стохастический сигнал методом ОМНК оценить невозможно, 
его приходится специально выделять из невязок путем их фильтра­
ции. Впрочем, это замечание относится лишь к области методологии 
и практического значения не имеет, так как оба подхода приводят к 
одним и тем же формулам оценивания.

Пусть теперь на данные наблюдений одновременно влияют не 
один, а несколько разноименных стохастических параметров 
(сигналов) slls2 t...,sMl каждый из которых имеет длину р . Тогда 
вместо (4.68) имеем следующую линейную модель:

м
I = Ах + Y j U ksk + г- (4.86)

*=i

Обозначим априорные ковариации между сигналами s* и s} через

( k j  = 1,2 ,...,М ) и введем составной вектор-столбец s = (s1,s2J...J 
sM) длиной рМ  и блочные матрицы
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и  = [ и , u 2 ...• M (4.87)

Q „  =

Q «

Q «

Qi] 
Q  ss

Q ‘f

Q 2ssM (4.88)

_ Q « ‘ Qn2
...

Тогда систему уравнений (4.86) можно привести к стандартному виду
(4.68), и поэтому процедура оценивания параметров ничем не будет 
отличаться от описанной выше. При этом важно отметить, что раз­
мерность обращаемой матрицы Q не зависит от числа стохастических 
параметров М  и всегда равна N  х N . Действительно, пользуясь обо­
значениями (4.87)-(4.88), получаем N x N -матрицу

м м
Q„ = Z £ u , q * 'U ',

7=U=I

откуда и следует, что матрица Q, определяемая формулой (4.78), 
имеет тот же размер.

Докажем теперь, что условие (4.73) действительно выполняется 
при найденных оценках параметров [41, с. 95]. Рассмотрим случайный 
вектор

ГА*4
г

Z —

Ясно, что оценки х и г  удовлетворяют уравнению (4.68), которое 
принимает вид

l = Ax + Cz, (4.89)

где С = [I U] -  блочная матрица.
Рассмотрим теперь любые другие оценки х и z, которые также 

удовлетворяют этому уравнению:

1 = Ах + C z . (4.90)
Положим

х = х + х |5 z = z + z ,.

Тогда, вычитая из обеих частей уравнения (4.89) соответствующие 
части уравнения (4.90), получим
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Составим теперь квадратичную форму

z'Q lJz = ( i  + Z jV Q Jtz + z,) =-i /-

= z 'Q Jz  + z 'Q jz , + z[Q Jz  + z[Qr:!z,-i * V-I (4.92)

и докажем, что она не может быть меньше квадратичной формы 
(4.73), т.е.

z'Q~z! i  > z Q ' z (4.93)

Сначала убедимся, что в (4.92)

*'Q b zi = z;q ;^z = o. 

Действительно, в силу независимости г и s имеем

(4.94)

Qzz =
о

о q ;

Теперь, пользуясь (4.80) и (4.82), находим

z - = QzzC'Q ” 1 (1 -  Ах),

и поэтому
z [ Q ; z1z = z ; C ' Q - | ( 1 - A x ).

Из уравнения (4.91) следует, что z,'C' = -x jA ', откуда, учитьюая 
первую из формул (4.82), получаем

zjQ“‘z = - x [ A 'Q _i (I -  Ах) = -x ;A 'Q - '( l-  A (A 'Q ''A )_I A 'Q -’I) =

= -x ;(A 'Q -‘l -  A Q ^ A Q ' A ) - 1 A 'Q ‘1) = 0,

что и доказывает равенства (4.94). Теперь формулу (4.92) можно за­
писать в следующем виде:

z 'Q z.'z = z 'QJj'z + zJQJJz,.1 л
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Из положительной определенности матриц Qss и Qrr следует положи­
тельная определенность матрицы QJZ\  поэтому любая порождаемая 
ею квадратичная форма положительна. По этой причине имеем 
z[QlJzj > 0, откуда сразу следует (4.93).

Наконец, рассмотрим задачу фильтрации и прогноза временных 
рядов для модели коллокации с параметрами. Пусть случайный сиг­
нал s представляет собой случайную последовательность (временной 
ряд) произвольной длины р. Обозначим значения этого сигнала в 
моменты наблюдений вектором t = (/,•) ( / - 1, 2 ,..., N) длиной N, а его
продолжение в будущее (прогноз) -  вектором f длиной (р -  N). Тогда 
модель коллокации с параметрами (4.68) можно записать в виде

! = Ах +[D 0 ] + г,

где D -  произвольная диагональная матрица частных производных 
(/=  1, 2 ,..., 7^), 0 -  нулевая матрица размером N х ( р -  N ) . Обо­

значая

U = [D 0], s =

приходим к общей модели коллокации с параметрами вида (4.68):

1 = Ax + Us + r.

Если полная ковариационная матрица сигнала

Qh Qi/
Q/i Q//

известна, то для его оценки (фильтрации и прогноза) можно восполь­
зоваться общей формулой (4.79):

= Q«Q«‘d - A x ) .

Используя введенные выше обозначения, находим
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Q„=QssV =

Qii = U Q „U ' + Q„ = [D 0]

Qu Q / D ' Q„D'
_Q/< Q / / . 0 Q/,D'

Q„D'
Q/,D '

+ Qrr = D Q „D + Q rr,

поэтому
- - 
t Q„D
f Q/iD'

(DQ„D' + Q „ ) - ‘( I - A x ) . (4.95)

Если сигнал действует на данные наблюдений непосредственно,
то

и тогда
D -  I, Qu -  Q„ +

(Q„ + Qw)-I( i-A x ) .
t Q„
f Q/'.

Последняя формула отличается от (4.62) только тем, что вектор дан­
ных 1 предварительно центрируется поправкой Ах, причем оценка 
постоянных параметров х по-прежнему находится по первой из фор­
мул (4.82).

§7. Свойства коллокационных оценок

Исследуем вначале основное свойство СКК-оценок -  их несмещен­
ность -  и покажем, как оно связано с алгебраической формой самих 
оценок. Для этого рассмотрим смешанную модель данных вида 
(4.64):

1 = Ax + Us + r, Q ff ,Q „. (4.96)

Введем произвольные линейные оценки параметров этой модели вида

х = М! + а, (4.97)

s = N1 + Ь. (4.98)

Здесь I -  N-мерный вектор данных, х -  w-мерный вектор постоянных 
параметров, s -  р-мерный вектор стохастического сигнала, М  -  т х N  - 
матрица, а -  m-мерный вектор, N ~ р х  N  -матрица, Ь -  ^-мерный век­
тор. Предполагается, что матрицы М и N, а также векторы а и b не 
зависят от данных 1.
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Естественно потребовать, чтобы эти оценки удовлетворяли тем же 
уравнениям (4.83), что и истинные значения, поэтому имеем

l = A x+ U s + r. (4.99)

Истинные значения параметров модели (4.96) являются неслучай­
ными величинами, причем, как и ранее (см. §4 наст, гл.), будем счи­
тать, что истинный вектор стохастических сигналов s центрирован. 
Тогда, используя свойства обобщенного матожидания (4.69), имеем

G{x} = х, G{s} = 0 , G{r} = 0 . (4.100)

Подставляя (4.96) в (4.98), находим

s = N(Ax + Us + г) + b.

Потребуем теперь, чтобы эта оценка была несмещенной, тогда с 
учетом (4.100) получим

G{s} = NAx + b = 0.

Вектор b не может зависеть от неизвестного вектора х, поэтому по­
следнее равенство будет всегда справедливо, только если

NA = 0 , b = 0. (4.101)

Таким образом, требование несмещенности оценок s приводит к 
условию (4.101). Действуя подобным же образом, подставим выраже­
ние (4.96) в формулу (4.97):

х = М(Ах + Us + r) + a.

Вспомним теперь свойства простого матожидания (см. формулы
(4.69)):

£{х} = х, £{s} = 0 , £{г} = 0 

и потребуем, чтобы оценка х тоже была несмещенной, тогда

£{х} = х = МАх + а,

откуда опять в силу независимости векторов х и а находим
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Итак, согласно (4.97)-(4.98) и (4.101)—(4.102), несмещенными оцен­
ками будут

х = Ml при МА = I, (4.103)

s= N I при NA = 0 . (4.104)

Заметим теперь, что при произвольной р х  N  -матрице Н выполняется 
соотношение

N = H (I-A M ), (4.105)

для которого автоматически выполняется условие (4.104). Действи­
тельно, поскольку, согласно (4.103), МА = I, то

NA = Н(1 -  АМ)А = НА -  НА(МА) = НА -  НА =0.

Отсюда следует, что, согласно формуле (4.103), оценка (4.104) прини­
мает вид

s = N1 = Н(1 -  АМ)1 = Н(1 -  АМ1) = Н(1 -  Ах).

Таким образом, мы нашли, что условие несмещенности приводит 
к следующему общему виду линейных оценок:

х = Ml, (4.106)

s = Н(1 -  Ах), (4.107)

где Н -  любая р х N  -матрица, a m x N  -матрица М должна удовлетво­
рять условию

МА = I. (4.108)

Сравнивая эти оценки с оценками СКК (4.82), находим

М = (A 'Q _IA)_IA 'Q _I, (4.109)

H ^ Q ^ U 'Q '1, (4.110)

N = Q „U 'Q -1  [ I -  А( A 'Q ' 1 A) 4  A 'Q~‘ ], (4.111)

откуда видно, что условие (4.108) выполняется.
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Рассмотрим теперь вопрос о точности несмещенных линейных 
оценок. Истинные ошибки этих оценок с учетом (4.108) равны

еЛ = х - х  = Ml -  х = М(Ах + Us + г) -  х = Mw, (4.112)

е5 = s -  s = N I - s  = N(Ax и-Us + г)- s = N w -s, (4.113)

где для краткости обозначено

w = U s + r. (4.114)

Ковариации этих ошибок равны

D.VX = G {*x* 'x) = G{Mww'M'}, (4.115)

= G{e,e;} = G {(N w -s)(N w -s)'}  = 
= G{Nww'N' -  N w s'-sw 'N ' + ss'}.

(4.116)

Принимая во внимание, что векторы s и г независимы, вспоминая, 
что G{rr'} = Q „ и G{ss'} = Q „, и учитьшая формулы (4.78) и (4.114), 
находим

G{ws'} = G{(Us + r)s'} = G{Uss' + rs'} = U Q „ = Qu,

G{sw'} = G{s(Us + r)'} = G{ss'U' + Я-'} = Qn U' - QJ(,

G{ww'} -  G{(Us + r)(Us + r)'} = G{Uss'U' + Usr' + re'U ' + rr'} =
= UQ„U + Q „ = Q „ + Q „  = Q.

Подставляя эти формулы в (4.115) и (4.116), получаем

D ya = M QM ', (4.117)

D „ = Q „ + N Q N '-  N U Q „ -  Q „U 'N '. (4.118)

Остается получить взаимные ковариации постоянных параметров 
и сигнала:

D*, = С{еде '} = G{Mw(Nw -s) '}  =
= G {M w w'N '-M w s'} = M (Q N '-U Q „ ). (4.119)

Таковы апостериорные ковариации несмещенных линейных оце­
нок. Подставляя в формулы (4.117)—(4.119) выражения (4.105), (4.109)- 
(4.1 1 1 ), находим соответствующие ковариации СКК-оценок:
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DH = (A 'Q _1A)_,A,Q ‘ ,QQ_1A (A 'Q _IA)_I = (A 'Q _IA ) '1,

= Q« + Q „U 'Q _1[ I - A ( A 'Q ',A)- 1A'Q"i]Q [I-  

- Q ' A f A ' Q ' A ) A ] Q ' U Q ^ Q ^ Q ' U - A ( A Q ' A ^ A ' Q ' ] U Q „ -  

Q „U '[I -  Q ‘A(A'Q 1 A) 1 A']Q ‘UQ„.

Замечая, что матрица [ I -  А(А'<2ИА ) -1  A 'Q -1] идемпотентаа, имеем
далее

D„  = Q „ + Q „U 'Q -‘ [I -  A(A'Q ‘A) - 1 A 'Q  1 ]2 UQ „ -  

-Q „ U 'Q  1 [ I -  A ( A ' Q ‘A) ’ 1 A 'Q " 1 ]UQ„ -  

- Q „ U '[ I - Q " ,A (A 'Q -,A )-, A'JQ4 UQ 0  =

= Q „ - Q „ U ' Q ' I[ I - A ( A ' Q IA) " 1 A 'Q"']LTQ „ =

= Qu _ N U Q „ = (I -  NU )Q „ .

Взаимные ковариации параметров и сигнала равны

DXI = M ( Q N - U Q „ )  =

= M [Q (I-Q - 'A (A 'Q -‘A ) ' 1 A )Q 1 U Q „ - U Q „ ] =

= M [(I -  A (A 'Q -‘A ) ' 1 A 'Q 4 ) UQ„ -  UQ„ ] =

= - (A 'Q - ,A )-tA 'Q -‘[A (A 'Q -|A )-,A 'Q -,U Q „] =

= -(A 'Q  'A ) - 1 A Q 'U Q „ = -M U Q „ = - D ^ A Q ' U Q , , .

С учетом выражений (4.69), (4.78) и (4.80) получаем окончательно

D „  = ( A ' Q ' 1A ) '1, (4.120)

= Q s s Q s , Q ’Q„+Q„Q - a d xxa q - 1q u, (4 .121)

DXI = - D „ A 'Q - |QU. (4-122)

Второй член в (4.121) представляет собой уточнение априорной 
ковариации Q„ за счет новых данных наблюдений, а последний вы­
ражает влияние ошибок оценивания постоянных параметров. При их 
отсутствии этот член равен нулю, и тогда

= Q j j - Q i f Q “lQu
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Здесь везде матрица Q определяется формулой (4.78).
Действуя подобным образом, получим ковариации невязок моде­

ли (4.68). Согласно формулам (4.81), (4.11 2 ) и (4.113), имеем

ег = г -  г = (1 -  Ах -  Us) -  (1- Ах -  Us) =
= - A ( x - x ) - U ( s - s )  = -А ед - U e , ,

поэтому
D „ = G{e,e;} = G{(Aex + U e,)(A e, + Ue,)'} =

= G{Ae ve^.A' + Аехе ,и ' -bUeJe^.A/ + ие^е'и '} =
= ADVJCA' + AD ^U '  + UDJXA' + UD„U'. (4 123)

Подставляя сюда (4.120)—(4.122), находим

D„ = Q „ - Q jjQ  ’Q,, + ( I - Q „ Q ', )AD;caA '( I - Q (IQ "1)'. (4.124)

Аналогичным образом получаем 

D „  = G { e ,e '} = G {(-A e, -  U ts) t 'x } = - A D „  -  U D „ ,  (4.125)

D„ = G{efe;} = G {(-A e, -  Ue,)e;> = -A D ,, -  UD „. (4.126)

Подставляя сюда выражения (4.120)—(4.122), находим

D„t = - ( I - Q „ Q - , )ADJ0t> (4-127)

D„ = (I -  Q „Q -' )(I -  AD „ A 'Q - 1 )Q „. (4-128)

Докажем теперь, что СКК-оценки наиболее эффективны, т. е. 
имеют наивысшую точность в классе несмещенных линейных оценок. 
Выше было показано (см. (4.103)—(4.105)), что несмещенность линей­
ных оценок приводит их к следующему виду:

х = Ml, (4.129)

s=  N1 (4.130)
при условиях

МА = I, (4.131)

NA = 0 , (4.132)
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Для СКК-оценок имеем (см. (4.109)—(4.111))

M = (A 'Q -|A)-‘A 'Q -1, (4-134)

H = Q „ Q "\ (4.135)

N = Q „Q _I [I -  A(A 'Q_IA)_I A 'Q -1  ]. (4-136)

Предположим, что существует какой-либо другой метод несме­
щенного линейного оценивания, который характеризуется матрица­
ми M h N,  удовлетворяющими условиям (4.129)—(4.133). Положим 
также, что

M = M + V, (4.137)

N = N +W, (4.138)

где V и W -  некоторые произвольные матрицы. Тогда

VA = (М  -  М)А -  МА -  МА = 1 -1  = 0, (4.139)

WA = ( N - N ) A =  N A - N A  = 0 - 0  = 0. (4140)

Согласно формулам (4.117) и (4.118), ковариации произвольных 
несмещенных линейных оценок имеют вид

D „  = MQ1VF' = (M + V)Q(M'+V')==
= MQM' + MQV' + VQM' + VQV',

= Qss + N Q N '  -  N Q e -  Q j V  =
= Q „ + (N + W )Q (N ' + W ') -  (N + W)Q„ -  Q„ (N ' + W') =

= Q„ + NQN' + NQW' + WQN' + WQW'- 
~NQu -  WQ„ -  Qj,N' + Q„ W'

или
= D „  +MQV' + V Q M '+ VQV', (4-141)

D„ = D „ + (W Q N '-W Q U) + ( N Q W '- Q „ W ' )  + WQW'. (4.142)
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Здесь D^. и Dss означают ковариационные матрицы СКК-оценок, 
определяемые по формулам (4.120) и (4.121).

С учетом формулы (4.119) и транспонированной формулы (4.139) 
имеем

MQV' = ( A 'Q 1 A) -1  A 'Q 'Q V '  = ( A ' Q ' A ) 1 А'V'  = 0.

Транспонируя это выражение, находим VQM' = 0 . В результате вмес­
то (4.141) имеем

D ^ D ^ + V Q V '.  (4-143)

Перейдем теперь к вычислению Dss. Учитывая (4. Il l ),  имеем

NQW ' = Q „Q "'[I -  А( A ' Q ' A ) ’ 1 A 'Q - ' ]QW' =

= Q „W ' -  Q „Q -'A (A 'Q -'A ) 1 A W ' = Q„ W',

так как, согласно (4.140), A'W'  = 0. Аналогичным образом находим 
WQN' = W Q/5, и поэтому формула (4.142) принимает вид

Dw = DJJ+WQW'.

Дисперсии оцениваемых параметров определяются диагональны­
ми элементами их автоковариационных матриц. Рассмотрим для 
примера j -ю компоненту вектора х. Дисперсия ее оценки определяет­
ся, согласно (4.143), выражением

а } = а ; + т ^ ,  (4-144)

где у j -  j-  й столбец матрицы V.

Поскольку ковариационная матрица Q положительно определе­
на, то она всегда порождает положительные квадратичные формы 
(см. §1 гл.2), поэтому VyQvj > 0, но тогда из (4.144) следует о* > о*.

Таким образом, средняя квадратическая ошибка с г с о о т в е т ­
ствующая оценке методом СКК, действительно является наименьшей 
из всех возможных несмещенных линейных оценок для любой компо­
ненты вектора постоянных параметров х. Аналогичными рассужде­
ниями убеждаемся, что это относится и к стохастическому вектору s. 
Отсюда имеем следующее основное свойство средней квадратической 
коллокации:
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• в классе линейных оценок и стационарных стохастических моде­
лей метод СКК оптимален в том смысле, что он дает наиболее точные 
результаты по сравнению с любыми другими решениями, которые мож­
но получить на основе имеющихся исходных данных.

§8 . Двухгрупповая коллокация

Пусть мы имеем вектор данных I длиной N. Линейную модель 
этих данных представим в форме (4.68)

1 = Ax + Us + г, QW,Q„,  (4.145)

где х -  m x l -вектор постоянных параметров, А -  N  х т -матрица 
частных производных dl /dx,  s -  рх 1-вектор стохастического сигна­
ла, U -  N х /7-матрица, определяемая формулами (4.66) или (4.67) в
зависимости от типа сигнала, г -  7^x1-вектор случайных невязок 
модели данных. Будем считать, что сигнал s и шум г взаимно незави­
симы и имеют известные a priori автоковариационные матрицы 
Qxr и Qrr размерностью р х р и N  х N  соответственно.

Уравнения наблюдений, соответствующие этой модели, имеют
вид

1 = Ах + 1 + г, (4.146)
где

t = Us. (4.147)

СКК-оценки постоянных и стохастических параметров модели
(4.145) даются формулами (4.82):

x^A'CT'Ar'A'Cr'i, (4Л48>

i=Q „Q -4l-A x), (4.149)
где

Q = Q„ + Qii. Qrr = u q „.u \  Q„ = Q„U'. (4.150)

Сравнивая (4.149) с (4.62), видим, что формула (4.149) представля­
ет собой фильтрацию и прогноз стохастического вектора

w = l - A x  = i + r. (4-151)

Разделим теперь данные I на две труппы I, и 12, первая из кото­
рых представляет собой вектор длиной N{, а вторая -  длиной N z, так
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что N  = N x +N2. В результате вектор 1 и матрицы А и U можно запи­
сать в следующей форме:

[ V Га. " ’ и , ‘1 = 1

J 2_
, А =

1 > N» 1 
__

__
_

и  =
. U 2 .

Тогда модель (4.145) примет вид

I. А, х + и ,
S +

I, > ю

---------------
1

гм
Э

Г,
(4.152)

Будем считать, что невязки обеих частей модели a priori между 
собой независимы, тогда ковариационные матрицы Qrr и Q ff примут 
вид

Qrr = ч22 . Q «  =
Q h Qif

Qn q ?;
(4.153)

Очевидно, что матрицы Q и Qsl также разбиваются на блоки:

Q  =

где

Qll Q l 2

Q21 Q22

-  О 11 .

> Qjj [Qj Q2 ]»

Q „ = Q ^  +  Q! / .  Q,a =  Qi f .

Q 2. = Q , m  Q22 =  Q “  +  Q?,2. 
Q .= Q « U [ ,  Q 2 = Q„Ui.

(4.154)

(4.155)

Введем в дальнейшее употребление следующие обозначения: 
х, s -  истинные значения параметров и сигнала; 
х ,, s, — их оценки по первой группы данных 1{; 
x2 ,s-, -  их уточненные оценки с учетом обеих групп данных 

(второе приближение); если данных больше нет, то эти оценки при­
нимаются за истинные х2 я  х, s2 « s ;

t j , t2 -  истинные значения сигнальной части обеих групп данных, 
соответствующие истинному сигналу s;

t , ,, t21 -  оценки сигнальной части, соответствующие Sj;

121, f 22 -  оценки сигнальной части, соответствующие s2;
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г,,г2 -  истинные значения невязок обеих частей модели, соответ­
ствующие истинному сигналу s;

fj I, г2 1 -  оценки невязок, соответствующие ; 
г21,г22 -  оценки невязок, соответствующие s2;

t = 1, ^ 1 t , 2 4 Гп «12

* 2

t *1 =
* 2 1

» 4  =
^ 2 2

, r =
r 2

. f l =
— 

i
:

j

. h  =
*22

Вычислим теперь обратную матрицу [36, с. 6 6 6 ]

V - 1 Qii Ql2
-1

Rll R|2
Q:i Q22. r 21 R22.

где

^ 2 2  “  (Q 22 “ Q 21Q 11Q 12) *»

^12 “ “ Ql l'Ql2^22 ’ ^21 ” “ R22Q21QII1*
Rll = Qil 'Q 1 1 Q12R21 = Qil’ + Qn1Ql2®22Q2lQu1-

Используя эти соотношения, находим

A 'Q -IA = [A[ А'2]

= 1̂ 1 ■^1^12^2 ^2^21^1 ^2^22^2 ~
=  A i' Q ii'A ,  + ( А 2 -  A [ Q , / Q 12) R 22(A2 “ Q ziQ ii' A i )-

С помощью обозначений

А2 = А2 -  Q21Q11'А | .

р, =A;Qr,‘A,

выражение (4.158) преобразуется к виду

A 'Q -‘A = Pi + A^R22A2,

откуда, по правилу (2.71), находим

Q» Ql2
-1

"Ai"
.Q21 Q22. _̂ 2_

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)

(A'Q- 'A ) - 1 = P f1 -  Р,'1 A2'(R 21  + А2РГ'А 0'' А2Р,“ (4.161)
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Учитывая теперь первую из формул (4.157) и обозначая

Q 22 = Q 22 "Q2lQ[l Ql2 + ^2^1 

формулу (4.161) преобразуем к виду

(A 'Q -'A )-' = Р Г '- Р Г 'А ^ А ^ Г 1.

Используя теперь соотношения (4.157) и (4.159), имеем

a -q - 'u [a ; a J * "  !*i2T ! ']  A(R,,i| + A[R12i2 +
_K 2I К 22 JLI2_

+A2R2|I| + A2R22I2 = AjQn l| + A2R22(I2 — Q21Q 1 1 ) •

(4.162)

(4.163)

(4.164)

Наконец, подставляя (4.163) и (4.164) в формулу (4.148), находим 
оценку параметров х с учетом обеих групп данных:

х 2 = P|_lAJQn 1| -  P f 1А2Q22 А2P f 1А[Qf,111 +

+(Pf1 -  Р Г 1 A2Q2-‘А2РГ‘) A^R22(l2 - Q 21Qnl|)

Первый член этого выражения с учетом (4.160) равен

х, = Pf'AjQr,'!, = (A jQr.'A ,)-'A ;Q r;i

(4.165)

(4.166)

и представляет собой СКК-оценку вектора х на основе только первой 
части данных наблюдений )(. Последний член в правой части форму­
лы (4.165) может быть преобразован с использованием соотношении 
(4.157) следующим образом:

(РГ1 -  Р|’ 'A2Q22 А2Р,‘ | ) A2R22 = Р,_|А2(1 -  Q22A2P|-IA2)R22 *

= Р| lA2Q22l(Q 22 — A2P| A2)R22 = Р| 'A^Qj^RjjRjj = Р, 'A2Q2j. (4.167)

Подставляя (4.166) и (4.167) в (4.165), находим окончательно

X2 = X, + РГ' a ; q 22' (12 -  Q2lQ ;X  -  а 2х, ). (4-168)

Второй член правой части этой формулы выражает уточнение оценки 
х, за счет использования дополнительных данных 12.

Выполним подобные вычисления для оценки сигнала. Учитывая 
(4.151 >-(4.152) и полагая
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---
---

---
--

1

- 
-1 1------------------------------------------------------------------

<х<11

г *> Гч1 12 -  А2х

а также используя формулы (4.150)—(4.153), получаем из (4.149)

*2 -  [Q. Q2]
Ri, R|
R?i R? (4.170)
‘21 «22 II W'

откуда, согласно (4.157), находим

*2 = Q,Qn W, +(Q2 -Q,Qr.'Q,2)R22(W2 -Q2.QMW,). (4 1 7 ‘)

В соответствии с формулами (4.169) и (4.159), имеем далее

w1 = 1, -  А,х = lj - А ^ ,  -А Д х -х ,) ,  (4.172)

^2 = Q2|Qii4  = Ь “ A2X -Q 2|Q| /l| + Q2jQ,11A|X =

= Ь “ А2х = Ч Q 21Q 1 / _ ^ 2x t -  А2(х - Xj). (4.173)

Заметим, что
S |= Q iQ i i ( l |-A 1x l) (4.174)

представляет собой оценку сигнала s на основе только первой части 
вектора данных 1,. Теперь с помощью формул (4.172)—(4.174) выраже­
ние (4.171) можно привести к виду

s2 = Sj -  Q iQ i/A i(х - Xj) + (Q2 - Q 1Q 1 /Q i2)Кгг(Ь “

“ Q21Q1 i'̂ I "  A2X j)-(Q 2 ~ QlQl |lQ l2)^22-^2— )•

Заменим здесь разность x - x ,  на x2 -X | с учетом (4.168). Тогда 

S-, = Si + [(Q2 — Q,Q, /Q 12 )® ^22-  ^2^1 ^ ^ 2 2  ) “
-Q iQ n1 А.РГ1 A2'Q 2'2'](12 - Q2|Qu 1| -  A2x ,) =

где
-  s, + ZQ22 ( 12 -  Q21Q11 h ~ A 2X|),

Z = (Q2-Q |Q ij1Q |2)R22(Q22 ~ ^2^1 ^ ^ “ QlQll^lPl * A2.

Из формул (4.157) и (4.162) находим
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поэтому
z  = Q: -Q.Qn'Qn -Q ^r.'A .P , a ;.

Подставляя это выражение в (4.175), получаем окончательно

s2 = S| + (Q2 -  QjQi /Q 12 _

“ QlQl/AjP, 1 A2)Q22 (12 “ Q21Q11̂ 1 “ ^ 2X[).

Если теперь обозначить

12 = 2̂ — Q 2 lQl 1 ® ] — ^2^1 ’

Q2 = Q 2 Q 1Q 11Q 1 2 "  Q 1Q 11

(4.176)

(4.177)

(4.178)

и принять во внимание сокращения (4.159), (4.160) и (4.162), то оценки
(4.168) и (4.176) можно записать в более краткой форме:

где

х ; -  х, = Дх2 = P f (4.179)

S2 Sj = As2 = Q2 Q2 2 * (4.180)

Х| = Р, AjQu'li, (4.181)

*1 = Q1Q1 1 O i— A|X,). (4.182)

Если требуется оценить не сигнал s, а только сигнальную часть 
данных наблюдений t, то по формуле (4.147) находим

*12 U ,s2 U , S j  + U jAs2 1 tji + AtJ2

.*22. _ U * _ U2s, -f U jA ^J _t2l + At22_
= t,+ A t2. (4.183)

Поскольку, согласно (4.180), вектор As2 = s - s j  представляет собой 
поправку к первоначальной оценке сигнала s,, то в формуле (4.183) 
векторы At12 и At22 есть поправки к оценкам t{,, t 2!, соответствующим 
slf причем N 2 xl -вектор t 21 = U2Sj представляет собой экстраполяцию 
сигнала на данные 12.

Аналогичным образом получаем оценки невязок двухгрупповой 
модели (4.152):
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1 ,  - А | Х ,  -  U j S ,

2  ~~
г 2 2 l 2  A , X i  X J

Г10

1
>

1 1<х f|| + д?12

то 1 
_

_а 2 L i . , г2| + Дг22
= Г, + AlS. (4.184)

Здесь с учетом (4.179) и (4.180) имеем

Г), =  ( I j  -  А , х ,  -  U j S j ), А г12 =  - ( A j A x 2  +  U , A s : ), 

г21 =  (12 -  А 2 х , -  и д ) ,  Дг2 2  =  - ( А 2 А х 2  +  U 2 A s 2 ).

(4.185)

Вектор г21 = 12 -  A2x t -  U 2s, тоже представляет собой результат экс­
траполяции оценок Xj и s, на новую группу данных 12, а Дг22 -  уточ­
нение этой экстраполяции.

§9. Точность двухгрупповой коллокации

Выведем теперь формулы для оценок точности групповой коллокации 
[41, с. 118-123]. Начнем наш анализ с вектора сигнала. Заметим, что 
формула (4.180) представляет собой точный аналог основной форму­
лы коллокации (4.29) для оценивания стохастического сигнала 
As2 = s - s ,  по данным 12 в случае отсутствия постоянных параметров. 
Чтобы убедиться в этом, необходимо, во-первых, показать, что 
G{\2} = 0. Действительно, учитывая обозначения (4.159), (4.177) и 
(4.181), получаем

2̂ “  Ь ~ Q2lQll^l “ (^2 ~Q 2|Q ||1Ai )^I 

Если параметрическая модель Ах является полной, то

G{t ( };= 0, G{t2} = 0, G{г,} = 0, G{r{} = 0,
поэтому

G{1,} = AjG{x} = А,х, С{12} = A2G{x} = A2x,

(4.186)

(4.187)

(4.188)

где x -  истинный вектор постоянных параметров. Следовательно,

С{12} = [А2 - Q 21Qn А, - (А 2 - Q 2 1Q|-,1 A,)Pi_IA{Qj",‘А,]х = 
= [(А2 - Q 21Qu'A ,) - (A 2 - Q z i Q i / A i ) ] х  = 0,

что и требовалось доказать.
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Введем теперь по примеру (4.151) центрированные данные наблю­
дении

wt -  I, -  А|Х, w2 = l2- A 2x, (4.190)

которые, согласно равенствам (4.188), удовлетворяют условиям

G{w,} = 0, G{w: } = 0. (4.191)

Тогда формула (4.186) с учетом обозначении (4.190) примет вид

12 = w2 + А2х -  Q21Qn (wj + AjX) -  

- (А 2 — Q2iQn1A1)Pl 1 A[Qa ̂  (Wj + AjX) =

= w2 — (Q2i + A2Pj ^AOQi/ wj. (4.192)

С использованием этого выражения легко находим

1212 = w2w2 - (Q2| + A2Pj A[)Qn WjW2 -  w2w{Qj/ (Q |2 + AjPj *A2')  +

+ (Q2i + A2Pj ,A[)Qi11w1w[Qn,(Q|2 + A,Pj ^ 2).

Принимая во внимание, что

G{wlw(} = G{(t1+ r1)(t1+ r1)r} = Q 11 и т.д., (4.193)

получаем с учетом (4.160)

G{1:̂ 2} = Q22 “ Q21Q1 i*Qi2 + А2Р] 1А2 = Q22.

Это и доказывает, что Q22 является автоковариационной матрицей 
для вектора 12.

Подобным же образом убеждаемся, что матрица Q2, определяемая 
формулой (4.178), представляет собой матрицу ковариаций между 
векторами (s-S j)  и12. Действительно,

(s—s,)l; = d ;-Q ,Q [ '1, ( l1 -A ,x ,)U .

Н ос  учетом формулы (4.190) имеем

1, -А,Х! = ( I - A 1P f lA1'Qj'1,) l1 = ( I - A 1P,_,A,'QI_Jl)w1 +

+(А| — A ^ j 'AJQ,, А])х = (I —А|Р| 'AJQu )wj,
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поэтому

Применяя оператор матожидания к левой и правой частям этого р а ­
венства, а также замечая, что

и принимая еще во внимание выражение (4.177), убеждаемся, что

Таким образом, мы доказали, что выражение (4.180) является 
частным случаем основной формулы коллокации (4.42). Убедимся 
теперь, что и выражение (4.179) также является частным случаем фор­
мулы коллокации. Для этого достаточно показать, что обобщенное 
матожидание G вектора ( x -x j )  равно нулю, а матрица P f ’A  ̂ есть не 
что иное, как ковариация между этим вектором и 12. Действительно, с 
учетом (4.181), (4.190) и (4.191) имеем

Применяя оператор G и учитьшая (4.69), (4.181) и (4.190)—(4,191), на­
ходим после некоторых преобразований

что и требовалось доказать.
Таким образом, формулы (4.179) и (4.180) представляют собой 

аналог основной формулы коллокации (4.42):

£{swj} = £{s(t, + г,)'} = £{st;} = Q ,, 
£{sw;} = £{s(t2 + r2)'} = £{st;} = Q2,

(4.194)

£{(s-s,)I$}=  Q2.

G{x -  x ,} = G{x -  Pf'A j Q r / K  + A,x)} = -  Pf'A jQ r/G K } = 0.

Далее,

G {(x -x ,)l;}  = P, 'A,',

s = Qi/Q A (4.195)

и поэтому для вычисления соответствующих апостериорных ковариа­
ций можно воспользоваться формулой (4.43):
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Djj -  Qjj -QsiQuQis (4.196)

Действительно, сравнивая (4.195) с (4.194), видим, что имеют мес­
то следующие соответствия:

5 ~  Дх2 , 1 ~  i 21 Qst ~  Pj 1А 2' , Q// ~  Q 22 •

Подставляя теперь эти соотношения в формулу (4.196) и замечая, что 
входящая в нее матрица априорных ковариаций сигнала Qss в нашем 
случае представляет собой апостериорную ковариацию Dxx l оценок 
х , , полученных на основе первой часта данных, а именно:

DXxj -  P f' =(A[Qr,lA1)_l, (4-197)
находим

D . ^ D ^  + A D ^ ,  (4-198)
где

= -P |_l AiQJj A2P f1 (4-199)

есть поправка ковариаций (4.197) за счет использования новых дан­
ных.

Далее, из сравнения (4.195) с (4.180) видим, что

5 ~ As2 , 1 12* Q s l ~ Q 2> Q// ~ Q22 >
поэтому

Dw,2 = j + AD„ 2, (4.200)
где, согласно (4.121),

®JJ,I = Qjj “ QlQl/Ql ^Q lQ u A.P, {X[Q{}Qj -  

= Qss -  QiQn [I -  A, (AiQf/A, )■* MQu )Q{. (4.201)

a d . 2  = Q iQ n Q i <4-202>

Для смешанных ковариаций двух сигналов g и h, полученных ме­
тодом СКК из одних и тех же данных I, соотношение (4.196) прини­
мает вид

= Qgh “  QgiQuQih*
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где
D „ , = —Pl-lA{Qj_,,Qj, AD„i2 = -P |_1 AjQ ^'Q j .

(4.203)

(4.204)

Рассмотрим теперь оценки невязок, определяемые формулой 
(4.184). Если в этой формуле обозначить

v 'A , U , ' в,- X
, в = , у =

12 A, U, 5
то получим

г = 1-Ву.

(4.205)

(4.206)

Сравнивая теперь (4.206) с общей формулой оценивания невязок 
(4.81), а затем используя выражения (4.123), (4.125) и (4.126) для их 
апостериорных ковариаций, находим

(4.207)

где
D„ = BD „B ', D ^ - B D , , ,

D/* - c°v(y>y) = C7{yy'}.

С учетом обозначений (4.205) для второго шага коллокации имеем

DW.2 - Dja,2 D„,2
(4.208)

где матрицы D „ i2, D ^ j и D42 определяются формулами (4.198), 
(4.200) и (4.203) соответственно. Учитывая вид этих формул, находим

D уу.2 ®W.I ’
где

^  УУ-1
D j t a J D x .,1

, A E ) v  7  =

д о xx2

D , , . _

, y y  2

A D w ,2 _

(4.209)

(4.210)

Таким образом, ковариации (4.207) для невязок, полученных на 
втором шаге коллокации, равны
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С учетом обозначений (4.205) эти формулы можно представить в раз­
вернутом виде:

D*.2 =
В,
в . D ,v.:[ В| *'2} =

®2^уу,2®1 ®2^J7,2®2

T V 1u rr,2
D21rr,2

k!2

n 22u rr. 2

Bi D
УУЛ

®1^Я.2
®2®)%2

d (1)7ry,2
D(2)

г у Л

§10. Нелинейная коллокация

На практике часто встречается случай (см. гл. 7), когда a priori из­
вестна не ковариационная функция сигнала </Дт), а корреляционная 
функция, представляющая собой нормализованную ковариационную 
функцию

с,(т) = ^ ( т ) / ^ ( 0 ) |

где дисперсия сигнала ^ (0 ) = a 2s остается неизвестной. В терминах 
матричной алгебры это означает, что вместо ковариационной матри­
цы сипнала Qw, соответствующей функции ^ (т ) ,  нам известна 
‘ нормализованная1’ матрица Css, образованная с помощью функции 
гт(т). Очевидно, что эта матрицы связаны между собой соотношени­
ем

Q« = ст;с «

Если ввести по обычному правилу априорную весовую матрицу 
сигнала, то окажется, что эта матрица равна обратной матрице кор­
реляций:

Р Л  = °?Q« =Сй‘. (4.212)

Аналогичным образом может обстоять дело и с невязками модели 
(случайными ошибками наблюдений) г, когда вместо обычной мат­
рицы автоковариаций Q rr нам известна ‘‘нормализованная1’ матрица 
Сгг или обратная ей весовая матрица Ргг :

P „ = a ’Q - '= C - \  (4-213)

где дисперсия qr(0) = ст2 также а priori неизвестна.
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В этих условиях задача коллокации ставится таким образом: имея 
данные наблюдений 1 = (/,) (/ = 1 , 2 , N)  и их стохастическую модель

l = Ax + Us + r, Crr,Cs (4.214)

с известными корреляционными матрицами Сп и Сп , оценить т па­
раметров вектора х, р сигналов вектора s и дисперсии ст2 и а 2.

Для решения этой задачи воспользуемся методом максимального 
правдоподобия. Как показано в §4 настоящей главы, функция прав­
доподобия представляет собой плотность вероятности совместного 
распределения N + р случайных компонент составного вектора 
z = (r,s) и имеет вид

L( z) = -
1

I----------------------  Л 4
V (2*)*detQ z: I 2

В силу независимости сигнала и ошибок наблюдении имеем

Q rr О 
о Q„

поэтому 

Ш )  = ехр\ ~ (г 'Q "1 г + s 'Q ^s) к  (4.2 1 5 )
y l ( 2 n f  detQ „ del Q ,

Используя (4.212)и (4.213)и обозначая u = c 2r, v = а*,Находим

L(z) =
V(2«)" M ^v'detC^detC ,

r 'C - 'r  s 'C :'s
(4.216)

где - размерность сигнала (длина вектора s), N -  количество на­
блюдений. Натуральный логарифм этой функции равен

lnL = -^ln((2^)w detC„detCXI)--y ln w -Y ln  v - i 'У с;,‘г [ s’C-'s^
V й v у

а условия его экстремума имеют вид
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= 4(-А 'С Г '1 +А'С7,'Ах + A 'C “'Us) = О, 
дх и

^ = 4 ( - и 'С “'1 + U 'C -'A x + U 'C ;'U s)+ i c ; ; s = о,
O S U V

d \ n l  N  r'C~‘r ft
= — - + — ? -  = o,/л ~  ̂л 1

(4.217)

ди 2u 2 m-

<)ln L p s'C"'s
------- = —^  + ------*f—= 0.

dv 2v 2v

Из первых двух уравнений (4.217) получаем оценки параметров 

х = (A 'Q -1 A)-1 A'Q~'l (4218)
и сигнала

s = Q „ U 'Q - '( l-A x ) , (4.219)

которые полностью совпадают с (4.82), но здесь

Q = Q „  + U Q „U ' = «C„ + vC„,

Q,s = iC,s< Си = и с ви \

Из двух последних формул (4.217) находим оценки дисперсий:

(4.220)

г'СГ’г s'CT'sи = -!-Ь"1 v = (4.221)
N р

Согласно (4.82), имеем также оценки невязок модели (4.214):

г = I -  Ах -  Us = Q r,Q "‘ (I -  Ах). (4-222)

Однако оценки дисперсий (4.221) являются смещенными, так как 
векторы г и s, определяемые формулами (4.222) и (4.219), являются 
(N -т)-мерны ми вырожденными векторами. Действительно, с учетом 
(4.218) вектор

w = I -  Ах = I -  А(А Q 1 А)- 1 A' Q 11 = (I -  V) I (4- 223)

выражается через идемпотентную матрицу

V = A(A 'Q_IA)"1 A 'Q -1,
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имеющую ранг, равный т (см. §4 гл. 2). Тогда гапк(1 -  V) = N -  /и, и 
поэтому w есть (N -  т)-мерный вырожденный вектор. Учитьшая те­
перь, что произведение двух невырожденных матриц Q „Q _I есть не­
вырожденная квадратная матрица размером N x N , убеждаемся [45, с. 
43], что

rank(Q r,Q -1 (I -  V)) = N - т ,

а это и значит, что определяемый по формуле (4.222) вектор невязок 
г есть ( N -  т)-мерный вырожденный вектор. Но при р> N  ранг мат­
рицы U, определяемой формулами (4.66) или (4.67), всегда равен N , 
поэтому

rank(Q „U 'Q ~‘ (I -  V)) = N — т

и оценка сигнала s тоже есть (N -/г?)-мерный вырожденный вектор.

Теперь ясно, что ^-распределение квадратичных форм г'С ”1? и 
s'CjJs имеет одинаковое число степеней свободы, равное к = N - т ,  
поэтому несмещенные оценки дисперсий невязок и сигнала будут 
равны

r'C "‘r s 'C -1s2 = v = l b d  (4.224)
N - m  N - m

С учетом (4.218)—(4.219) и (4.222)-(4.223) эти формулы принимают
вид

N - m  ~ N - m
M = T 7 ^ v  v= с Т ^ ’ (4-225>R(u,v) S(u,v)

где введены новые квадратичные формы

Л(ы, v) =

5(fi,v) = w 'Q“lCl(Q _lw1

нелинейно зависящие от скалярных параметров (и, v).
Таким образом, для определения коллокационных оценок (xfs) 

необходимо предварительно найти параметры (w,v), решив систему 
нелинейных уравнений (4.225). Для этого можно воспользоваться 
методом простых итераций [46, с. 191], в котором каждое новое при­
ближение находится на основании предыдущего по формулам
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Для ускорения сходимости этого итерационного процесса можно 
оценку wx.+l, найденную из первого уравнения, использовать при ре­
шении второго уравнения. Тогда получим процесс

N - т  Л N - т
ик+ i=  - ♦ v. v*+i = "о7?-jj-r (* = 0,1,...). (4.227)R(uk ,vk) S(uk+t,vk)

Итерационный процесс заканчивается, когда разности |и*+|- и * | и 
l^+i "  h  I становятся достаточно малыми. Тогда последнее приближе­
ние принимается за окончательные оценки дисперсии (u,v)« с кото­
рыми по формулам (4.220) вычисляются ковариационные матрицы 
Q ^ .Q ^ h Q , а затем по формулам (4.218)—(4.219) находятся оконча­
тельные оценки параметров и сигнала. Однако сходимость метода 
простых двумерных итераций, вообще говоря, не гарантируется и 
существенно зависит от того, насколько точно выбрано начальное 
приближение (i^,v0). Описание более сложных методов итераций 
можно найти в специальной литературе по численным методам.

Следует заметить, что коллокационные оценки невязок и сигнала, 
согласно (4.83), связаны между собой соотношениями, аналогичными 
стандартной формуле фильтрации (4.57):

f = Q frQ -|t = " c „ C - |i ,  (4-228)
V

t = Q „Q ;,f = ^clfc;,f. (4.229)
и

где t = Us -  стохастический вектор, отражающий влияние сигнала на 
данные наблюдений. Из выражения (4.229) ясно видно, что при по­
стоянной дисперсии невязок й уровень (размах) оценки сигнала t 
пропорционален априорной оценке его дисперсии v . Это наводит на 
мысль о возможности упрощения описанного выше итерационного 
процесса. Действительно, в случае, когда модель (4.214) достаточно 
полная, невязки г можно отождествить со случайными некоррелиро­
ванными ошибками наблюдений, дисперсия которых, как правило, 
оценивается по разбросу индивидуальных отсчетов в процессе каждо­
го наблюдения (измерения). Эти оценки отражают так называемую 
аппаратурную^ли внутреннюю,точность наблюдений. Очевидно, что
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это позволяет построить диагональную матрицу априорных кова­
риаций ошибок наблюдений вида Q „ =diag(wi)1 / = 1 , 2 , поэтому
определению подлежит лишь дисперсия сигнала v , которую можно 
найти из итерационного процесса вида

N - m
т— (^ = 0,1,...), (4.230)

где
5(vt ) = wiQ*1C „Q tlwi., 

w ^ l - A f A 'Q ^ A 'Q I 1!,

Qk = Qfr Cfi.

По-видимому, этот одномерный процесс будет сходиться лучше, чем 
двумерный процесс (4.226).
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§1. Рекуррентная коллокация

Описанный в §8 и 9 предыдущей главы алгоритм двухгрупповой кол- 
локации выгодно применять в двух случаях:

(а) когда размер обращаемой ковариационной матрицы Q, рав­
ный (N{ + N 2) х (Nj + N2), оказывается слишком большим, так как в
двухгрупповом методе обращаются матрицы Q n HQ 22, имеющие 
меньшие размеры х N] и N 2 х N2 соответственно;

(б) когда данные наблюдений поступают в обработку последова­
тельными порциями (фрагментами) и требуется непрерывно уточнять 
начальные оценки параметров по мере поступления новых данных. 
Такую процедуру будем называть рекуррентной коляокацией. Рас­
смотрим ее подробнее в общем виде.

Пусть требуется обработать совместно некоторую совокупность 
независимых серий наблюдений с номерами к = 1,2,..., данные кото­
рых представляют собой последовательность векторов IpU ,..., 
имеющих длину N {,N 2,... соответственно. Предположим также, что 
данные каждой такой серии зависят только от глобальных пара­
метров и сигналов, т.е. их стохастическая модель имеет вид

\ t  =А *х + и * 8+г*, Q „, Q^r (к = 1,2,...), (5-1)

где х -  т х 1 -вектор постоянных глобальных параметров, общих для 
всех серий, А к -  Nk х т -матрица частных производных д\к 1дх> s -  
р х \ -вектор стохастического глобального “сигнала” , общего для всех 
серий наблюдений, U* -  Nk х /7-матрица производных dlk /ds,  име­
ющая вид (4.53) или (4.54) в зависимости от типа сигнала (см. §4 гл. 4), 
тк -  Nk x l -вектор случайных невязок модели данных. Будем считать, 
что сигнал s и невязки хк взаимно независимы и имеют известные 
a priori автоковариационные матрицы Q„ и Q** размерностью р х  р 
и Nk х Nk соответственно.

Рассмотрим первую серию данных \{. Их модель будет иметь вид

l1=A ,x + U 1e+ rl, Q,S,Q"  (5-2)

СКК-оценки постоянных и стохастических параметров этой модели 
даются формулами (4.181) и (4.182):
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S| =QiQnl(I1- A , x l),
где

P, = AfQii'A,,

Q ii = Q " + Q " ,

Q ^ u ^ u i ,

Qi =Q nU j.

Апостериорные ковариации оценок (5.3)-(5.4), определяемые 
формулами (4.197), (4.201) и (4.204), равны

D „ .I = P r '= (A iQ r1,A1)- ,>

= Q« -Q iQ uQ I +Q,Qr,lA1DJtA .AIQnQi. (5 5)

Dju,! =

Пусть теперь мы имеем возможность к известному ранее вектору 
данных \ { длиной добавить новый вектор 12 длиной N2. Как пока­
зано в §8 гл. 4, с помощью новых данных можно получить уточненные 
оценки постоянных параметров и сигнала

х 2 = х ,+ Д х 2, £2 =S j + As2. (5.6)

Поправки Дх2 и Ду2 к первоначальным оценкам х, и у ,, полученным 
по предыдущим данным I,, даются выражениями (4.179) и (4.180), 
которые с учетом (4.197) можно записать в виде

Дх2 = х - х ,  = DMi1A2'Q2“2‘I2, Д52 = s - s ,  = Q2Q»>2- (5,7)

Апостериорные ковариации новых оценок (5.6) даются формулами 
(4.184И4-192):

Djcx, 2 = I + АОлл, 2 ■
D„.2 = D „ 1 + A D „ ,, (5.8)

^и,2 =

(5.4)
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где

A D XJCi2 “  — ^JCX, J A 2Q 22 1»

ADJi2 = - Q 2Q221Q;, (5 9)

2 “ - 0 ЛЛ iA2Q22Q2.

Здесь, согласно обозначениям (4.155), (4.159), (4.162), (4.177) и (4.178), 
имеем

А2 = A2- Q 2jQ1|IAi,

Q 22 = Q 22 “ Q 2lQ lI1Q i2 + A jD j j  ]А2,

*2 = Ь  ” Q2lQll^l ~ А2Х|,

Q2 = Q2 -Q.Qr/Qi2 -QiQf/A.D^:ilAi, (5.10)
Q22 = Q̂ 2 + u 2q wu^ 

Ql2 =Qn =U |QWU2« 
Q 2=Qwu;.

Здесь матрица Q2 имеет размер p x N 2, поэтому и матрица Q2 будет 
иметь такой же размер. Это значит, что с помощью новых данных 12 
уточняется весь вектор сигнала s .

Формулы (5.6)—(5.10) легко обобщаются для любого шага рекур­
рентной коллокации. Заменяя в них индексы I и 2 соответственно на к 
и /с+1, получаем

**+| =£*+Дх*+|> я4+|=а4+Д34+|. (5.11)

Здесь x kisk -  оценки, полученные на предыдущем шаге коллокации 
на основе всех предшествующих данных 1,,12,...,1* {к >1):

х* = (A*QttA*) ‘Aj^Q^l*,

-  QkQkkOk ~ АЛХ4),

а Дх*+Р As*+1 -  поправки за счет использования новых данных 1*+|: 

А **+1 -®xx,k^k+lQk+lk+\ik+\'
— —_j - (y .ij;

AsJfc+l = Qk+\Qk+\,k+lh+\'
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Апостериорные ковариации новых оценок равны

+ *Dw *+l

+1= * ADjj, jt+l>

“ ^xs,к+ AD^ £+|,
где

— — ®хт, t Ajfc+|Qi+l. *+|А*+|^хл, i>

Д^ „  *+| = -Q t-nQ tlu+lQ i+l'

Д^Л1Д+| = Ai+|Qitl,i:+lQi +1'

®лх, <. = (AjfcQДА^ ) ',

^я , к ~ Qjj "  QkQk'kQ'k + QiQjt.iAjtDj,., tA iQ t 't Q i,

= -Dxx.k^/cQk'.kQ'k-

При этом обозначения (S. 10) принимают вид

A*+i = At+| -Q t+i.tQ i'tA j.,

Q*+i.t+i= Q*+u+i _ Q*+i,tQt!*Qifc.*+i+ А*+|ВДЛ. д.а*+|,

U+i= *t+i - Q*+i,*Qt,VU -  At+|Xt ,

Q*+i= Q*+i -  Q*Q*!*Q*.*+i -  Q*Q*!*a *D;„,*a; +i,
Р*+и +.= Р * +и+1 + и 4+1д „ щ +1,

Qk.k+i = U*QMUi.+1 = Q'*+i,t,

Qt+i= Qij^l+i'

Выражение для lt +1 из (5.17) с учетом (5.12) принимает вид

U+i = U+i ” At+iXt + Qt+u-Q*,* A*xt =

= (l*+i ~ At+,xt ) - Q j t + l - A kx k ) =

= l*+i-  A t+|Xt -  U ,+Is „

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

откуда видно, что этот вектор представляет собой прогноз невязки 
новых данных наблюдений lt+1, полученный с помощью предыдущих
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оценок параметров и сигналов. Вводя теперь m x N  к -матрицу усиле­
ния (см. также формулу (3.148) в §8 гл. 3)

(5.19)

процедуру рекуррентной коллокации для постоянных параметров 
можно представить в следующем виде:

(5.20)

Аналогичную формулу можно получить и для рекуррентного оце­
нивания сигнала. Используя (5.11)—(5.13) и вводя соответствующую 
матрицу усиления размерностью p x N k

имеем
M*+i -  Qjk+iQjkiu+i* 

s* +i = 5* + М А+1 (1*+1 -  А*+,х* -  UkJ k).

(5.21)

(5.22)

Формулы для апостериорных ковариаций (5.14)—(5.16) тоже мож­
но представить в рекуррентном виде. Учитывая обозначения (5.17) и 
формулы (5.16), убеждаемся, что

Q*+l -  Q*+l “ Q*Q*,*Q*,*+l + QkQk,k̂ k̂ xx,k̂ 'kQk,kQk,k+[ “
-  D„f*U*+, + DJJC ^Ai-+1. (5.23)

После этого путем простых преобразований формул (5.14)—(5.15) на­
ходим

^xx^+l — х̂к.Л: “  ^k+i ( A ^ + j D ^ x )>
! = “ ^ ® * + i( A j t+ i+ Uk+[Dssk), (5.24)

Перейдем теперь к оцениванию невязок модели данных. На к-м 
шаге уравнивания эти невязки, согласно (4.184)—(4.185), имеют вид

1
-П

> 1

'г„  + Дг12+...+Дги ‘

fjfc =
ы = г21 + Дг22+...+Дг2*

1
• 

«,?1 тк1 + Атк2+...+Аткк_
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Отсюда видно, что /-я компонента вектора невязок на /с-м шаге урав­
нивания равна

где

=  f/ i  +  D A?/ i  (У =  1.2— /с), 
i-2

?у.| = Ь “ АА _ и Л -

(5.26)

(5.27)

(5.28)

На (/с+1)-м шаге все предыдущие компоненты вектора невязок 
(5.25) с номерами j  = 1,2,...,/с уточняются поправками Д?^*+1 и к ним
добавляется новая компонента гк+{ , поэтому

rlk+1 г11 + Аг|2+...+Агц+Аги+|

Г2,*+1 h\ + Д?22+ + + ^^2,t+l

Тк,к+1 г*, + Дг42+...+Дгы -кАг^,
/ i t + U + l _r*+l,l + ^ ri+I,2+ - • • + Дг*+1,* + ^ rt+l,Jfc+l.

Г*+] =

В этом случае выражение (5.26) принимает вид

*+i
•Z */=2

(5.29)

ij.k+1 = ,̂1 + 2 ^ ^ ./ (У = 1.2,...,/с + 1), (5.30)

а выражения (5.27)-(5.28) сохраняют свою форму.
Для оценки автоковариаций полученных невязок обобщим фор­

мулы (4.206)-(4.209) и (4.213)-(4.215) на случай последовательной 
коллокации. На (А:+1)-м шаге уравнивания, очевидно, имеем

В =

---
-1 > U, ' B,

a 2 u 2 B2

_A*+I U*+1_
поэтому

-  BDVV *+IB',

что можно записать в развернутом виде
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D rr.k+1

И Л И

В|^»,2®2
®2®юг.2®1 ®2^^2®2

B*+iDr r2 Bj b , +,d )73b ; ••• B Jt+|D rr#:B,A.t+1

Г П 11и гг, 2 Г)12 и гг, 2 -
D 21U rr9 2 D 22и ггЛ -  D ^ +'

гг, 2 D i+!'2 •rr% 2
к +1, к +1 
гг 2

В эти формулы входит матрица апостериорных автоковариаций 
искомых параметров и сигнала

D >’М+1
D хх,к+\ ^ху,*+1

ss, к +1
(5.31)

элементы которой определяются формулами (5.14)-(5.15). Эту матри­
цу можно представить в виде

(5.32)

где матрица

D ууЛ ~
^хх,к

находится на предыдущем шаге уравнивания, а матрица

AD, ххлк+1 А^хгЛ+1AD

с элементами (5Л 5) представляет собой ее уточнение на следующем 
шаге.

Размер матрицы (5.31) равен (/л + р )х (т  + р) и не зависит от но­
мера шага уравнивания. Однако матрица В с каждым новым шагом 
уравнивания увеличивает свою длину на Nk+[ строк при фиксирован­
ном количестве столбцов, равном (т + р ) . Отсюда следует, что растет 
и размер матрицы ковариаций невязок D„ .
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Аналогичным образом, обобщая формулы (4.214) и (4.216), нахо­
дим ковариации невязок с параметрами и сигналом. На (А'+1)-м шаге 
уравнивания эти ковариации примут вид

1 ВО^,д.+|. (5.33)

В развернутой форме это выражение можно записать следующим 
образом:

§2. Последовательная коллокация

Изложенный выше алгоритм рекуррентной коллокации можно при­
менять даже в том случае, когда новые данные представляют собой не 
вектор 1*+1, а только одно наблюдение в виде скаляра 1к+{. Такой ал­
горитм будем называть последовательной коллокацией. Очевидно, что 
в этом случае Nk^  =1, и поэтому матрицы Ак+{ и Uk+[ становятся 
строками

длиной т и р  соответственно. Тогда формулы (5.17) примут вид

^гу к+1 ~ ~ (5.34)

Z'k+1 -  a * +1 ~ 4̂ +1,

Qk+[.k+l ~~ 4k+i,k+1 ”  4jt+l, A'Qx*.i*4jt.X'+l "*~a *+l^.\\x. l 'a A+P 

k+1 = lk+\ "flXr+uQ*!*!* “ a*+l**i

Ч/fc+i -4k+i~QkQkt&k'k+\~QkQk]k^ktoxxtkz k+\* (5.35)

flt+u+i = ^ +U+‘ + “i +iQ»Ui+i. 
4 t,t+ i= u*Q „ut+1,

4*+i =Q«u*+i-

В этих условиях рекуррентное оценивание выполняется по следую 
щим формулам:
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(5.37)

D Va.*+i -  &хх%к -  ^ +,(а^+1В хд.д. + uJ.+,Djy |  ),

^«.*+1 “ “  ̂ Jfc+l (aJfc+Î xj,JL )>
О д ы  = + u*+JDMi*),

(5.38)

где
(5.39)

m*+l “ 4k+\4k+lk+\- (5-40)

В формулах (5.35)-(5.40), как обычно, курсивом обозначены ска­
ляры, строчными полужирыми буквами -  векторы, а прописными 
полужирными буквами -  матрицы. В частности, вектор-столбец 
имеет длину р. Такую же длину имеет и вектор qA+1, поэтому даже с 
помощью только одного нового наблюдения 1к+1 уточняется весь век­
тор сигнала s. То же относится и к вектору параметров х. Заметим 
также, что все матрицы, входящие в эти формулы и помеченные ин­
дексом к, вычисляются на предыдущем шаге коллокации.

Длина N{ первого вектора данных 1,, с помощью которого по 
формулам (5.3)-(5.4) находятся начальные СКК-оценки х { и Sj, долж­
на быть не меньше числа постоянных параметров ту входящих в век­
тор х. Только в этом случае матрица Pj будет иметь полный ранг и
можно вычислить обратную ей матрицу P f1, используемую в (5.3). 
Когда новые данные наблюдений включаются в процедуру последо­
вательной коллокации поодиночке, то, как видно из формул (5.35)-
(5.40), никаких новых обращений матриц уже не требуется.

Из формул (5.25)-(5.30) видно, что при любой рекуррентной про­
цедуре коллокации начальная компонента вектора невязок, соответ­
ствующая первой группе данных 1р остается вектором постоянной 
длины N{ на всех шагах уравнивания:

Ч,*+1 = 4i + ’ (5.41)

так как
Гц- l ,  A jXj - U ^ j (5.42)

и
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являются векторами длиной NР Поскольку при последовательной 
коллокации имеем

(5.44)

где а^, -  векторы-строки длиной т и р> то все остальные компонен­
ты вектора невязок ?*+1 в формуле (5.29) являются скалярами

V В,

в= а2 “2 = Ц

+1 “*+1. I а- + 1_

к +1
о,*-+1 = o . i + Z Ao./ (у=2,з,.. . , /с+1),

1=2

так как при j  > 2 величины

Л0./ =-а)А х,-и;д5,.

(5.45)

(5.46)

(5.47)

тоже становятся скалярами.
Что касается апостериорных автоковариации этих оценок, то с 

учетом (5.44) их можно представить в виде симметричной матрицы

где

Г п 11U rrM  1
Л* 2 j u +1

'* d /r.*+1
я 21
®гг,*+1 r̂r,k+1 иллД+1 (5.48)

»

jJfc+U'+l
_rr,k+l гг,к + J ” V * + l

п 11 - BiDrr,*+i (5.49)

представляет собой N j х -матрицу,

< л * +1 =  в | ° г м > ;  а  =  2 Д . . . , *  +  1)

суть векторы-столбцы длиной N i ,
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< * + . = ( С +1 )' = b;D ,M +.B! (1 = 2,3,...,* + 1) (5-51)

суть векторы-строки той же длины, а

# , +1 = b;D„.t+Ib, (1.7 = 2,3,...,* + 1) (5.52)

являются скалярами.
Для вычисления ковариаций невязок с параметрами и сигналом 

воспользуемся формулами (5.33)-(5.34):

D(I)
d(2)ry,k+\

d(*+»

где

Do?.*+i “

(5.53)

(5.54)

есть N{ x(w  + /?)-матрица, а

d(A +1= -b ;D ,M +. (У = 2,3,...,* + 1) (5-55)

суть векторы-строки длиной (m + p) .

§3. Многогрупповая коллокация

Изложенный в §1 настоящей главы рекуррентный метод коллокации 
служит для оценивания только глобальных параметров и сигналов, 
общих для всех серий наблюдений. Рассмотрим теперь случай много­
групповой коллокации, когда модель данных содержит несколько 
групп параметров -  глобальные параметры х, локальные параметры 
ук и локальные сигналы sk , зависящие от номера серии к. Такую мо­
дель можно записать в виде

•*= А *х + ВлУ4 + и 4в4 +г4, Qff.Q** (* = 1,2,...), (5-56)

где 1к , х, ук , sk , гк- векторы длиной Nk,т,пк,рк и Nk соответственно.
Будем считать, что сигналы s* и невязки г* по-прежнему незави­

симы, поэтому их ковариации удовлетворяют следующим условиям:
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/ ч JQm при / = j  = к, cov(s,,Sj) = \ ^ ”
[О при / * 7 ,

JQ “  при i = j  = к, (5'57)
cov(r;, r = * . .

[О при t * j ,
cov(sf> гу) = О при всех /, 7  = 1, 2 ,__

Поскольку векторы параметров х и у*, в выражении (5.56) не яв­
ляются случайными, то из условий (5.57) следует также

c o v „ , ПРИ' = ^  (5.58)
[О при; * j ,  '  '

где
Q t t = Q ?  + u * Q № ,  (5-59>

поэтому данные наблюдений разных серии являются независимыми. 
Если теперь ввести составной вектор параметров

х

У к
(5.60)

то модель (5.56) можно записать в более компактном виде:

I4 = C *i*+ U *s* + r*, Q “ ,Q “  (Л = 1,2,...), (5-61)

где С* = [А* В*] есть блочная матрица размером Nk х(т+ пк).
Предположим вначале, что мы имеем возможность оценить пара­

метры ък и сигналы s* из обработки каждой серии наблюдений. Тог­
да по формулам (4.82) имеем приближенные оценки

z* = fV’Q Q u i* . (5-62>

% = О Д « ( | * - С л ) .  (5-63>
где

Qi = Q“ и* (5.65)
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Апостериорные ковариации предварительных оценок (5.62)-(5.63) 
определяются формулами (5.5):

Ъ:, к = Р; '=(С'к(Гк'кСк) - \

®ss,k = Qss ~ QkQkkQ'k + QjtQu Q t ^ ,  ,

Da ,* = -D 2Zl*C4Q ^ Q i.

(5.66)

(5.67)

(5.68)

Из формулы (5.62) видно, что оценки параметров ък зависят не от 
самих сигналов sk, а только от их априорных автоковариаций Q** , 
поэтому дальнейшее уравнивание параметров и сигналов можно вы­
полнять совершенно независимо. Более того, на первом зтапе оценки 
сигналов sk можно вообще не вычислять.

Получим теперь предварительные оценки глобальных и локальных 
параметров раздельно. Согласно формуле (5.64), имеем

Bi Qkk [А* В* ] :
A*Qtt-Bt 'F , Н /

B/tQt*At v kQ A Hi G*_
(5.69)

поэтому, учитьшая формулы (5.60) и (5.62) и используя алгоритм
(2.75)-(2.76) двухгруппового М НК (см. §5 гл. 2), находим

где

x k =(Fk - H kGl'H'k) - \ f k - H kG-k'gk) 1 

У * = С ^ (В * -Щ х * ).

= 1*, g* = BJrQd 1*.

(5.70)

(5.71)

(5.72)

Апостериорная ковариация предварительной оценки глобальных 
параметров (5.70), очевидно, равна

Далее, в соответствии с формулами (5.66) и (5.69), находим

(5.73)

=
F* V

-1
(¥k - H kC-klH'kr l

Hi G , - (G k -H'kF-k lHkr lH'kF-k l (G* -H * F * 'H t )_1
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откуда по формулам (2.75) и (2.71) получаем

ххЛ 

к 11'к^'хх,к
_ D XT.*H *G *

G I1 + G l'H iD ,, i-Hi-GI1

Апостериорные автоковариации оценок сигналов и их ковариа­
ции с оценками параметров (5.70) и (5.71) по-прежнему вычисляются 
по формулам (5.67) и (5.68) с учетом (5.74).

Поскольку, согласно (5.58), данные наблюдений разных серий 
независимы, то и полученные по эти данным оценки х* глобальных 
параметров х тоже являются независимыми. Это значит, что для их 
дальнейшего уравнивания можно применить рекуррентный алгоритм 
последовательного МНК (см. §8 гл. 3). Для этого необходимо, чтобы 
существовала хотя бы одна начальная оценка х^ (например, для /с=1).
Тогда, согласно формулам (ЗЛ55)—(3.157), имеем следующий рекур­
рентный процесс:

(5.75)

Dхх +1 (5.76)

(5.77)

Начальная матрица апостериорных ковариаций глобальных пара­
метров ТУХХ к может быть получена в процессе оценивания их началь­
ных значений \ к по формуле (5.73), а матрица априорных ковариа­
ций текущих данных Q*+i,jt+i определяется по формуле (5.59):

Q*+u +. = Q*+u+1 + u )t+IQ*+u+1U i+I. (5.78)

Если количество серий данных ограничено и равно М, то, повто­
ряя подобные итерации до /с+1 = М, находим окончательную оценку 
глобальных параметров х = х м . Используя ее вместо предваритель­
ных оценок х*, сначала по формуле (5.71) получаем все локальные 
параметры

y , = G ; ‘(g * -H ix ) , (5.79)

а затем по формуле (5.63) -  и все локальные сигналы
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s* -  QjfcQjtiO* *" AxX-B^y^). (5.80)

Поскольку апостериорная автоковариация окончательной оценки 
глобальных параметров х = х м , определяемая вместе с ней в конце
рекуррентного процесса по формуле (5.76), равна Dxx = Ъ ххМ, то ко­
вариации окончательных оценок локальных параметров и сигналов, 
согласно формулам (5.74) и (5.67}-(5.68), будут иметь вид

Если все локальные сигналы s* имеют общую природу и одну и ту же 
матрицу априорных автоковариаций Qw, то во всех предыдущих 
формулах можно положить Qf* = Qss.

Однако используемое выше предположение о возможности пред­
варительного оценивания глобальных параметров по данным хотя 
бы только одной единственной серии наблюдений является весьма 
проблематичным, что объясняется самой природой этих параметров, 
обычно связанных с глобальными системами отсчета на небе и на 
Земле, а также спецификой (ограниченностью зоны обзора) наземных 
наблюдений, особенно в оптической астрометрии.

В связи с этим рассмотрим далее более общий случай, когда все 
без исключения матрицы

плохо обусловлены и поэтому невозможно получить ни одной пред­
варительной оценки х*, а значит, невозможно воспользоваться и 
описанным выше рекуррентным процессом. Для решения этой более 
сложной проблемы применим метод обобщенного среднего, изложен­
ный в §7 и 8 гл. 3.

Примем матрицы Рххк в качестве веса гипотетически возможных 
оценок х* . Тогда, учитывая, что все эти оценки независимы, по фор­
мулам (3.164)—(3.165) получим следующую среднюю взвешенную 
оценку для произвольного количества серий данных:

.* = Qss - QkQlkQ't + Q kQ llQ d .z Q k, (5 82)

(5.83)

Р „ Д = (Р * -Н * С ^ Н 1 )  (A: =1,2,...) (5.84)
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Формула (5.85) справедлива при любом t > I  и поэтому может 
использоваться в режиме последовательного уравнивания. Эта форму­
ла не требует обращения плохо обусловленных индивидуальных весо­
вых матриц PAjr( . Только в самом конце процесса уравнивания, когда
индекс А' + 1 достигает максимального значения М, равного суммар­
ному количеству имеющихся серий данных, необходимо выполнить 
обращение суммарной матрицы, которая всегда имеет лучшую обус­
ловленность. Полагая в формуле (5.85) к + \ - М ,  находим оконча­
тельную оценку глобальных параметров

§4. Глобальная коллокация

Рассмотрим теперь наиболее общий случай коллокационного уравни­
вания, когда данные наблюдений зависят как от локальных, так и от 
глобальных параметров и сигналов. Линейную модель таких данных 
можно представить в виде

где 1* = (/, )* (/ = 1,2,..., Nk) -  вектор данных /с-й серии наблюдений, х -  
т х \  -вектор постоянных глобальных параметров, А к -  Nk x m -  
матрица частных производных д\к !дх ,  ук -  пк ж 1-вектор постоянных 
локальных параметров, Вk - N k х пк -матрица частных производных 
д1к / дук t и -  р х  1-вектор глобального стохастического сигнала, V* -  
qk x 1-вектор локального стохастического сигнала, Ск -  Nk xp -

(5.87)

и ее апостериорную автоковариацию

(5.88)
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матрица частных производных д\к ! дпл D* -  Nk х ^.-матрица частных 
производных д\к !дук, rk -  Nk x 1-вектор случайных невязок модели 
данных. Вид матриц Ск и D* определяется формулами (4.66) или (4.67) 
в зависимости от типа соответствующих сигналов (см. §5 гл. 4).

Будем считать, что сигналы u, v* и невязки г* (к = 1,2,...) не зави­
сят друг от друга, поэтому их априорные взаимные ковариации от­
сутствуют, а матрицы априорных автоковариаций QUM, Q ^ HQr* 
имеют размеры р х ру qk x qk и Nk х Nk соответственно. Естественно, 
что матрица QMU, как и сам глобальный сигнал, не зависит от номера 
серии к . Эти условия можно записать в следующей форме:

J Q** при А' = у, J Q™ при к = у,
cov(r*,ry) = Г * "  F '  cov(v4lv,) = F \

[О при к * j , [0 при к * j ,
cov(u,u) = Qww, cov(vJt,ry) = c o v ( u , ) = c o v ( u , ) = О 

при всех к, j  = 1,2,....

(5.90)

Попробуем найти строгое решение задачи глобальной коллока­
ции для ограниченного количества серий данных, равного М. Для 
этого рассмотрим ковариационную матрицу всей совокупности дан­
ных. Поскольку векторы хи у*  в модели (5.89) не являются случай­
ными, то из условий (5.90) следует, что эта матрица является полной и 
имеет вид

c°v(l*, ly) = Q// = [q */ ]. <5-9 |)
где

Q?* = Q** + CkQ uuC't  + Dt Q ^ D i (к = j )  (5.92)
И

Qli = C t Q uuC'j ( k * j ) .  (5-93)

Отсюда следует, что данные, зависящие от глобального стохастиче­
ского сигнала, перестают быть независимыми. В этом и состоит 
основная особенность и трудность задачи глобальной коллокации.

Вычислим сначала обратную матрицу Q^J. Для упрощения записи 
введем в употребление следующие обозначения:

Q„ = d iag (Q ^), Qvv = d iag(Q ^),
м  (5.94)

D = diag(D*), ЛГ = 2 > * ,
кш |
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с

СМ.

Тогда, согласно (5.90)-(5.93), ковариационную матрицу данных мож­
но представить в виде

где
Q// = (Q„ + DQ,.„D') + CQuuC' = R + S, (5.96)

R = Q „ + D Q v,D ' = diag[Rw ] (* = 1,2,...,M ) (5.97)

есть блочно-диагональная матрица размером N  х N  с элементами

R H =Q **+D *Q “ Di., (5-98)
а

s  = CQUUC' = [Sjy ] = [C*QUUC}] (5.99)

представляет собой полную блочную симметричную матрицу того же 
размера. Учитывая теперь обозначения (5.96) и (5.99), находим

QJ,' = (R  + CQUUC ) 1 = R -1- R - 1C(Q -‘ + C 'R -‘C)-| C 'R -1. (5.100)

Если теперь ввести еще невырожденную рх  /?-матрицу

м

к = \

то формула (5 Л 00) примет более простой вид: 

QJ,1 = R "1 - L T _IL ' ,
где

L, ’ Rfi'c, '
L = R ‘C = l 2

=
r ;\c 2

I5J
1

(5.101)

(5.102)
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Легко видеть, что матрица LT 'L ' в выражении (5.102) является 
полной блочной матрицей, поэтому и обратная матрица ковариаций 
данных Q/^1 = Q/7 = [Qfj ] будет полной матрицей размером N M  х NM  , 
состоящей из блоков размером Nk х N j , имеющих вид

1Ц  приА: = у, /г-
Q М ,  т - i, <5104)L ,T  L; при к ± j

Как следует из формул (5.96)-(5.99), при увеличении количества 
серий М  матрица ковариаций Q/7 лишь расширяется, т.е. окаймляется
справа новым блок-вектором, а снизу -  новой блок-строкой. Осталь­
ные ее элементы, вычисленные на предыдущем шаге, остаются без 
изменений. В то же время, как видно из (5.104) и (5.101), обратная ей 
матрица Q/; при этом не только окаймляется, но в ней меняются все 
ранее вычисленные элементы, так как с ростом М  меняется матрица 
Т. К счастью, эта матрица имеет размер р х р  и ее обращения доста­
точно для вычисления всех элементов матрицы Q„.

Сгруппируем теперь отдельно глобальные и локальные парамет­
ры модели (5.89) и запишем ее в виде

l t  = M t z + N t wt + rt , Q * .0 £ Qrr (* = 1 . 2 , (5.105)

M *= [A t Ct ], z =
X

u
. Nt =[B* D4], w* =

i 
i

t 
i

(5.106)

Го 0 ‘ _ t.L Го 0  'IIN

O
'

_° Qua
o  =

J
О 0 * 
*•

1

(5.107)

Вектор z длиной q = (m + р) включает в себя только постоянные 
параметры, поэтому для его предварительного оценивания по дан­
ным произвольной серии I* можно воспользоваться первой из фор­
мул коллокации (4.82):

г к = [M ^ (Q f  (5.108)

Апостериорная автоковариация этой оценки, очевидно, равна

D** = [M i(Q "  Г ‘М * Г '. (5109)
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Легко видеть, что в общем случае взаимные ковариации таких оценок 
для разных серий 1* и I j не равны нулю и имеют вид

= E{zkz)) = D** Mjt (Q/J*) '1 Qf/ (Qjj)“1M ,D^_. (5-110)

Здесь априорные ковариации данных Q*/ вычисляются по формулам
(5.91)—(5.93). При к = j  имеем Q*/ - Qff  и формула (5.110) переходит 
в (5.109).

Таким образом, оценки (5.108) в рассматриваемом случае являют­
ся коррелированными, и поэтому для определения усредненной по 
всему наблюдательному материалу оценки ъ воспользуемся формулой 
обобщенного среднего (3.105):

ъ~
м м  

к=\ j =1

-I м м

к=\ j=[
(5.111)

которую, согласно (4.55), можно представить также в матричном виде 

z ^ J ' D ^ J r ’j 'D ^ z ,  (5112)

где J '  = [I I ••• I] -  блочная матрица-строка, состоящая из М  оди- 
наковых единичных матриц размером qxq,  z = (z ,,z2,.. . ,z M) -  со­
ставной вектор-столбец длиной q М л а

(5.ПЗ)

представляет собой обратную матрицу апостериорных ковариаций 
размером qM  х q M .

Введем диагональную несимметричную блочную матрицу разме­
ром q М  х N :

M = diag(M*) (5.114)

и диагональные симметричные матрицы

V = diag[(Qf* )-1 J, W = diag(D** ), (5-115)

тогда, пользуясь выражениями (5.96) и (5.110), находим следующее 
выражение для полной матрицы апостериорных ковариаций предва­
рительных оценок глобальных параметров и сигналов:
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где

Из формул (5.96)-(5.99) видно, что

R + S = V-1 + (S -U ) ,  

U = diag(C t Q uuQ ) ,  

поэтому с учетом (5.115) имеем

Dzz = W (M 'VM )W  + W M 'V (S- U)VMW =
= (W -  WM'VUVMW) + WM'VSVMW = Z + Y Q UUY',

(5.117)

где
Z = W -  WM'VUVMW = diag(Zw ) =

(5.118)

(5.119)

представляет собой симметричную блочно-диагональную матрицу 
размером qM  х qM  с элементами

Ъкк = D * * -D ifM i(Q “ ) - 1CJtQ I<uC i ( Q ^ ) - , M i D « ,  (5.120)

Y = В % Щ (< * а Г 'С г (5.121)

есть блочная матрица-столбец размером q M x p .  Используя тожде­
ство (2.71), получаем по (5.118):

где
DJr = Dzz = (Z + Y Q UMY') = Z - Z  YK Y 'Z  , 

K = Q -i + Y 'Z -Y

(5.122)

(5.123)

представляет собой полную невырожденную симметричную р х р - 
матрицу. Только эту матрицу и диагональную Z требуется обращать 
для вычисления всех элементов обратной матрицы апостериорных 
ковариаций . В соответствии с (5.123) и (5Л 21), матрица К равна

м
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Из этой формулы видно, что матрица К зависит от количества серий 
М, а через нее (и только через нее) зависят от М  и все элементы мат­
рицы Drz = DlJ. Формулы (5.120)—(5.124) показывают также, что для 
вычисления этой матрицы требуются только диагональные элементы

(5.92). Подставляя блочные элементы матрицы Drz в формулу (5.111),
находим окончательную оценку z глобальных параметров и сигна­
лов, а также ее апостериорную ковариацию

Глобальные параметры и/или сигналы, как правило, бывают свя­
заны между собой жесткими условиями вида

где Е -  произвольная d х ^-матрица, t -  известный d х 1 -вектор. 
Перепишем уравнение (5.112) в виде

Совместная обработка уравнений вида (5.127) и (5.126) уже рассмат­
ривалась нами в §3 гл. 3, поэтому остается только воспользоваться
готовыми формулами. Учитывая, что матрица W = DJ.1 не вырожде­
на, по (3.26)—(3.28) имеем окончательные оценки глобальных пара­
метров и сигналов, связанных условиями (5.126), и их ковариации:

i  = (W _l -  W 'E 'C E W 'E ') -1 EW- l )h + W -IE '(EW -IE ')-11, (5.129)

Перейдем теперь к оцениванию локальных параметров и сигна­
лов. Для этого подставим найденную оценку глобальных параметров 
и сигналов (5.111) или (5.129) в уравнение модели (5.105). В результате 
находим

ковариационной матрицы данных Q f f , определяемые формулой

(5.125)
i=i>=i

Ez = t , (5.126)

W z= h (5.127)
где

W = ( J 'D Z.J), h = J 'D r.z. (5.128)

D;. = W 4 -  W "‘E ,(EW "IE ')"1 E W 1. (5.130)

где
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Если теперь принять оценку z за истинную, то

(5.133)

и тогда по формулам (4.82) имеем

4t  = Q M ( Q % r l( U - b kyk)-

(5.134)

(5.135)

Апостериорные ковариации этих оценок определяются формулами 
(4.120)—(4.121):

§5. Случайные поля на сфере

Ошибки каталожных координат звезд или ВР можно интерпрети­
ровать как двумерные случайные поля, заданные на небесной сфере. 
Линейную стохастическую модель такого поля можно представить в 
виде

где 7"(0,а) -  поле коррелированных ошибок каталога, Л (0,а) -  поле 
некоррелированных ошибок (двумерный белый шум), 0 -  полярное 
расстояние, а  -  прямое восхождение точки небесной сферы. Будем в 
дальнейшем считать, что поле 7X0,а ) определено непрерывно на всей 
небесной сфере, а шум Л (0,а) задан дискретно в точках, где располо­
жены “объекты” каталога -  звезды или ВР. В СКК поле Г (0 ,а) трак­
туется как двумерная случайная функция, которая может быть задана 
соответствующей ковариационной функцией.

В общем случае ковариационная функция сферического поля яв­
ляется двумерной функцией вида [41, с. 67, 225-231; 23]

Dvv* = Q “  - Q “ D i( Q ^ ) - 'D * Q "  + 

+Q“  D H Q #  Г 1 B ,D >M В И 0 5  r 1 D*Q“ ,

(5.138)

(5.137)

(5.136)

F(Q,a) = T(Q,a) + R(Q,a), (5.139)
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Ч т У )  = Ят (У.Ф) ■= т5-  J f  T(X )T (Y ) sin6<Ш а, (5.{40)
47r 0 0

где A"(0,a) и ^(© '.a ') -  дае произвольные точки небесной сферы (см. 
рис. 5.1), ц/ и ф -  их взаимное угловое расстояние и относительный 
азимут, связанные с координатами этих точек соотношениями

cosy  = cos0'cos0 + sin0 'sin0cos(a ' -  а), 
sin у  sin ф = s in 0 's in (a '-a ) , 

sin фсозф = cos0 'sin 0 -  sin0'cos0cos(a' -  a).

Далее мы будем иметь дело только с изотропными (стационар­
ными) полями. Для них автоковариационная функция определяется 
интегрированием правой части (5.140) по азимуту ф и поэтому она 
становится одномерной функцией расстояния у:

I л 2п2п

qT( X , Y ) = q r (Ч>) = — j-f \ \T{X)T{Y)smQdQdadq>. (5.141)
ооо

Введем также нормированные (корреля­
ционные) функции cr (ij/)= qT(yf)/ qT(0), где
число Gr = qT(0) называется дисперсией 
случайного поля Г (0 ,а ). Что касается бе­
лого шума fl(0 ,a), то он полностью опи­
сывается своей дисперсией а \  = qR(0), так 
как ^Л(у ) = 0 при всех vj/^0.

Рис. 5.1. Полярный сфе- Аргумент ц* ковариационной функции 
рическии треугольник. (5.141) строго ограничен 0 < у  < к , поэтому

при равномерном задании поля эта функ­
ция может быть аппроксимирована разложением в ряд по обыкно­
венным полиномам Лежандра [41, с.68]:

4r(4') = Z V >n(c°s4')- (5.142)
Г1=I

Можно показать, что определенная таким образом ковариацион­
ная функция изотропного поля Г (0,а) является его воспроизводящим 
ядром и однозначно определяет систему базисных функций для опти­
мальной аппроксимации этого поля. Для этого необходимо доказать,
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что эта функция может быть разложена в ряд по произведениям ка­
кой-либо ортонормированной системы функций f x = _/J(0,a):

Чт(Х'У) = - £ М Х ) М У ) .  (5.143)
1=1

Если такое разложение возможно, то такая функция будет удовлетво­
рять свойству воспроизводящего ядра (4.16) (см. §1 гл. 4):

T(Y)  = (T(X),qT(X,Y))x , (5.144)

где справа стоит скалярное произведение

(Т(Х), qT(X, Y))x  = ^  JJ ГО, a )? r ( у ) А .
Т

причем
71 2п

Jf(-)A  = J f ( ) s m 6 ^ a
т 0 0

представляет собой интеграл по единичной сфере, dx -  sinQdQda -  
элемент поверхности этой сферы. Действительно, разложим функцию 
Т(Х)  по базису f x\

Т (Х)  = ^ / , ( Х ) ,  (5.145)
i=[

где коэффициенты hx являются скалярными произведениями

h, = ( n X ) J t(X))x = ^ \ ] W , a ) № a ) < h .  (5.146)
Т

Подставляя (5.143) и (5.145) в правую часть (5.144) и учитывая (5.146), 
получаем

T(Y)  = ( T ( X ) , f i f i ( X ) M Y ) x =
i = 1

= Т М У ) ( П Х ) , М Х ) ) х = f i M Y f t  = T(Y), 
i=l i=l

что и доказывает свойство (5.144).
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Покажем теперь, что ковариационную функцию изотропного 
случайного поля действительно можно разложить в ряд (5.143). Это 
утверждение прямо следует из теоремы сложения ортонормированных 
сферических функций [41, с. 23]:

P„(cosy) = —!— Х [С яя,(0,о)С„В1(0 ',а ')  + 5яя,(01а )5 г#В|,( е ',а ') ] ,  (5.147)
2я + 1т=0

где
47С

Cnm(Q>a) = J ----- Р„т (cos0)coswa,

^nm(0.“ ) = (cos 0)sin/иа, (5.148)
V X/fm

47C 2n (n + m)\
Х'* = Т Т 7 ' Х" " '= Т Т Г 7 -------— п ри m * 0 ,2л + 1 2л + 1 (n~m)\

Pnm(0,а )  — обыкновенные присоединенные функции Лежандра перво­
го рода. Условие нормировки функций , Snm выбраны-так, чтобы

= = 1 • (5.149)

Если теперь образовать множество (систему) функций

(5,5о)

(л = 2,3..... m = 0,1,....«)

и подставить и хв  (5.143), то с учетом (5.147) мы получим ряд (5.142):

qT{X, Y) = <?Г(Ч') = Х Ш cosvi/) = (5.151)
/1=1

= Е  Z T ^ [ C „ m(0,a)C n;)I(0 ',a ')  + S„m(0,a)Srnm(0 ',a')]. 
n=i “ 02« + !

Таким образом, функции (5.150) представляют собой полную ор- 
тонормированную систему базисных функций, порожденных воспро­
изводящим ядром (5.142) изотропного случайного поля на сфере.
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С помощью этих функций такое поле может быть аппроксимировано 
рядом

Г (в, а) = £ ) t K / ™ ( e . a ) + U „ ( e , a ) ) ,  (5.152)
/1=1 т=0

коэффициенты которого равны 

an m = 7 z l lT ( Q ,a ) C „ m(e,a)d-:, bnm= ^ - j j T ( Q , a ) S „ m(Q,a)d-c. (5.153)
X X

Воспроизводящщее ядро qT( X y Y) = qT(4t), допускающее разложе­
ние (5.151), называется гармоническим. Из формул (5.150) видно, что 
все коэффициенты этого разложения кп (л = 0,1,2,...), называемые 
спектром гармонического ядра, должны быть положительными. Та­
ким образом, воспроизводящее ядро изотропного случайного поля на 
сфере будет гармоническим, если оно положительно определено, т.е. его 
спектр положителен. Заметим, что случайное поле Г (0 ,а) допускает 
разложение (5.152) и поэтому является гармоническим только в том 
случае, если его ядро тоже является гармоническим и положительно 
определено. Отсюда интуитивно следует, что между спектром кп и 
коэффициентами anm,bnni должна быть какая-то связь. Эта связь 
определяется формулой [66, с. 255-259]

= (5.154)
т- 0

Рассмотрим какую-либо гармонику разложения поля (5.152)

Тпт (0, а )  = аптСпт (0, а )  + b „ J nm (0 ,а) (5-155)

и оценим ее дисперсию [66, с. 252]

с 2т„ = M { T 2m} = j - j j T „ 2mdx = a2m + b2mn. (5.156)

Для зональных гармоник поля, зависящих только от л, имеем

®я = £(<&>. + & )  = *И 
т=0
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Коррелированные ошибки координат звезд вида AacosS и А6 приня­
то после работы П. Броше [57] представлять раздельно для обеих ко­
ординат гармоническими разложениями вида (5.152)

Л(0.<х) = S  1 ( Р ллД Я(П(е.а) + Улт 5„т ( 0 ,а ) ) ,  (5.158)
п=1 т=0

D(Q,Ct) = £  + (5.159)
п=\ т=0

Такое независимое представление обеих координат возникло есте­
ственным образом благодаря тому обстоятельству, что подавляющее 
большинство абсолютных и относительных определений координат в 
наземной оптической астрометрии велось и ведется до сих пор с по­
мощью меридианных инструментов ортогонального типа, когда изме­
рения производятся раздельно и независимо по двум взаимно ортого­
нальным направлениям -  меридиану и параллели.

Однако принцип ортогональности наблюдений нарушается уже в 
случае использования для каталожных работ астролябии А. Данжо- 
на, так как направление измерений в нем (нормаль к альмукантара­
ту) не совпадает ни с меридианом, ни с параллелью и меняется от 
звезды к звезде. Подобная картина имеет место и в РСДБ. В косми­
ческой астрометрии система сканирования неба также неортогональ­
на [56, с.87]. Характерной особенностью таких неортогональных из­
мерений является то, что ошибки обеих координат наблюдаемого 
объекта (звезды или ВР) влияют на данные непосредственных измере­
ний совместно, в линейной комбинации, причем степень влияния 
каждой из них зависит от направления измерений в экваториальной 
системе координат. Отсюда следует, что далеко не для всех объектов 
наблюдательной программы с помощью немеридианных инструмен­
тов можно определить обе координаты с одинаковой точностью и 
независимым образом. Покажем, что этот недостаток можно устра­
нить, если вместо двух случайных полей /4(0, а )  и D(0, а )  ввести но­
вое обобщающее поле Г (0,а) в виде плотности ошибок координат на 
сфере.

Рассмотрим непрерывное случайное поле Г(0,а) на сфере единич­
ного радиуса как плотность простого слоя [16, с. 101-107]. Будем счи­
тать, что это поле имеет гармоническое ядро и представимо разложе­
нием (5.152), которое запишем в виде ряда Лапласа [2, с. 51]
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T(Q,a.) = '£T„(Q,a.), (5.160
П=I

где

Т'гДв. СХ) = Z(a«mC’n«(0.a ) + i ,Im^»m(0.a ))- (5.161)
m- 0

Силовая функция (потенциал) такого простого слоя для произволь­
ной точки сферы Х(д,а)  имеет вид [29, с. 260]

£/(е,а) = £Уя(е,а), (5-162)
п=1

где

Un(Q,<x) = ^ - T „ ( Q , a ) .  (5.163)
2л + 1 v J

Введем теперь прямоугольную систему координат с началом в 
точке сферы М = М (0 ,а ) .  Ось z направим по нормали к небесной
сфере, ось у -  по касательной к меридиану М ?  на север, ось х -  по 
касательной к параллели на восток. Дифференциалы вдоль этих осей, 
очевидно, равны dx -  sinQdcx, dy = db. Тогда, согласно основному 
свойству потенциала, имеем

dU _ d U r  d U d U  rgrade/ = ----- n = ---------1 + -j  + ------ к .
dn dx dy dz

где i j \ k  -  единичные векторы (орты) координатных осей х, у, z со­
ответственно, п -  орт нормали к уровенной поверхности потенциала 
U(лг, y,z) — const, или орт его градиента. Производная этого потен­
циала по произвольному направлению F, лежащему в плоскости (.х,у), 
будет равна

dU dU - dU ~ dU . dU 
—-  = —  cos(r,/) + — -cos(r,y) = - — smy + —  cosy , (5.164)
dr dx dy dx dy

где у = (г, У) -  позиционный угол направления г относительно на­
правления на северный полюс мира (см. рис. 5.2).

Введем теперь обозначения
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тогда, согласно (5.164), получаем

---- = Ur = Ux sin у + Uycosy = /4(0,ot)sin у + D(0,a)cosy. (5.166)

Покажем теперь, что влияние ошибок 
координат Ux и Uy на результаты немери­
дианных наблюдений действительно выра­
жаются формулой типа (5.166). Для приме­
ра рассмотрим схему наблюдений на аст­
ролябии, изображенную на рис. 5.2. Здесь Z 
•зенит инструмента, Р -  полюс мира, М 0
— эфемеридное место звезды на альмукан­
тарате постоянного радиуса z 0 в момент
наблюдения, М — ее истинное место в тот 
же момент, смещенное по зенитному рас­
стоянию на величину А г = 2 -  г0, которая, 
согласно теории инструмента [14], равна

А2 -  (Aacos6)siny + AScosy =
= Ux sin у + Uy cosy = Uz.

В случае РСДБ-наблюдений влияние оши­
бок координат ВР на измеренную задержку 
сигнала т выражается формулой [24, с. 56]

сАт/Ь = [(AacosS)siny + AScosy ]sin0 =
= (Ux siny + t/ycosy)sin0 = sin0,

где b -  длина базы интерферометра, с -  скорость света, у—позицион­
ный угол направления на полюс базы В (см. рис. 5.3).

Таким образом, влияние коррелированных ошибок координат 
небесных объектов на результаты позиционных наблюдений можно 
выразить или через две производные Ux и Uу потенциала U по орто­
гональным направлениям осей .г и у, или через одну производную Ur 
по направлению г от объекта наблюдений на “полюс инструмента” 
(для астролябии это зенит, а для PC Д Б— полюс базы). Если разложе­
ние поля (5.160) дано, то с учетом (5.166), (5.162) и (5.163) получаем

Рис. 5.2. Схема наблюде­
ний на астролябии.

Рис. 5.3. Схема РСДБ- 
наблюдений.
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Учитывая выражения для сферических функций (5.148), имеем

^  ̂ пт _  ^ ̂ пт  _  Ш d S fJf)i _  d S nm _  т  С тп
(5.169)

дх sin0<)a sin0 ’ дх sin0da sin0
и

(5.170)

где производные присоединенных функций Лежандра по склонению 
имеют вид [29, с. 212]

Здесь Рп тМ s  0 при т  + 1 > л.
Таким образом, если коррелированные ошибки опорного катало­

га заданы в виде раздельных поправок экваториальных координат 
Aacos5 = /4(0, а )  и Д5 = Z)(0,a), то, подставляя эти величины в правые
части уравнений (5.167)—(5.168), получаем систему избыточных урав­
нений для однозначного определения коэффициентов апт,Ьпт разло­
жения (5.160)—(5.161) поля Г (0 ,а), которое будем называть полем 
плотности коррелированных ошибок. Те же уравнения (5.167), (5.168) 
можно использовать для уточнения этого поля по мере поступления 
новых определений экваториальных координат с помощью ортого­
нальных инструментов. Если же новые определения ведутся с по­
мощью неортогонального инструмента, когда координатная инфор­
мация содержится в измеренных величинах £/Д0,а), то для уточнения 
коэффициентов разложения поля Г (0 ,а ), согласно (5.166), имеем си­
стему

d(cos0)
= -w ctg0  + Fn;n+,(cos6). (5.171)

"  4я АГ ( дС, дС, \

пт

-204-



Из формул (5.167), (5.168) и (5.172) видно, что данные наблюдений 1{ 
(/ = 1,2,...,//) связаны со случайным полем на сфере Т = Г (0 ,а) через 
некоторый линейный функционал L, [12, с. 69]:

(5.173)

Обычно задача заключается в том, чтобы найти двумерную функцию 
Т по N  значениям ЦТ  линейных функционалов, полученных из на­
блюдений. Определение такой функции путем аналитической ап­
проксимации к определенному числу заданных значений линейных 
функционалов в математике называется колпокацией [35, с. 29]. Если 
эта аппроксимация осуществляется в среднем квадратическом смысле, 
т.е. с минимальной дасперсией невязок, то такую коллокацию назы­
вают средней квадратической. Эта задача уже рассматривалась нами в 
§3 гл. 4, и ее общее решение дается формулой (4.40), которую для мо­
дели (5.173) можно записать так:

T { X ) - \ q xl qx 2 ••• Яхм)

'<hi ?12
-1

т
Ягг Й22 Чгк и

.9/V1 Я N2 "' * Qnn ш Jv.

(5.174)

Здесь =cov(//5/j) представляют собой взаимные ковариации дан­
ных, a qXi = соv(T(X), lt) — ковариации искомой функции с данными.

Перед вычислением этих ковариаций необходимо убедиться, что 
поле Т и данные 1{ центрированы, т.е.

М{Г} = 0, (5.175)

М{/,} = 0. (5.176)

Условие (5.175) означает, что разложение поля Г(6,а) по сфериче­
ским функциям (5.160) не должно содержать гармоники нулевой сте­
пени. Второе условие (5.176) следует из (5.175) и (5.173), так как в силу 
коммутативности оператора усреднения М  и линейных функциона­
лов Ц имеем
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Используя оператор усреднения по сфере, ковариации, входящие в 
формулу (5.174), можно записать в следующем виде:

qXi=cov(T(X),l i) = M {T (X ) l i} } (5.178)

q-tj =cov(/(1/y) = М{/,/у}. (5.179)

Применим теперь формулу (5.173) к полю Т  как функции точечной 
переменной Y:

1, = ЦТ(Х). (5-18°)

Тогда с учетом коммутативности М и  Ц по формулам (5.178) и (5.179) 
получаем

дХ1 = М {Т (Х )Ц Т (Г )}  = 1]М{Т(Х)Т<Х)),  (5-181)

qy = M {L?T(X)L Yj T(Y)} = 1^ 'ЦМ{Т{Х)Т(Х)) .  (5-182)

Но так как
qr (X,Y)=M{T(X)T(Y)}>  (5.183)

то
qx,= I * q T{X,Y) ,  (5-184)

йу = 1*'ь)Ят(Х,У).  (5-185)

В выражении (5.184) функционал Ц применяется к qT(X,Y)  как 
функции точки Y, поэтому результат qXl зависит только от X. Его 
можно рассматривать как функцию X, к которой в формуле (5.185) 
применяется оператор L$ , который в итоге дает скаляр q^. Таким
образом, выражения (5.184) и (5.185) дают возможность вычислить все 
необходимые ковариации, входящие в основную формулу коллокации
(5.174), путем известных линейных преобразований одной и той же 
ковариационной функции qT(X,Y)  случайного поля Т , определенной 
в §4 настоящей главы. Эти выражения называются формулами преоб­
разования ковариаций и имеют важное значение в теории коллокации.

В формуле (5.174) поле Т(Х)  есть непрерывная функция двумер­
ной точечной переменной X  = ^ (9 ,а ) , и поэтому эту формулу можно 
назвать непрерывной коллокацией. Однако изотропные гармонические 
поля, имеющие одномерное воспроизводящее ядро ^ ( у ) ,  допускают 
гармоническое разложение вида (5.152):
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7 (0 ,а ) = ]Г Y,(a,,mCnm(Q,a) + bnmSm„(e,a)),
п = 1 / « = 0

(5.186)

поэтому непрерывная задача коллокации сводится к дискретной, так 
как вместо уточнения поля Г (0,а) как непрерывной функции на сфе­
ре достаточно уточнить лишь дискретное множество коэффициентов 
этого разложения, образующих бесконечномерный вектор сигнала:

(5.187)

Определим теперь ковариационную матрицу этого сигнала. Ис­
пользуя выражения (5.153) и пользуясь формулой преобразования 
ковариаций (5.185), получаем

cov(атп, 0^ )  = —Ц- ff ff qTW nm(0,а ) ^ (0 ',a ’)dxd-f. (5.188)
16тГ t t .

Заменив в разложении ковариационной функции (5.151) индексы п и 
m на s и г, имеем

f r ( v )  = E Z ^ [ C B(e,a)C n ( 0 'a ')  + 5 „ (e ,a )5 B(e',a ')]. (5.189)
Г=1 J=0 1

Подставив это выражение в (5.188) и поменяв местами действия инте­
грирования и суммирования, получаем

c ° v ( < w « k ) = f ;5 / i - f r
j = U = 0

_ L  r r -
471

ff Сп)„ (0, a  )C„(0, a)dx i -  ff C „ (0', a ')C „(0 ', « ')* '  +
T'

к ^ | |С ^ ( 0 >а ) 5 ,Д 0 ,а ) А ^ / |С да(0 ',а ')5 ,г(0 ',а ')А '

Учитывая свойство ортогональности сферических гармоник 

j jC /imCsrdi=0,

(5.190)

J j5 fM,5 „ A  = 0,
► e a rn s *  п и /и л и г ^ /и , JJ CnmSsrdi  -  0 всегда (5.191)
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и условие их нормировки (5.149), находим из (5.190)

cov(anm>ann,) -  2п + [' (5.192)

cov(anm, ) = 0, если п * q и / или т * р.

Аналогичным образом находим

к.
C O v ( £ > w „ A m ) = ' 2я + Г (5193>

cov(b„m,£^) = 0, если п ф q и /или  т * р ,
и

cov(апт, ) = 0 всегда. (5.194)

Отсюда непосредственно следует, что матрица автоковариаций 
сигнала s, который представляет собой упорядоченное по индексам п 
и т множество (5.187)коэффициентов апт,ЬптУ т.е.

S = (a\0it\0'a\[yl\['*a20>bl0'a2\*t)l\*a22>b22''’)' (5.195)

является бесконечной диагональной матрицей

cov(s, s) = Qjj = diag(Qn) (n = 1,2,...), (5.196)

составленной из диагональных блоков

= (5 .97)

имеющих размер 2(л + 1)х2(л + 1). Это означает, что, ковариационная 
матрица сигнала (5.195) однозначно и просто выражается через ко­
эффициенты кп разложения (5.142) ковариационной функции qT(yj) 
для поля Г (6 ,а).

Используя выражение (5.172), представим связь между данными 
наблюдений и параметрами сигнала (5.195) в самой общей матричной 
форме:

I = Us, (5.198)

где 1 -  N  х 1-вектор данных (значений функционала JJr), U -  матрица
коэффициентов, определяемых выражением (5.172), имеющая беско­
нечный размер N  хоо. Преобразования ковариаций (5.184), (5.185) в 
дискретной коллокации имеют вид
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cov(I,l) = Q// = U Q „U ', (5.200)

и тогда формула непрерывной коллокации (5.174) принимает вид уже 
известной формулы дискретной коллокации (4.40):

С помощью (5.201) можно оценить любое количество сигналов по 
ограниченному количеству данных. Хотя обращаемая N  х //-матрица 
Qzz конечна, но число строк в матрице не ограничено. Апостери­
орные ковариации оценок сигнала s определяются формулой (4.41).

Если данные 1 содержат какие-либо детерминированные (неслу­
чайные) компоненты, например функции, описывающие взаимную 
ориентировку индивидуальных каталогов, то их следует представить 
линейной моделью Ах, а затем использовать соответствующие алго­
ритмы средней квадратической коллокации с параметрами, описан­
ные в §5 гл. 4. Если постоянные параметры х связаны между собой 
условиями, то следует пользоваться алгоритмами §4 гл. 5. Объедине­
ние и фильтрация полей осуществляется согласно рассмотренной уже 
теории коллокации, только нужно помнить, что сигнал s в данном 
случае представляет собой не временную последовательность (ряд) 
центрированных случайных величин, а их упорядоченное множество.

Заметим, что коллокация каталогов собственных движении звезд 
в принципе ничем не отличается от описанной выше, за исключением 
того, что вектор сигналов s в этом случае будет состоять из произ­
водных по времени s=  (апт УЬпт) (л = 1,2,...;/л = 0,1,...,л) и, кроме того, 
необходим учет трендов собственных движений вследствие галактиче­
ского вращения и собственного движения Солнца.

В заключение рассмотрим проблему коллокации сильно разре­
женных дискретных случайных множеств на небесной сфере. Эта за­
дача характерна для обработки РСДБ-наблюдении по программам 
IERS и NEOS. Эти наблюдения ведутся 24-часовыми сериями через 
каждые 5 суток, причем наблюдается небольшое число (около 40) 
одних и тех же радиоисточников, равномерно распределенных по 
небесной сфере. Очевидно, что из-за малого чисяа источников в этом 
случае нет необходимости прибегать к изложенной выше интерпрета­
ции ошибок их координат в виде разложений по сферическим функ­
циям. Проще всего эти ошибки включить в число постоянных гло­
бальных параметров общей модели данных (5.89) и оценивать их на­
равне с другими параметрами этой модели в процедуре глобальной 
коллокации (см. §4 гл. 5).

S = Q,/Q«‘i (5.201)
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§ 1. Наблюдаемые динамические системы

Пусть объектом астрометрических наблюдений является некоторая 
динамическая система, состояние которой непрерывно меняется во 
времени. Будем в дальнейшем рассматривать только простейшие ли­
нейные системы, состояние которых описывается стохастическим 
дифференциальным уравнением i -го порядка

x(0 = - ^  = F(0x(0 + G(0v(0. (6Л)
где х (0  = (А',(/),л'2(/),...,д:т (Г)) -  неизвестный w-мерный случайный 
вектор состояния системы (его часто называют фазовым вектором), 
v(0 = (vi(0. v:(0» ->vp(1)) ~ неизвестный /ьмерный возмущающий век­
тор случайного входного воздействия на систему, F (/),G (/)- задан­
ные матрицы размерности т х  т и т х  р соответственно, элементы 
которых представляют собой функции времени t.

В частном случае, когда т -  р -  1, векторы x(f), v(f) превращаются 
в скалярные величины .r(r),v(r) -  случайные функции времени, а мат­
рицы F(r),G (0 -  в детерминированные функции f(l)>g(l)> и уравне­
ние (6.1) принимает вид

т = = / « w o + g( 0K0.

однако, за исключением специальных примеров, и в этом случае мы 
будем использовать векторно-матричные обозначения.

Уравнение (6.1) будем называть непрерывной моделью состояния 
системы (в литературе по системам управления ее называют моделью 
сообщения). В частном случае, когда элементы матриц F и G постоян­
ны, динамическая система называется стационарной. Что касается 
входного воздействия (возмущения) v(/), то будем считать, что оно 
представляет собой векторный случайный процесс типа центриро­
ванного белого шума, хотя это предположение может быть снято за 
счет некоторого усложнения модели (6.1) (см. ниже).

Будем также предполагать, что динамическая система (6.1) наблю­
даема, т.е. имеет л-мерный выходной сигнал 1(0, который может 
быть измерен в любой момент и который несет в себе информацию о 
состоянии системы х(0- Будем считать, что связь между наблюдаемым
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выходным сигналом и вектором состояния имеет следующую линей­
ную форму:

I(0 = C(0x(r) + r(f), (6.2)

где С(/) -  известная лх/н-матрица плана, г(/) -  неизвестный 
/i-мерный вектор невязок.

Выражение (6.2) называют моделью наблюдений. Будем считать эту 
модель полной, тогда невязки г(/) тоже можно считать центрирован­
ным белым шумом. Следует заметить, что в астрометрии, как прави­
ло, используются одномерные инструменты и измеряются скалярные 
выходные сигналы, поэтому векторы 1(/) = /(г) и г (г) = r(t) есть про­
сто скалярные функции времени.

В теории управления и автоматического регулирования динами­
ческие модели вида (6.1) всегда относятся к объекту управления, т.е. к 
наблюдаемой системе. Однако понятие динамической системы можно 
обобщить и на измерительную (наблюдающую) систему -  субъект 
наблюдении. Для применений в астрометрии это обобщение суще­
ственно, так как нестабильность измерительных систем вносит наи­
больший вклад в ошибки наблюдений. В действительности же, как 
объект (о), так и субъект (с) процесса наблюдений могут представлять 
собой возмущаемые динамические системы вида (6.1):

x o(0  = Fo( 0 M 0  + G o(')vo(0.
x c(0  = Fc(r)xc(r) + Gc(0 v c0)-

Если объединить фазовые векторы этих систем в составной вектор 
х(г) и так же поступить со всеми другими векторами и матрицами:

х(0 =
4 ( 0 '
_Хс(0_

.»(«)=
4 ( 0 '

Л ( 0 .
.F ( 0  =

~Fo(0"
_FC(0

,G (/)  =
Go(0

Gc( 0 .

то получим совместную многоканальную динамическую систему, 
которую можно описать уравнением вида (6.1).

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения 
(6.1) имеет вид [36, с. 269]:

х (0  = ех р { |F(/)<*}[jG(r)v(/)exp{-JF(i)di}di +С .

Осюда для начального условия x(f) = х(/0) при / = /0 получаем частное 
решение
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Введем понятие переходной матрицы:

(6.4)

Тогда выражение (6.3), описывающее переход динамической системы 
из начального состояния х(Г0) в текущее состояние х(г), примет вид

Если эту смену состояний системы назвать “движением”, то первый 
член в правой части (6.5) представляет собой свободное (не­
возмущенное) движение, а второй, обусловленный входным воздей­
ствием v(0, является вынужденным (возмущенным) движением.

Переходная матрица Ф(М0), как следует из формулы (6.4), пол­
ностью определяется матрицей F(0  и, как легко показать, связана с 
ней однородным дифференциальным уравнением

с начальным условием Ф(г0,{0) = 1. Когда матрица F(t) задана и не­
прерывна, то переходная матрица Ф(М0) может быть вычислена для 
любого момента I путем численного интегрирования дифференциаль­
ного уравнения (6.6). Если же матрица F(/) кусочно-непрерывна, то
для решения уравнения (6.6) применяют метод Рунге-Кутта 4-го по­
рядка [60, с. 42].

Из уравнения (6.6) и его решения (6.4) вытекают следующие 
свойства переходных матриц [60, с. 38)]:

х(/) = Ф (/1/0)х(/0) + Ф(г)/0) | ф - | (т,г0)С(т)у(тУт. (6.5)

Ф(М0) = - |- ф (Мо) = р (0 Ф ( 'Л ) (6.6)

(1)Ф (М ) = Ф('оЛ) = 1.
(2) ф - [(1,т) = ф(т,1),
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(3) Ф(г,0)Ф(е,т) = Ф(/,т),

( 4 ) |o ( i , T )  = F(!)®(I,x),
01

(5 )^ -Ф ( / ,т )  = -Ф (/,т )Р (0 .
0Т

С учетом 3-го из этих свойств решение (6.5) можно записать также 
в виде

г
х(0 = Ф(Г, *„)х(/0) + J Ф(г, t ) G ( t ) v(tV t . (6.7)

*0

Хотя мы рассматриваем непрерьшные динамические системы, но 
их наблюдения ведутся, как правило, дискретно. В связи с этим моде­
ли (6.1)—(6.2) необходимо преобразовать к дискретному виду. Для 
этого введем дискретную шкалу моментов наблюдений 
t0j  1,..., . U-+1»• • ■» начиная с t0. Будем считать, что наблюдения ведутся 
в равноотстоящие моменты времени, т.е. Aik = tk+l - i k ~ T  -  const. 
Тогда последовательность моментов наблюдений удобно обозначать 
их порядковыми номерами: 0 , 1 , + причем tk = k T . В этих 
условиях модель наблюдений (6.2) для произвольного момента 1к 
примет вид

1(*) = С(Л)х(Л) + г(Л). (6.8)

Чтобы получить уравнение состояния дискретно наблюдаемой 
динамической системы, запишем уравнение (6.7) для непрерывного 
перехода системы из произвольного состояния в момент гк к состоя­
нию в последующий момент »*+| [6. з51;

х (**+|) = ф 0*+| . '* )* ('* )+  |Ф О * +|,т)С (т)у(т)Л т. (6.9)

В дальнейшем будем считать, что возмущение v(/) представляет 
собой ступенчатую функцию типа телеграфного сигнала, постоянную 
на каждом интервале дискретизации Uk+[ttk ] длиной Т. Если Т  доста­
точно мало, то постоянную величину v(ik), относящуюся к этому 
интервалу, можно вынести за знак интеграла в правой части уравне­
ния (6.9), поэтому это уравнение можно записать в виде

х(1к +| )  =  М ‘к) +  В (»*) V(I*) ,
где

(6.10)
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А(/*) = ФО*+,./*). B(r*) = J Ф (^+ |. t)G  (т )Л . (6.11)

Объединяя уравнения (6.10) и (6.8) и заменяя для краткости записи 
время 1к на индекс к, получаем модель наблюдаемой динамической 
системы в дискретном виде:

х(А: +1) = А(к)х(к)  + B(Ar)v(*), 
l(k) = C(k)x(k)  + r(k).

Блок-схема такой системы показана на рис. 6.1.

(6. 12)

Рис. 6.1. Наблюдаемая динамическая система первого порядка.

Определим взаимные ковариации шума \ (к)  как блочную матри­
цу:

R ( k , j )  = cov{v(A), vO')} = Е {y(k)v'(j)} (k , j  = 0,1,2,...).

Для белого шума при к * j  имеем R(/c,y)=0, а при к = j  -  
R ( k j )  = R (к )у поэтому эта матрица имеет блочно-диагональный вид

где
R(£, j )  = Щк)5у  = diag(R(/c)), 

[О при к * у,
by ~ b x ( k - j )  - I при к = j

(6.13)

(6.14)

представляют собой 8-символы Кронекера [36, с. 502].
Аналогичным образом определяется и ковариационная матрица 

ошибок наблюдений:
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Q( к, j )  = cov {r(fc), rO')} = E {r(k)r’(j)} = 
= Q(k)b tj = diagCQCAr» (k = 0,1,2,...),

хотя размерности матриц R(k)  и Q(k)  различны. Первая имеет раз­
мер р х  р, а вторая -  п х п .

Рассмотрим теперь случай, когда входное воздействие v(Ar) яв­
ляется коррелированным (цветным) шумом. Такой шум можно в свою 
очередь представить как наблюдаемый выход дополнительной дина­
мической системы, возбуждаемой заведомо некоррелированным бе­
лым.шумом и(Аг) [48, с. 53]:

у(к  +1) = М(/с)у(£) + N(/c)u(A-), 
v(k) = H(k)y(k) + w(k), (6.16)

где не только и(/с), но и w(A") -  белые некоррелированные шумы.
Рассмотрим теперь обе динамические системы (6.12) и (6.16) со­

вместно и введем новый фазовый вектор

z (к) =
\ (к )

У(*)

их совместного состояния, а также следующие матрицы:

Т (*) =
А(А-) В(/с)Н(Аг) 

0 М(Л)
, Ц к )  =

В (к) 0
0 N (к)

(6.17)

Легко убедиться, что вектор г(к)  удовлетворяет уравнению 

z (к +1) = T(A:)z(A:) + L(A:)n(A:),
где

п(А:) =
w(к) '  
и (к)

(6.18)

(6.19)

представляет собой составной вектор белых шумов.
Полученное уравнение (6.18) полностью совпадает по форме с 

первым из уравнений (6.12), поэтому его можно назвать приведением 
модели динамической системы с цветным шумом v(k)  к модели с бе-
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лым шумом п(А). Благодаря процедуре приведения снимается условие
о том, что возмущение динамической системы должно быть белым 
шумом, и вся теория фильтрации Калмана, построенная при этом 
условии, остается в силе за счет некоторого усложнения модели этой 
системы.

§2. Задача оптимальной фильтрации

Рассмотрим наблюдаемую дискретно динамическую систему (6.12):

х(/с + 1) = А(к)х(к)  + B(A:)v(/c), 
l(k) = C(k)x(k)  + r(k), к>  0. (6;20)

Здесь недоступный непосредственному наблюдению фазовый вектор 
х(Аг) по-прежнему имеет размер т. Пусть имеется его начальное зна­
чение х(0) в момент к -  0 как случайный вектор с нулевым матожида- 
нием и заданной a priori ковариационной матрицей D(0). Матрицы 
А (/с), В(&) и С(к) заданы и имеют размер т х т ,  т х  р и п х т  соот­
ветственно. Измеряемый вектор 1(/с) имеет размер п. Вектор возму­
щений у(к) размерности р и вектор невязок г(А) размера п представ­
ляют собой дискретные векторные случайные процессы типа белого 
шума с нулевым матожиданием и известными a priori автоковариа­
циями:

Е{у(к)} = 0, ВД *)у'(У )} = Щк) Ъкр (6.21)

Е{г(к)} = 0, E{T(k)?(j )) = Q(k)bkJ, (6.22)

где 5kj-  символы Кронекера, определяемые формулой (6.14). Предпо­
лагается также, что начальное состояние, ошибки измерений и вектор 
возмущений взаимно не коррелированы:

£{x(0)v'(A:)} = 0, £{х(0)г'(/с)} =0, Е{\(к)т’{к)) = 0. (6.23)

Требуется на основе имеющейся последовательности данных измере­
ний 1(0), 1(1),..., 1(^) построить такую линейную несмещенную оценку
фазового вектора х(А), чтобы дисперсии ошибок

х(к) = х ( к ) - х ( к ) ,  (6.24)

т.е. диагональные элементы матрицы апостериорных автоковариа­
ций
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были минимальны. Именно такую оценку называют оптимальной.
Поскольку выше было принято, что £{х(0)} = 0 и последователь­

ность v(0), v(l),... центрирована, то из первого уравнения (6.20) прямо 
следует, что вся последовательность х(0),х(1),х(2),... тоже имеет нуле­
вое матожидание. Далее, ввиду второго уравнения (6.20) и того, что 
все невязки г(А) имеют нулевые матожидания, заключаем, что мате­
матическое ожидание последовательности 1(0), 1(1), 1(2),... также рав­
няется нулю. Иными словами, сделанные выше предположения состо­
ят в том, что математическое ожидание случайных процессов 
v(A'), г(Аг), 1(A) и х(/с)равняется нулю при всех к. В отношении шумов 
v(A), г(А) будем считать, что это условие выполняется всегда, а пред­
положения о равенстве нулю матожиданий величин 1(А:) и х(А') будут, 
когда это возможно, сняты. Все такие случаи будут оговорены особо.

§3. Фильтр Калмана как рекуррентный М НК

Предположим, что не имеется никакой информации о начальном со­
стоянии динамической системы в момент к = 0. В этом случае необхо­
димо начиная с момента к = 0 выполнить определенное количество 
предварительных наблюдений (превышающее число неизвестных 
параметров т). Представим данные этих наблюдений системой ли­
нейных уравнений с постоянными параметрами

1(У) = С(У)х + г(У) (У = 0,1,...,*) (6.26)

и решим ее методом наименьших квадратов, полагая, что матрица 
ковариаций невязок Q(A') известна a priori (см. §2 гл. 2). Причем эта 
матрица необязательно должна быть диагональной, т.е. второе из 
условий (6.22) может быть снято, и шум г (к) на интервале времени 
[r0, r j  может быть цветным. В результате получим некоторую усред­
ненную на этом интервале оценку х(А:) и апостериорную ковариацию 
D(A) ее ошибок. Примем, что полученная оценка фазового вектора 
х(к)  и ковариация его ошибок D(k)  определяют начальное состояние 
динамической системы в момент к.

Теперь с помощью первого из уравнений (6.20) можно построить 
приближенный прогноз фазового вектора на следующий момент на­
блюдений
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который не учитывает возмущения v(/c). Оценка х*(А: + 1) получена 
благодаря знанию переходной матрицы А (к) с учетом предшествую- 
щих наблюдений. Для выяснения ее ошибки х .(£  + 1) заменим х(к)  в 
(6.27) на разность х ( к ) - х ( к )  и подставим вместо А(/с)х(Аг) соответ­
ствующее выражение из первого уравнения (6.20). Это дает

х„ {к +1) = х(А: +1) -  х .(*  +1) = А(к)х(к)  + Ъ(к)\(к ) . (6.28)

Согласно формулам (6.23), (6.25) и (6.28), матрица ковариаций этой 
ошибки равна

Оф(^ + 1) = £{[А(^)х(/г) + В(ЛМ/г)][(х '(*)А,(^) +
+v'(A')B'(A')]} = A ( k )D (k )A r(k) + B(k)R(k)B'(k).  (6,29)

Заметим, что полученная выше предварительная оценка х(к)  яв­
ляется линейной функцией данных наблюдений 1(0), 1(1 ),...,1(/с) и за­
висит только от последовательности истинных значений фазового 
вектора в моменты наблюдений х(0),х(1) ,...,х(/с) и последователь­
ности случайных невязок г(0),г(1),...,г(/с) модели (6.26). Но благодаря 
условиям (6.23) обе эти последовательности не коррелированы с v(/r), 
поэтому ковариации между х(/г) и \ (к)  тоже равны нулю, что и ис­
пользовано при выводе формулы (6.29).

Пусть теперь выполнены новые наблюдения в момент (к+1 и полу­
чены новые данные 1(А: ч-1). Их линейная модель имеет вид

l(k  +1) = С(к + 1)х(* +1) + г(Л +1), (6.30)

где фазовый вектор х(А' + 1) соответствует этому же моменту /*+1. За­
пишем уравнения (6.28) и (6.30) в виде одной системы:

~х.(к + 1)" I
х(/с +1) +

’- А ( к ) х ( к ) - В ( к ) у ( к )
_!(* +1). _С(А: + 1) г(к + 1)

что можно представить в более краткой форме:

h = Hx(/c + l) + s, (6.32)

где векторы h, s и матрица Н определяются непосредственным срав­
нением с (6.31).
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Учитывая, что пары векторов х(/с),г(/с + 1) и v(/c),r(/c + l) не корре- 
лированы, и принимая во внимание (6.22) и (6.29), легко показать, что 
ковариации нового случайного вектора s будут определяться матри­
цей

’ D,(/; + l) О 
О Q(* + l)

S=E{ss'} = (6.33)

где Q(А: +1) -  априорная ковариация нового наблюдения 1(£ +1).
Теперь систему параметрических уравнений (6.32) можно решить 

по методу наименьших квадратов с априорной ковариационной мат­
рицей S. ОМНК-оценка неизвестного фазового вектора х(/с + 1) будет 
равна (см. §2 гл. 2)

x(fr + l) = (H 'S -|H )“,H 'S“Ih. (6.34)

' d ; ‘(*+1) 0 I
0 Q Х(к + !)_ С(А: + 1)_

Как известно из теории МНК, матрица D(/c + I) = (H 'S"1!!)"1 дает 
апостериорные ковариации ошибок оценивания х(А+1). С учетом 
принятых выше обозначений имеем

D_l(/c + 1) = [I C(fr + 1)]
и

= D"‘(Ar +1) + С’(к  + 1)Q_I (к + 1)С(/г + 1), (6.35)

H 'S_lh = [I С'(Аг + 1)]

= D ;‘(^ + 1)x.(*  + 1) + C'(A: + 1)Q-1(A: + 1)1(A: + 1). (6.36)

Подставляя (6.35) и (6.36) в (6.34), находам 

x(Ar +1) = D(* + 1)[D;‘ (к  + 1)х.(к + 1) + С’(к + I)Q“' (А: + 1)1(А: +1)]. (6.37)

Поскольку левая и правая части равенств (6.35) и (6.37) зависят от 
одного и того же аргумента г*+1) то эти выражения справедливы для 
любого индекса времени к, /с + 1, /с + 2,..., Множитель перед 1(/с + 1) в 
правой части (6.37) называют матрицей усиления и обозначают

~D;l(k + l) 0 'x.(fc + l)‘

0 Q -1(Ar + l)_ _!(* + !)_

К(А: +1) = D(/c +1 ) С ( к  + 1)Q ~ \ к  +1). (6.38)
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I = D(A: + 1 )D ;‘ (* + !) + K (*  + l)C(Ar +1). (6.39)

Последнее уравнение разрешим относительно D(Ar + l)D7'(/c + l) и ре- 
зультат подставим в (6.37). Тогда

х(/с + 1) = х*(/с + 1)+ К(/с + 1)[1(/с +1)-С(/с + l)x*(& + 1)]. (6.40)

Далее, умножая равенство (6.39) справа на D*(& + 1), находим

D.(fr +1) = D(fc +1) + К(А- + 1)С(/с + l)D*(/c +1). (6.41)

Наконец, умножим это уравнение справа на С(& + 1) и припишем к 
первому слагаемому правой части множитель Q ~ \ k  + l)Q(k + \) = I . 
Разрешая полученное таким образом уравнение относительно 
К(к + 1)% получаем с учетом формулы (6.38):

К (к + \) = D. (k+l)C’(k + l)[C(k + l)D .(k  + 1)0 (к +1) + Q(* +1)]"'. (6.42)

Построенный таким образом рекуррентный алгоритм можно ре­
зюмировать следующим образом:

(а) пусть дана наблюдаемая в дискретные моменты времени 
ij ( j  = 0 , 1 , 2 , . динамическая система (6.20):

х ( / + 1) = A (у)х(У)+ в  О Х У ),
1(У) = С(у)х(У) + г(У) (У > 0), (6-43)

где А (У), В (у), С(У) -  заданные матрицы, 1(У) -  вектор данных на­
блюдений, v(y), г(У) -  неизвестные случайные векторы типа белого 
шума с нулевым матожиданием и априорными ковариациями R( У) и
QO);

(б) начиная с момента t0 и вплоть до 1к включительно вьшолняем 
ряд наблюдений (их число должно быть не меньше количества пара­
метров в фазовом векторе х), которые представляем в виде системы 
параметрических уравнений (6.26):

НУ) = C(j )x  + г (У) (У = 0,1,...,/:);

эту систему решаем методом наименьших квадратов (см. §2 гл. 2) и 
находим оценку фазового вектора х(/с) и ковариационную матрицу 
ошибок оценивания D(/c); оценки х(к)  и матрицу D(A) принимаем за 
начальные условия дальнейшего рекуррентного процесса;
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(в) полученную оценку фазового вектора экстраполируем при­
ближенно на следующий момент наблюдений **+i с помощью (6.27):

без учета возмущений; ковариационная матрица ошибок этой оценки 
определяется формулой (6.29):

(г) экстраполированную оценку (6.44) уточняем по (6.40) с учетом 
новых данных наблюдений:

х(к + \) = х*(/г + 1) + К(£ + 1)[1(/с + 1)-С(& + 1)х*(/с + 1)); (6.46)

(д) ковариацию ошибок этой оценки вычисляем по формулам 
(6.41)—(6.42):

К (к +1) = D.(Jfc + 1)С'(А: + \)[C(k + l )D.(k +1)0 (к +1) + Q(A: + 1)]-1. (6.48)

Рекуррентный алгоритм (6.43)-(6.48) называется фильтром Калмана.
В более простом случае, когда входное возмущение v(/c) действует 

на фазовый вектор системы непосредственно, а наблюдаемым выхо­
дом динамической системы в каждый момент времени является одна 
скалярная величина, т.е. п = 1,1(Аг) = /(/с), т(к) = г(А), матрица С(Аг) 
превращается в строку с '(к) длиной т, размер матрицы А (к) стано­
вится равным т х т  и алгоритм фильтра Калмана (6.43)-(6.48) при­
нимает следующий более простой вид:

(а) динамическая система:

х Л(к + \) = А(к)х(к) (6.44)

D ,(* +1) = A(k)D(k)Af(k)  + В Д Н (* )В '(* ) ; (6.45)

D(A + 1) = D*(/c + 1)- K(/c + I)C(A + 1)D,(A; + 1), (6.47)

Х(У+ О = M j ) x ( j)  + v(y), 
KJ) -  c ' ( j )x U)  + r( j )  U *  0);

(6.49)

(б) начальные ОМНК-оценки: i ( k ) ,  D(k);
(в) предварительная экстраполяция:

x . (k  + l) = A(k)x(k) , (6.50)

-221-



(г) окончательная оценка:

х(/с + 1) = х.(/с + 1) + к(А.- + 1)[/(А- +1)- с'(А+1)х.(/с + 1)], (6.52)

к(Аг +1) = D.(A: + 1)с(А: + 1)[с'(А: + l)D.(A: + 1)с(А: + 1) + q(k + 1)]”1. (6.54)

В последней формуле матрица усиления стала т х 1 -вектором к(к  + 1), 
а скаляр g(A' + l) означает известную априорную дисперсию невязки 
г (к +1), которую, согласно (6.22), можно также представить в виде

Если наблюдаемая динамическая система (6.49) является возму­
щенной (v(A ) * 0), но при этом остается стационарной и устойчивой 
(А(А) = I), то фазовый вектор такой системы становится случайным 
вектором с нулевым матожиданием и рассмотренный выше рекур­
рентный алгоритм его оценивания (6.52)-(6.54) с точностью до обо­
значений совпадает с алгоритмом непрерывной коллокации (5.36у  
(5.40), если в нем вектор х считать случайным, а сигнал s положить 
равным нулю.

Рассмотрим теперь устойчивую и невозмущенную динамическую 
систему, у которой А (к) = I, v(A) = 0. В этом случае ее фазовый вектор 
является постоянным х(А') = х и фильтр Калмана принимает вид:

(а) динамическая система:

D(A' +1) = D*(A' +1) -  к(к  + 1)с'(А + 1)D*(A' +1), (6.53)

q (k +\) = E{r2(k + l)}.

x ( j  + l) = x ( j )  U  = 0,1,2,...),

Kj)  = С'(У)Х(У) + Ю)-
(6.55)

(б)начальныеОМНК-оценки: x(k) ,  D(fc);
(в) предварительная экстраполяция:

* .(* +  !) = *(*), (6.56)

D,(A' + 1) = D(A;); (6.57)

(г) окончательная оценка:

x(fc + l) = х(к) + к(/с + 1)[/(/с + 1)-с'(/с + l)x(fc)], (6.58)
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D(Ar + l) = D(fc)-k(A' + l)c'(A' + l)D(A')- (6.59)

k(A' +1) = D(k)c(k  + l)[c '(k + l)D(k)c(k  +1 ) + q(k +1)]"1. (6-60)

Сравнивая алгоритм (6.56)-(6.60) с алгоритмом рекуррентного МНК 
(3.158)—(3.162) (см. §8 гл. 3) видим, что они с учетом разницы обозна­
чений полностью совпадают. Таким образом, фильтрация Калмана 
представляет собой обобщение рекуррентных алгоритмов М Н К  и СКК 
на случай наблюдений возмущенных динамических систем.

Отметим, что собственно фильтром является та часть алгоритма 
Калмана (формулы (6.44) и (6.46)), где производится экстраполяция 
фазового вектора, а затем ее уточнение. При этом оказывается, что 
матрица усиления и ковариационные матрицы ошибок экстраполя­
ции и оценивания (6.48), (6.45) и (6.47), определяемые во второй части 
алгоритма, не зависят от данных наблюдений и оценок фазового век­
тора. Но поскольку матрицы A ,B ,C ,Q hR  предполагаются из­
вестными, то эта часть алгоритма, которую называют синтезом оп­
тимального фильтра, может быть рассчитана заранее.

Другой важной особенностью рассмотренного алгоритма являет­
ся его полная независимость от предположений о начальном состоя­
нии динамической системы в момент t0, так как требуемые для про­
цесса фильтрации, начинающегося в момент tk , оценки состояния 
системы на этот момент х(/с) и D(£) находятся из обработки методом 
наименьших квадратов предшествующих наблюдений, выполненных 
за время [tQitk ]. При этом только требуется, чтобы ковариационная 
матрица ошибок наблюдений Q(Ar) была невырожденной для всех 
к = 0,1,2..., что равносильно условию наблюдаемости системы.

§4. Оптимальный фильтр Калмана

В предыдущем параграфе алгоритм фильтра Калмана был построен 
как обобщение рекуррентного ОМНК. Основным недостатком этого 
алгоритма является необходимость в предварительных наблюдениях. 
К тому же он не гарантирует минимальности дисперсии получаемых 
оценок фазового вектора. Оба эти недостатка устраняются в рекур­
рентном алгоритме, построенном на основе процедуры оптимального 
оценивания с минимальной дисперсией (см. §9 гл. 2).

Метод оптимальной фильтрации позволяет сразу после первого 
же наблюдения 1(0) построить оценку х(0) фазового вектора х(0). 
Правда, при этом предполагается, в противоположность изложенно­
му выше, что сам этот вектор является случайным, имеет нулевое мат- 
ожидание и известную a priori конечную матрицу ковариации D(0).
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Иначе говоря, должна существовать соответствующая информация о 
начальном состоянии системы.

В первый момент наблюдений /0 имеем измерение

1(0) = С(0)х(0) + г(0) (6.61)

и известные матрицы априорных ковариаций векторов х(0) и г(0):

D(0) = £{x(0)x'(0)}, Q(0) = £{г(0)г'(0)}. (6-62)

Воспользуемся теперь формулой (2.129) для оптимального МНК- 
оценивания с минимальной дисперсией. С учетом разницы обозначе­
ний эта формула имеет вид

х(0) = D(0)C'(0)[C(0)D(0)C' + Q(0)J-‘ 1(0).

В соответствии с формулой (6.42), введем матрицу начального усиле­
ния

К(0) = D(0)C'(0)[C(0)D(0)C' + Q(O)]-1, (663)
тогда

х(0) = К(0)1(0). (6.64)

Используя формулу (2.127), получаем апостериорную ковариацию 
полученной оценки фазового вектора:

D(0) = D(0) -  K(0)C(0)D(0). (6-65)

Теперь оценку (6.64) и ее ковариацию (6.65) можно принять в ка­
честве начальных условий для рекуррентного алгоритма фильтра 
Калмана (6.44)-(6.48)1 уже полученного в предыдущем параграфе. Для 
этого нужно только положить

х.(0) = 0, D.(0) = D(0). (6.66)

После этого имеем:
(а) экстраполированную оценку фазового вектора на любой мо­

мент ik+l > tQ
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(б) ковариационную матрицу ошибок этой оценки

D,(k  + [) = X(k)D(k)X'(k)  + B(k)R(k)B'(k),  D .(0)=D (0); (6-68)

(в) уточненную оценку фазового вектора с учетом новых данных 
наблюдений

х(к  +1) -  х .( к  +1) + К(к + 1)[1(/с +1) -  С (к + 1)х. (А: +1)]; (6.69)

(г) ковариацию ошибок этой оценки

D(/c +1) = D.(/c +1) -  К(/с + 1)С(А: + l)D.(/c + 1); (6.70)

(д) матрицу усиления

K(/c + l) = D.(/c + l)C'(/c + l)[C(A: + l)D.(A: + l)C'(/c + l) + Q(A' + l ) r 1, (6-?1) 

где К(0) = К(0).
Таким образом, полученный здесь оптимальный алгоритм филь­

трации Калмана, соответствующий оцениванию с минимальной дис­
персией, по форме полностью совпадает с рекуррентным алгоритмом 
фильтра Калмана, полученным в предыдущем параграфе как обоб­
щение рекуррентного ОМНК. Разница состоит лишь в изменении 
начальных условий и в смещении момента начала фильтрации. Общее 
и строгое доказательство идентичности этих алгоритмов дано в [6, с. 
65-67].

Основным практическим неудобством изложенного выше алго­
ритма оптимальной фильтрации является принципиально важное 
предположение о равенстве нулю матожидания начального значения 
фазового вектора, т.е. £{х(0)} = 0. Однако это условие легко обойти,
если это матожидание известно [48, с. 75-77]. Для этого рассмотрим 
детерминированную часть модели динамической системы (6.12), не 
учитывающую случайные возмущения и ошибки:

х 0(к + 1) = Х (к)х0(к),

1 0 ( А ' )  = О Д х 0(/с) (Л = 0,1,...), ( ' '

и положим, что матожидание невозмущенного фазового вектора в 
начальный момент времени равно
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Очевидно, что детерминированная динамическая система (6.72) с 
начальными условиями (6.73) позволяет легко определить векторы 
х$(к) и 10(/с) для всех к. Образуем теперь центрированные векторы

х 1(к) = х ( к ) - х 0(к), Щ )  = 1(к)-10(к).  (6.74)

В первый момент наблюдений при х.(0) = 0 имеем из формул (6.64) и 
(6.69):

хДО) = К(0)1,(0). (6.75)

Прибавляя к обеим частям этого равенства известный вектор х^О), 
получаем оценку для х(0):

х(0) = х0(0) + х, (0) = х0(0) + К(0)[ 1(0) -  С(0)х0(0)]. (6.76)

Сравнение этой формулы с (6.69) показывает, что необходимо только 
принять

х*(0) = х0(0). (6.77)

Для следующих моментов наблюдений возьмем уравнение (6.69) 
для центрированных векторов и исключим из него вектор хф(/с + 1) с 
помощью уравнения (6.67). Это дает

х, (к +1) = А(/с)х, (к) + К(/с + 1)[1, (к +1) -  С(к + 1)А(/с)х1 (*)]. (6.78)

Складывая теперь первое из уравнений (6.72) с уравнением (6.78) и 
полагая,

х(Л) = х0(/с) + хД/с), (6.79)
находим

х(к  +1) = А(*)х(Л) + К(к  + 1)[1(/с +1) -
-  С(к + 1)х0 (к +1) -  С(к + 1)А (Аг)х, (к)]. (6.80)

Заменяя здесь стоящий в квадратных скобках вектор х0(/с + J) его вы­
ражением из первого уравнения (6.72), получаем

х(к  +1) = А (к)х(к)  + К (к  + 1)[ 1 (к + 1) -  С(к + 1)А(к)х(к)\. (6.81)

Сравнивая это выражение с формулой фильтрации (6.69), убеждаемся, 
что они полностью совпадают, если в качестве проэкстраполирован- 
ного значения фазового вектора взять
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Полученный результат теперь нужно обобщить на случай 
щенной динамической системы и ошибочных наблюдений, 
дана наблюдаемая динамическая система

х(к  + 1) = А(к)х(к)  + В(Л )у(к)%
1(к) = С(к)х(к) + г(к) (к > 0),

для которой известно, что £{х(0)} = х0(0) * 0. Докажем [48, с. 77-78], 
что и в этом случае рекуррентный алгоритм фильтрации Калмана 
сохраняется и имеет вид

х,(/с + 1) = А(/с)х(Аг). х.(0) = х0(0) , (6.84)

D.(k  + 1) = А(к)Щк)А'(к )  + В(к)Щк)Ъ'(к),  D.(0) = D(0), (6.85)

х(/с +1) = х. (Аг +1) + К(А: + 1)[ 1(к +1) -  С(к + 1)\,(к +1)], (6.86)

D(A: +1) = D.(/r + 1) -  К(/с +1 )С(к + 1)D.(A: +1), (6.87)

К(Аг +1) = D .(k +1 )С  (к + 1)[С(Аг + l)D.(/c + 1)С(* +1) + Q(/c + 1)]'1, (6 88)

К(0) = D(0)C'(0)[C(0)D(0)C' + Q(O)]’1. (6.89)

Осталось убедиться, что оценки фазового вектора по-прежнему 
остаются линейными, несмещенными и имеют минимальную диспер­
сию. Линейность оценок (6.84) и (6.86) очевидна. Докажем их несме­
щенность. Для этого рассмотрим ошибку экстраполированной оцен­
ки. Вычитая из первого уравнения (6.83) уравнение (6.84), получаем

х щ(к + 1) = х(к  + 1)- хщ(к +1) = А(к)х(к)  + B(/r)v(/c), (6.90)

причем начальное условие имеет вид

х* (0) = х(0) -  i* (0) = х(0) -  х0 (0). (6.91)

Используя теперь второе уравнение (6.83) и уравнение (6.86):

возму-
Пусть

(6.83)
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записанное для момента 1к , получаем

х(к)  = х ( к ) - х ( к )  = х ( к ) - х т(к) -К (к ) [С(к)х (к )~
-  С(к)хт (к) + г(/с)] = [I -  К(/с)С(/с)]хф(/с) -  К(/с)г(/с). (6.93)

Вычисляя математическое ожидание от обеих частей этого равенства, 
находим

Е{х(к)} = [I -  К (к)С(к)]Е{хЛк)}.  (6.94)

Но поскольку, согласно (6.91), имеем

£{хД0)} = х0(0 ) - х 0(0) = 0, (6.95)

то из (6.94) получаем
£{х(0)} = 0. (6.96)

Далее, из (6.90) имеем

£{хД/с + 1)} = А(/с)£{х(/с)}, (6.97)

откуда для к -  Ос учетом (6.96) находим

£{х*(1)} = А(0)£{х(0)} =0. (6.98)

Примем теперь к - 1. Из (6.94) с учетом (6.98) получаем

Е{х( 1)} = [I -  К(1)С(1)]Е{х,(1)} = 0. (6.99)

После этого из (6.97) с учетом (6.99) имеем

£{х.(2)} = А(1)£{х(1)} = 0. (6.100)

Продолжая этот процесс, убеждаемся, что векторы х(к) = х ( к ) - х ( к )  
и х.(/с) = х ( к ) - х . ( к ) , представляющие собой ошибки оценивания и 
экстраполяции, имеют нулевое матожидание для любых к = 0,1,2,..., а 
это и означает несмещенность этих оценок независимо от начального 
значения фазового вектора хо(0), которое, однако, должно быть до­
статочно близко к матожиданию £{х(0)}.

Остается доказать, что дисперсия (6.87) ошибок оценки (6.86), 
равных хф(/с + 1) = х(/с + 1 ) -х ф(/с + 1), действительно минимальна. М ат­
рица ковариаций этих ошибок, согласно (6.90), равна

D*(/c + 1) = A(/c)D(/c)A'(A:) + B(£)R(/c)B'(/c). (6.101)
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Ее начальное значение, определяемое с помощью уравнения (6.91), 
равно D(0), а дальнейшие изменения происходят в соответствии с 
формулой (6.85), Для матрицы ковариаций вектора ошибок х(к)  на 
основании уравнения (6.93) имеем

W )  = [I -  K(*)C(*)]D.(*)[I -  С (*)К '(* )] +
+K(fr)Q(ft)Kf (Л) = D .(Л) -  К(Л)С(*)0.(Л) -  

- D . ( k ) C ( k ) K ' ( k )  + K(k)[C(k)D.(k)C'(k)  + Q(k)]K'(k).  (6.102)

Если матрица усиления К(/с) вычислена по формуле (6.88), то два 
последних слагаемых в выражении (6.102) исчезают, поэтому, перехо­
дя от tk к 1к+и получаем выражение (6.87), гарантирующее минималь­
ную дисперсию ошибкам оценивания фазового вектора.

§5. Рекуррентный прогноз

Предсказанием (прогнозом) называется оценка состояния наблюдае­
мой динамической системы в момент ij > tk на основании множества
данных наблюдений £(к) = {1(0), 1(1), - -., I(A:)} t выполненных в предше­
ствующий период времени В рассмотренном выше алгоритме
фильтрации Калмана содержится способ экстраполяции на один шаг 
вперед, т.е. на момент i j= t k+ h непосредственно следующий за по­
следним моментом наблюдений tk . Действительно, подставляя выра­
жение (6.86), записанное для момента 1к , в (6.84), имеем

хф(£ +1) = А(*){х.(*) + К(*)[1(*)-  С(Л)х.(Л)]}. (6.103)

Вводя обозначения

х 9(к) = х(к\к  - 1), Кф(/с) = А(/с)К(/с), (6.104)

уравнение (6.103) преобразуем к виду

х(к  + 1|/с) = А(/е){х(/с|/с-1) + К.(/с)[1(А:)- С(£)х(А'|/с-1)]}. (6.105)

Здесь матрица К(/с) по-прежнему определяется формулой (6.88):

К(к)  = D.(k)C'(k)[C(k)D.(k)C’(k) + Q(k)}- \  (6-Ю6)
где _  _

К(0) = D(0)C'(0)[C(0)D(0)C' + Q (0 )r‘.
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Подставим теперь (6.88) в (6.87), полученный результат запишем для 
момента 1к и подставим в (6.85). В итоге получим рекуррентное урав­
нение для матрицы ковариаций ошибок пошаговой экстраполяции:

D.(* + I) = A(k)Dm(k)A'(k)-A(k)DJk)C(k)[C(k)D,(k)C(k) +
+Q(k)]-'C(k)T>.{k)A'(k) + B(k)R(k)B'(k),  D ,(0)=D (0). (6.107)

Однако на практике часто требуется определить состояние дина­
мической системы, т.е. оценить ее фазовый вектор, в произвольный 
момент времени ij > tk , когда последнее наблюдение выполнено в мо­
мент tk . В отличие от рассмотренной выше процедуры пошаговой 
экстраполяции эту задачу будем называть собственно предсказанием 
(прогнозом). Непрерывная модель состояния динамической системы 
для моментов tJttk имеет вид (6.7):

Ч
x(t j )  = Ф (/,,Т)С(Т)У(Т)Л , (6.108)

h

где переходная матрица Ф(/у ,т) удовлетворяет уравнению (6.6):

^ -Ф (/,т )  = Р (0 Ф (/.т )> Ф (т,т) = 1. (6.109)
ot

В дальнейшем нам будет удобнее считать т переменной величи­
ной, а I -  фиксированной. При этом условии дифференциальное 
уравнение для переходной матрицы можно получить следующим об­
разом [48, с. 342]. Образуем произведение Ф(т,/)Ф(г,т) = I , равное
единичной матрице, так как Ф(т,г) = Ф ч (г,т). Вычислим теперь от 
этого произведения производную по т:

^ [Ф (г ,т ) Ф (т ,0 ]  = ^ -[Ф (/,т ) ]Ф (т ,0  + Ф ( / ,т )^ -Ф (т ,0  = 0. (6.110)
дт дт дт

Учитывая, что —  Ф(т,г) = Е(т)Ф(т,1)> получаем (см. свойства пере- 
dz

ходных матриц в §1 наст, гл.)

ф(1, т) = -ф (г , t)F (t), Ф (/,0  = 1. (6.111)
дт
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Вычислим теперь условное матожидание от левой и правой частей 
уравнения (6.108) при заданном множестве данных наблюдений £(tk), 
закончившихся в момент 1к (см. [48, с. 342]):

Е { х ^ ) \ £ (1 к)) = Ф(1р 1к)Е {х(1к)\£(1к)} +

+ |ф (/;,т )С (т)Е М т)| £(<*)}*. (6.112)

Используя теперь обычные определения условных средних

перепишем уравнение (6.112) в виде

h

Так как v ( t ) -  некоррелированный белый шум, то никакая ин­
формация о его прошлом, содержащаяся в данных наблюдений £(/*), 
не может быть использована для предсказания v ( t ) при т  > 1к , поэто-

Таким образом, интеграл в правой части (6.1 J3) обращается в нуль и 
это уравнение при ij > lk принимает вид

Полученное уравнение и представляет собой искомый алгоритм пред­
сказания (прогноза) состояния динамической системы. Здесь оценка 
х(^) получается с помощью фильтрации Калмана (см. §4 наст, гл.), 
поэтому единственное, что требуется определить в процессе прогноза, 
это вычислить элементы переходной матрицы состояния системы 
<P(tJtlk) путем решения матричного дифференциального уравнения

му
Е{\(т)\£(1к)} -  Е{\(х)} = 0 для т £ tk .

х(1] \1к) = Ф(1] ,1к)к(1к). (6.114)
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Хотя алгоритм предсказания получен для непрерывных систем, 
его результат (6.114) справедлив и в дискретном случае. Для этого 
достаточно рассматривать моменты времени lj и 1к как дискретные:

х(У|/с) = Ф (6.116)

Ошибку предсказания можно записать в виде

*0 ;1 '* ) = Х (!;)-Х (Г ;|/* ). (6.117)

Используя уравнения (6.108) и (6.114), находим

Ч
* (/>|£*) = ® (iJ ,/Jl)x (tJl) + J ® ( ty,T)G(T)v(T)rfT, t j > t k . (6.118)

'А

Учитывая, что у (т )и х (^ )  не коррелированы при т >tk , получаем 
следующее выражение для автоковариации ошибки прогноза:

0 ;  Ih ) = cov(x(t; | ,tt ), k{tj | ik)) = .tk )![)„ О* )ф '( / , , tk ) +

44
+ ( ( Ф ( 1 ; , т) С ( т)Щ т ,Х )С '(Х )Ф г([) Д ) Л А ,  (6.119)

h h

где Dxx(lk ) -  апостериорная автоковариация ошибок фильтрации 
Калмана на момент tk , R(t,X) -  априорная ковариация непрерывного 
белого шума на интервале [lk ,l] . Учитьшая, что [48, с. 50]

R(TA) = R(T)Sa(T-a.)f (6.120)

где 5 д (т -Х ) -  5-функция Дирака, и принимая во внимание селек­
тивное свойство этой функции [36, с. 792], получаем из (6.119):

ч
+ 1 Ф (^, x)G (т)11(т)С'(т)Ф'(*j, т)<*т. (6.121)

Iк

Так как подынтегральное выражение в (6.121) является неотрица­
тельно определенным, дисперсия прогноза Охх(^|Г*) может в общем
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случае безгранично расти по мере увеличения разности (j -  ik . Кроме
того, если система неустойчива, то первое слагаемое в правой части 
(6.121) тоже будет увеличиваться по мере увеличения t j~ i k . Для дис­
кретных динамических систем выражение (6.121) принимает вид

ПхЛЛк) = Ф и , к ) Ъ хх( к ) Ф и к )  +

+ £ ф  и ,  0В (/)Щ 0В '(0Ф 'О '. о. (6.122)

§6. Рекурсивное сглаживание

В задаче сглаживания требуется получить оценку вектора состояния 
динамической системы x(ij) для tj e[t0itk] при заданном множестве
наблюдений £(1к) = {/(т), f0 < т < 1к}. Из множества существующих 
способов решения этой задачи для дискретных динамических систем 
воспользуемся подходом, основанным на критерии максимальной 
апостериорной вероятности, изложенным в [48, с. 361-366]. С учетом 
обозначений (6.11) модель (6.12) принимает вид

х(* + 1) = Ф(Л + и ) х ( * )  + В(*)у(Л),

1(Л) = С(*)х(А:) + г(*),

где \ (к),г(к) -  нормальные центрированные белые шумы, автокова­
риации которых равны

E{y(k)y'(j)} = R(k)Skj,

E{T(k)r'U)} = Q(k)8tJ.

Предполагается также, что начальное условие х(0) имеет нормальное 
распределение со средним Е{х(0)} и автоковариацией D(0), поэтому 
все плотности вероятности, рассматриваемые далее, являются нор­
мальными и полностью определяются первым и вторым моментами, 
т.е. средними и ковариациями. Пусть мы имеем множество из N  на­
блюдений £(N).  В качестве оценки вектора состояния системы х(/с) в
момент k<N  примем такое значение х ( к ) % которое максимизирует 
условную плотность вероятности L[x(k)\£(N)].  Аналогичным обра­
зом определим оценки x(k\N)  и х(/с + 1|Л/) как величины, одновремен­
но удовлетворяющие двум уравнениям:
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dL[x(k), х(к  + 1)| £(N)]
дх(к)

dL[x(*).x(* + I)|£(AO]
dx(A' + l)

= °* (6.124)
х(£)=х(Х'|Л ) 4 1
x(k+l)=x(k+\\N)

= 0.
х(/.')=х(£|Л0
x(k+\)=x(k+\\N)

Согласно формуле Байеса, плотность условной вероятности равна 

L[x(k) ,x(k  +1)1 £(N)] = ЦХ(к)ц 2 (щ  £ (N )]• (6Л25)

Воспользовавшись теоремой умножения вероятностей, получим

L[x(k), х(к  + 1)| £(N)\ = Ц х (*)>х (* + 1)» 3(^)1 =
1 V '  К п У 1 L[£(N)]
L[x(k) ,х(к  +1),l(k +1),..., l (N)\£(k)]L[£(к)] _

L m  + l), . . .MN)\£(k))L[£(k)]
L[x(k), х(к  +1), 1 (к +1),...,\(N)\ £{к)\ _

L[\{k+ , \ (N)\£(k))
_ L[x(k  + 1), 1(Аг +1),...,l(AQ|x(/c),£(k)]L[x(k)\£(k)}

L[1(A' + 1),...,1(N)|£(£)]

Если x ( k )  уже найдено из фильтрации Калмана, то множество 
наблюдений £(к)  не будет содержать новой информации об этом 
векторе, и поэтому аргумент, фиксирующий условие в первом сомно­
жителе числителя последней дроби, может быть заменен на х(к) .  Тог­
да, применяя еще раз теорему умножения вероятностей, найдем

L[x(/c),x(/c + 1)| £(N)} =
L [ x ( k  + 1), I(/c + l) , . . . ,  1(//)| x(/c)]L[x(/c)|£(/c)] =

+ !),•••> l(N)|£(/c)]
_ Z.[l(/c + l),...,l(A^)|x(/c-hl)]Z.[x(/c + l)lx(A:)]Z.[x(/c)|^(/c)]

L\\(k  + 1), ...,l(N )|£(/c)]
(6.126)

Поскольку по условию все x(k)  нормально распределены, то рас­
пределение L[x(/c + l)|x(/c)], входящее в числитель последней дроби 
выражения (6.126), тоже является нормальным с матожиданием и ав­
токовариацией, равными
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Е{х(к  + 1)|х(/с)> = Ф(А' +1, А)х(Аг), 
cov{x(A- + 1)|х(А')} = B(A)R(A')B'(A'). (6Л27)

Поэтому

L[ \(k  + 1)|х(А')] = К , ехр{-|[х(Л  + 1)- Ф(А' +1, к)х(к)]’ х

x[B(A')R(A')B'(A')]_1[x(A' + 1)- Ф(А + 1, А‘)х(А)]}, (6.128)

где предполагается, что матрица [B(/c)R(/c)B'(/c)]_1 существует.
Для плотности нормального распределения L[x(k)\£(k)]  среднее 

представляет собой оценку х(/с) = Е{х(к) \£(к)} , полученную в резуль­
тате фильтрации Калмана, а ковариация равна ковариации ошибки 
этой фильтрации D(к) (см. §4 наст, гл.), поэтому

L[x(k + i)|£X^)] = ^ 2 exp{- : [ x (^)-x(A ')]/D '1(A)[x(A)-x(A:)]}. (6.129)

Подставляя равенства (6.128) и (6.129) в (6.126), получаем

гг /#ч /# ,ч. -/xm  ai(A: + l)..... 1(//)|х(А: + 1)]L[x(A'),x(Ar + l)|±;(AO] = —1—------  —  _ х

( Г г  , , . ч

XКехр

V

Ц1(А + [),...,1(^)|£(А-)] 

[x(A )-x(A ')]'D -1(A-)[x(A)-x(A-)] +

+[х(А' +1) -  Ф(А' +1, A)x(A')]'[B(A)R(A)B'(A)r‘ х 
х[х(/с + 1)- Ф(к  + 1,/с)х(/с)]

(6.130)

Вычислим теперь логарифм обеих частей этого равенства:

lnL[x(A:),x(/c + 1)|£(N)] = {слагаемые, не содержащиех(А:)} +

+ \_\[х(к)-х(к)]’В~1(к)[х(к )-х(к)]  + [х(к + \ ) - Ф ( к  + 1,к)х)  ^

“ {xx(A')]'[B(A')R(A')B'(/c)]_I + [х(к + 1)-Ф(к  + 1, А')х(А')] J ’

Тогда искомые оценки, как результат сглаживания, должны, согласно 
(6.124), удовлетворять уравнению

din L[x(/c),x(/c + 1)|£(AQ] = D - \ k ) [ x ( k \ N ) - k ( k ) ) ~
x(k)=i{k\N)
x(*+ l)= i(£+ l|tf)

dx(k)
X { K + l

-Ф  '(к + 1, A-)[B(A:)R(A)B'(A:)]"l[x(A| N) -  Ф(к +1, A)x(A'| N)] = 0. (6.132)
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Если решить это уравнение относительно x (k \N ) , то получим

х(А|Л0 = {I + Щк)Ф'(к  + 1,к)[Е(к)Щк)Ъ’(к)]-'Ф(к + \,к)}~' х

х{х(А) + В(к)Ф'(к  +1, А-)[В(А)ЩА:)В'(А')Г1 х(А: + 1| N)}. (6.133)

Используя лемму об обращении матриц (2.71), получим после 
некоторых преобразований рекурсивный алгоритм сглаживания

х(*| АО = В Д  + К (к)[х(к + 1| N) -  Ф (к +1, /О ВД ], (6.134)
где

К(к)  = В(к)Ф'(к + 1,к)[В(к)Щк)В’(к) +

+Ф(^ + 1|*)0(Л)Ф'(^ + 1,*)Г1 (6.135)

представляет собой матрицу усиления. Как нетрудно видеть, в квад­
ратных скобках правой части последней формулы стоит выражение 
априорной автоковариации величины х(к  + 1|/с):

D(/c + 1|А:) = Ф(/с + l,/0D (/c)O '(/r+  I,/c) + B(/c)R(/c)B'(/c), (6*136)

что прямо следует из модели состояния динамической системы (6.123).
С учетом этого формулу (6.135) можно записать в более компактном 
виде:

К(к) = Щк)Ф'{к + 19к ) В - 1(к + 1\к). (6-137)

Выражение (6.134) представляет собой уравнение для x(k \N)  в 
конечных разностях с обращенным временем при данных х(А: +1|Л0 и 
х(/с). Здесь все значения х(/с) (к = 0,1,2,...,ЛО должны быть получены 
заранее с помощью фильтрации Калмана. Принимая последнюю из 
этих оценок x(N) = x(N\N)  в качестве начального условия, т.е. пер­
вой сглаженной оценки, по формуле (6.134) найдем все остальные 
сглаженные оценки x(k\N)  последовательно для к = N - 1, ...,2,1,0.

Получим теперь апостериорные ковариации сглаженных оценок 
[48, с. 365]. Вычтем из обеих частей уравнения (6.134) величину х(к)  и
введем обозначения x(/c|N) = x ( k ) - x ( k \ N ) ,  х(к)  = х(/с)-х(/с). Тогда 
уравнение для ошибок сглаживания примет вид

х(к\ М) + К (к)х(к  + 1| АТ) = х(к)  + К(к)Ф(к  + 1, к)х(к).  (6.138)

Если определить ковариации обеих частей уравнения (6.138):
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cov{x(A'|N),x(A' + 1, N)} = cov{x(/c),x(A')} = 0, 
со v{x(A + 1| N)} = S(k  + 1)- D(/c + [\N), 

cov{x(/c)} = S ( k ) - D ( k )
и учесть, что

S(k  + !)= Ф(А' + 1, k)S(k)<P'(k + 1, fr) + B(/c)R(A')B'(/c)> (6.139)

где S(/c), S(/c + 1) -  априорные ковариации фазового вектора системы 
в моменты к и к +1, то мы получим следующее уравнение для апосте­
риорных ковариаций сглаженных оценок D(/c|N):

D(*| АО = D(/c) + K(/c)(D(/c + 1| N)  -  D (k + 1| k)]K'(k). (6.140)

Здесь матрицы D (к) (к = 0,1..... N)  представляют собой ковариации
оценок фильтрации, a D(A +1|к) и К(А) определяются соответственно 
формулами (6.136) и (6.137). Уравнение (6.140) также решается рекур­
сивно, т.е. в обратном направлении по времени к = N -I ,  / / - 2 , . . . ,  1,0, 
при начальном условии D(N\N)=  D(N), которое тоже определяется в 
результате фильтрации.

§7. Динамическое моделирование

Рассмотрим еще раз дискретную динамическую модель 1-го порядка: 

х(к  +1) = A(k)x (k)  + B(k)v (k) , (6.141)

где х(/с) -  w x l -вектор состояния системы в момент lk , v(/c) -  р х  1- 
вектор возмущающего воздействия, \ ( к ) =  Ф(А' + 1,/с) -  переходная 
матрица системы размером т х т , В(А') -  переходная матрица, опи- 
сьшающая способ воздействия возмущения на состояние системы и 
имеющая размер т х р. Предполагается, что обе эти матрицы из­
вестны для любого момента наблюдений. Но откуда они берутся?

Предположим вначале, что нам известна непрерывная модель 
возмущаемой динамической системы в виде дифференциального 
уравнения 1-го порядка:

x(f) = F (0 x (0  + G (0 v(t). (6.,42)

Чтобы преобразовать эту модель к дискретному виду, необходимо 
найти переходную матрицу А(/с)= Ф(/с + 1,/с) (см. §1 наст. гл.). Выра­
жение для этой матрицы дается формулой (6.4). Записывая его для
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соседних моментов tk и lk+i, учитывая, что Т = tk+] - t k = const, и по­
лагая F(t) » F(/c) = const для т E[rJt,rit+1]1 имеем

I
Ф(г,+„ / ,)  = ехр] J 'F (t)A  = I + 7T(A) + - ^ F 2(A)+... (6.143)

Из-за малости T ряд (6.143) обычно можно оборвать на первых 
двух членах, и тогда

A(A0 = ® ( W * )  = I + 7T(A). (6.144)

Отсюда видно, что

F (0  = lim вЧ***’**)"1 .
т ->о Т

Если принять упрощенную модель возмущении v(z) в виде ступен­
чатой функции типа телеграфного сигнала, постоянной на интервале 
[f*•**+,]> то будем иметь y(tk ) = v(f*+1) = \ (к )  и тогда из формул (6.11) 
следует, что

В (*)=  |Ф (**+1,т )С (т )Л . (6.145)

В результате дискретная модель рассматриваемой динамической си­
стемы определена и имеет вид (6.141).

Из формулы (6.143) прямо следует полезное соотношение между 
последовательными переходными матрицами (см. 3-е свойство в §1 
наст, гл.):

Ф(1к+1,10) = Ф(1к+1,1к)ФОк,10). (6.146)

Отсюда непосредственно получаем уравнение в конечных разностях 
для переходной матрицы дискретной системы:

Ф(к  + 1,/с0) = А(/с)Ф(/с, Aq), Ф(*0#АЬ) = 1- (6.147)

С помощью этого соотношения можно получить общее решение век­
торного разностного уравнения (6.141):

х(А)= Ф(/с,А0)х(А )̂)+ £ Ф ( /с , /  + 1 )В (;> (Д  к0 < к .  (6.148)
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В справедливости этого равенства легко убедиться подстановкой его 
в обе части уравнения (6.141).

Перейдем теперь к случаю, когда из априорных соображений не 
удается сразу построить динамическую модель состояния объекта, 
зато известны некоторые статистические характеристики искомого 
векторного процесса х(/), а именно его априорная ковариационная 
функция. В связи с этим рассмотрим общую задачу построения дис­
кретной динамической модели для коррелированного векторного 
процесса х(А) с нулевым матожиданием и заданной матрицей авто­
ковариации S [6, с. 129-131). Пусть имеется процесс (х(/с), к > Aq}, 
который представляет собой весь фазовый вектор искомой динами­
ческой модели или ту часть его, которая соответствует какому-либо 
цветному шуму. Пусть также задана последовательность матриц ко­
вариации вектора х(А):

S(к2,к{) = £{х(А: )х'( А,)}, А0 < А, < к2. (6.149)

Если фазовый вектор представляет собой скаляр х(к)  = х(к) ,  то все 
подобные ковариации задаются его автоковариационной функцией.

Сделаем следующие предположения о ковариациях (6.149):
(а) для всех к матрица дисперсии S(k) = S(k ,k )  задана, конечна, 

симметрична и положительно определена;
(б) для всех А, < к2 < къ имеет место соотношение

S(*3,*2)S-1(*2)S(A'2,A:i) = S (Аз.А,). (6.150)

Покажем [6, с. 130-131], что условие (6.150) справедливо только 
для цепей Маркова, т.е. случайных последовательностей без последей­
ствия, когда для любых А̂ < к  ̂ с . .. < кп справедливо соотношение

£{x(ArJ|x(A-| ).x(/f,)1...,x(Av,)} = О Д * л)|х(А,,_,)}. (6.151)

Если модель процесса имеет вид (6.141)

х(к  + 1) = A(/c)x(/r) + B(/r)v(&), к ^ < к % (6.152)

то условие (6.151) будет выполняться автоматически, поскольку каж­
дое новое значение фазового вектора х(А + 1) зависит только от его 
предыдущего значения х(А), а некоррелированный белый шум v(Аг) 
имеет ковариацию
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Переходная матрица Ф ( k , j )  удовлетворяет соотношениям (6.146)— 
(6.148):

Ф(Аг3,/с2)Ф(А:2. Ат,) = Ф(к3,к1), /с, < А:2 < Аг3, (6.154)

Ф(Л2 + 1,А'1) = А(^2)Ф(А'2,А'1), Ф(А:1, Л,) = I, А',<А'; , (6.155)

*2-1
х(к2) = Ф (к 2,к1)х(к1) + ' £ ф ( k 2J  + l)Ъ(j)v(j),  кх<к2. (6.156)

Последнее из этих уравнений подставим в определение цепей Марко­
ва (6.151). Поскольку вероятностные взаимосвязи в таких последова­
тельностях без последействия не распространяются дальше, чем на 
один шаг, все корреляции вида £{v(/)x r(A:J)} под знаком суммы об­
ращаются в нуль и в результате получаем

S(^,A;,) = £{x(^)x'(/c,)} = Е{Ф(к2,к1)х(к,)х’(к1)} =
= Ф(/с2,Аг,)8(/с1), Aq < /с, < А:2. (6.157)

Умножение слева обеих частей этого равенства на матрицу, обратную 
к S(Ас,), дает следующее выражение для переходной матрицы:

Ф(к2,к1) = 8(к2,к1)8-[(к1). (6.158)

Подставляя (6.158) в уравнение (6.154), находим

S(ki ,k2)S~*(k2)S(k2 ,kl )S~1 (/с,) = S(A:„ Ar,)S-'( А:,). (6.159)

Наконец, умножая это равенство справа на S(k{) } приходим к усло­
вию (6.150).

Будем, таким образом, считать, что условие (6.150) задано, и по­
пытаемся определить искомые матрицы А (/с) и Щк)  дискретной мо­
дели состояния динамической системы. Поскольку матрица S(к{) по 
условию (а) положительно определена, то при выполнении условия
(б) будет справедливо и равенство (6.158), которое при 
к2 = к +1 и к{ = к принимает вид

<1>(Ас 1, А:) = S(A: 1, A:)S_l(A:). (6.160)

Левая часть этого равенства с учетом уравнения (6.155) при к2 = кх = к 
равняется А (/с), поэтому имеем также
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Для определения переходной матрицы В(А) нужно знать меха­
низм действия возмущения v(A') на вектор состояния системы х(А). 
Обычно этот механизм известен из общих физических представлений 
о характере динамической системы, и поэтому матрица В (к) всегда 
может быть задана a priori. Таким образом, для полного определения 
дискретной динамической модели состояния остается найти матрицу 
ковариаций Щк)  возмущения v(A). Для этого рассмотрим матрицу 
дисперсии S(к +1). Подставляя (6.141) в уравнение (6.149), получаем

S( к +1) = Е {[ А(к)х(к)  + В(к)и(к)][А(к)х(к)  + B(Jfc) v( A)]'}. (6.162)

Поскольку х(А) и v(A) не коррелированы, то матожидание их произ­
ведения обращается в нуль, поэтому из формулы (6.162) имеем

S(A + l) = £{A(A:)x(/c)x4A0A4A:) + B(A')v(A)v4/c)B'(A)}, (6.163)

или
S (к +1) = А( A)S( к) А'(к)  + B(A)R(/c)B'(A). (6.164)

Поскольку матрица В(/с) известна, матрицы дисперсии S заданы, а 
матрица А(А) определена формулой (6.161), то из (6.164) находим

B(A)R(A)B'(A) = S(A + 1)-A(A)S(A)A'(A). (6.165)

Матрица [В'(А)В(А)], очевидно, имеет полный ранг, поэтому из 
(6.165) можно найти ковариационную матрицу возмущений:

Щк) = [В'(А:)В(А:)]-1 B'(A:)[S(A: +1) -  

-A(k)S(k)A'(k)]B(k)[B’(k)B(k)]-[. (6.166)

Таким образом, всю последовательность матриц А (к) можно 
определить по формуле (6.161), после чего по формуле (6.166) нахо­
дится и последовательность матриц Щк).  Тем самым дискретная 
модель состояния динамической системы (6.141) оказывается полно­
стью определенной. Эта модель описывает динамическую си­
стему, способную синтезировать из белого шума v(A) такой марков­
ский коррелированный процесс х(А), который имеет заданные ста­
тистические свойства, т.е. ковариации (6.149), удовлетворяющие 
сформулированным выше условиям (а) и (б).
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Если выражение для переходной матрицы (6.161) подставить в 
уравнение состояния системы (6.152), то оказывается

х(к  + 1) = S (к + 1, k ) S r \ k ) x ( k )  + В (Ar)v(Ar). (6.167)

Интересно сравнить эту формулу с алгоритмом прогноза (4.63) 
методом СКК:

f = QyiQT,,t. (6-168)

Если этот алгоритм применить для экстраполяции только одной из­
вестной уже оценки t(/c) на соседний момент /с+1, т.е. положить

f = t(/c + l), Q/t = Q(A: -h 1, /с), Qu = Q(/c), то формула (6.168) примет вид

t (k  + 1) = Q(k + \ ,k)Q~'(k) i(k) ,  (6.169)

который полностью идентичен (6.167) при v(Аг) = 0. Из этого примера 
ясно видно, что дискретная модель состояния динамической системы 
1-го порядка представляет собой не что иное, как одношаговый про­
гноз (экстраполяцию) дискретного марковского процесса.

Выше было показано, как восстановить (синтезировать) дискрет­
ную динамическую модель

х(Аг +1) = А(/с)х(/с) + В (к)у(к)  (6.170)

в двух случаях: во-первых, когда известен ее непрерывный аналог

x(0  = F(r)x(0 + G(0v(r) (6.171)

и, во-вторых, когда заранее известно, что искомый процесс х(/) яв­
ляется марковским. Покажем теперь, что при определенных условиях 
любое решение дифференциального уравнения 1-го порядка вида 
(6.171) является марковским процессом.

Пусть ординаты возмущающего процесса v(r) являются некорре­
лированными случайными величинами -  белым шумом с двумерной 
ковариационной функцией (6ЛЗ):

R 0 ,t) = R ( 0 5 * ( / - t). (6-172)

Из теории марковских процессов следует [47, с. 257], что решение 
х(г) уравнения (6.171) будет марковским процессом, если вероятност­
ная (а не корреляционная!) зависимость между ординатами процесса
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v(r) убывает достаточно быстро с ростом интервала времени между 
ними. Иначе говоря, условия некоррелированности (6.172) шума v(r) 
еще недостаточно, чтобы решение х(0 было марковским процессом; 
для этого необходимо условие независимости между ординатами шу­
ма \(t). Действительно, если ординаты процесса \(t) независимы, то 
х(/) всегда будет марковским процессом, так как решение дифферен­
циального уравнения I-го порядка однозначно определяется своим 
начальным значением х(г0), а вследствие независимости ординат 
функции \(t)  ее значения “в прошлом” никак не влияют на ее значе­
ния “в будущем”. Если некоррелированный белый шум v(r) является 
еще и нормальным, то требование о независимости его ординат тем 
самым будет выполнено автоматически, и поэтому можно утверж­
дать, что в этом случае х (0  -  марковский случайный процесс. Однако 
требование о нормальности шума \(t)  является слишком сильным и 
не всегда соответствует физической сущности возмущений динамиче­
ских систем. В природе часто встречаются шумы, подчиняющиеся 
распределению Пуассона, и др. К счастью, в таких случаях решение 
уравнения (6.172) тоже может быть марковским процессом. Для этого 
необходимо выполнение менее жесткого условия, а именно: вероят­
ностная зависимость между ординатами функции v(/) должна убы­
вать настолько быстро, чтобы интеграл от этой функции по проме­
жутку между наблюдениями подчинялся нормальному закону распре­
деления, т.е. имел значения, независимые для разных наблюдений. 
Удовлетворяющий этому условию белый шум v(r) иногда называют 
“белым шумом в узком смысле” в отличие от “белого шума в широ­
ком смысле” , определяемого условием (6.172). Применительно к усло­
виям задачи фильтрации Калмана именно белый шум в узком смысле 
гарантирует сходимость интегралов вида (6.7) и существование тако­
го дискретного процесса v(/c), который оказывается тоже белым шу­
мом в узком смысле и имеет ковариационную матрицу вида (6.13):

Удобной моделью непрерывного белого шума является предел при 
т-> 0  процесса Башелье-Винера b(t), имеющего ковариационную 
функцию вида [26, с. 272]

R ( k , j ) = R ( k ) b t j . (6.173)

О, |у |> т .|у |> т .
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Фурье-преобразование этой функции дает спектральную плотность

которая в пределе при т —> 0 стремится к константе для всех/:

Такая интерпретация очень удобна и для дискретного белого шу­
ма v(A'). В этом случае его ковариационная функция принимает вид

где Т -  интервал дискретизации процесса. Дискретный белый шум 
можно очень просто получить из непрерывного небелого шума. 
Предположим, например, что имеется источник непрерывного небе- 
лого шума, ковариационная функция которого близка к нулю при 
у — у о. Ясно, что если мы выберем интервал дискретизации Т » у0, то 
все дискретные значения процесса будут некоррелированными и их 
можно представить как дискретный белый шум.

Исходя из такой трактовки дискретного белого шума, видим, что 
ковариационная матрица (6.173) векторного /7-мерного белого шума 
представляет собой диагональную р х р -матрицу вида

Нам осталось вычислить ковариационную матрицу для процесса 
х(/), который является решением дифференциального уравнения пер­
вого порядка (6.171), и проверить, удовлетворяет ли она условию 
(6.150). Если это окажется так, то тогда процесс х(г) действительно 
является марковским процессом. Решение уравнения (6.171) при на­
чальном условии х(0  = x(t0) при I -  lQ имеет вид (6.7):

R ( k J )  = R(k)  = diag(a2j(k) ) .

1
х ( 0  = Ф (/, <о)х(<Ь) + J Ф(г, T)G(x)v(T)rfT,

'о
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где переходные матрицы определяются формулами (6.4). Вычислим 
теперь автоковариацию этого решения [48, с. 49-50]. Согласно опре­
делению ковариаций, имеем для i2 > t{ > iQ

S ( f 2 . ^ )  “ C Ov{x(J2) x ( f , ) }  =  <P(l2,l0)cov{x(t0),x(i0)}<t>'(l2,t0) +

+ Ф (г2>Го)СОУ| Х(1о), } Ф (г1>т)С (т)у(тУ т| +

+  COV j ) Ф 02, x ) G ( x ) v ( x ) r f x ,  Ф ( < „  z0) x ( r 0 ) J  +

+  COV ] 1ф ( ,2- т 2) с ( т 2) у ( т 2¥ т 2 , ^ ( / „ X ^ G ^ M X ^ X ,  1.
1*0 'о J

Учитывая, что при т > f0 v ( t ) не коррелирует с х(/0) , получаем отсюда 
после несложных преобразований

) = ФОг» ^o)S(^o)®4^ii о̂) +
h *i

)С (т2)К (х 2 ,х1)С '( т 1)Ф '( 11,т 1)Л|</х2. (6.175)
'о'о

Принимая во внимание (6.172) и используя селективное свойство 
5-функции, отсюда находим окончательное выражение для ковариа­
ционной функции вектора состояния, являющегося решением диффе­
ренциального уравнения 1-го порядка:

+ |ф (< 21х )С (х )К (х )С '(т)Ф '(< ,.т)Л . (6176)

Чтобы обеспечить попадание всплеска 5-функции в область интегри­
рования, в правой части (6.175) сначала вычислялся интеграл по 
большему интервалу [t0,t2] •

При Г, = 1г = t формула (6.176) дает дисперсию процесса x(f):

г
S(t) = <P(i,l0)S(l0)<t>'(i,l0)+ f<P(t,T)G(T)R(z)G'(T)<P'(l,T)dT. (6.177)

'о
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Полагая здесь l = l]y умножая обе части полученного равенства слева 
на Ф(*2,/,) и используя 3-е свойство переходных матриц, находим

Ф(г2, г, ) Щ ) = Ф(г2| )Ф(1,, ̂ 0)S(r0 )ФЧГ1> 'о) +

+J
«о
|ф ( : ; ,г1)Ф (г,,т )С (т)К (т)С '(т)Ф 'а1, т ) *  =
«О

= Ф 0 2)Го)80о)Ф'(«|.'о) + | Ф ('2.'С)С (Т)К(Т) С Чт)Ф'0|.т)</-Г.
'о

Правая часть этого равенства полностью совпадаете (6.176), поэтому 

S(r: ^ l) = ®(«2,ri)S(/l), и > г,. (6.178)

Это выражение совпадает с формулой (6.157)), поэтому оно тоже 
должно удовлетворять свойству (6.150). Действительно,

S(f3,r2)S-| (/2)S(r2.fi) = Ф ( ы 2)8(г2)8 - 'а 2)х
ж Ф(12, ц >8(1,) = Ф(*з, Ц )S(/,) = S03,1,). (6.179)

Чтобы облегчить практические вычисления по формулам (6.157) и 
(6.179), найдем рекуррентную формулу для дисперсии S(г). Для этого 
продифференцируем обе части выражения (6.177) и воспользуемся 1-м 
и 4-м свойствами переходных матриц (см. §1 наст, гл.):

s ( 0  = <Ь(г,;0 )S(f0 )Ф '(/, /0) + Ф(*, h  )S(/0 )Ф '0 . *о)+ 
i t

+ J ФО, t ) G ( t ) R ( t ) G '( t ^ '0 ,  т )Л  + J Ф(1, t)G (t)R (t)G  '( т )ф '(/, т ) А  +
'о 'о

+ Ф (м )С (0 Щ 0 С '(0 Ф '( '.0  = С (0 Щ 0 С '(0  +

+ F(0 Ф( 1, /0 )S(t о )Ф'(1, l0) + j  Ф(Г, t)G (t)R (t)G  '(т)Ф'(Г, Т) А
f0

I
® (t.f0)S(i0)® 4r.to) + J^ .T )G (T )R (T )G 4T )® 4«.T )£ /T

'о
F '(/)•

Выражения в скобках совпадают с правой частью (6.177), поэтому
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Решение дифференциального уравнения (6.180) с начальным условием 
S(/0) дает дисперсию процесса х(г) для любого момента времени.

В дискретном случае с учетом (6.170) имеем [60, с. 87]

S(A +1) = £{[х(А +1) -  Е{х(к  + 1)}][х(А' + 1) -  Е{х(к  + 1)}]#} =
= £{[®(/c + l^)(x (fc)-£{x(*)}) + B(A:)v(A')]x 
х[Ф(к + 1,к)(х(к) -  Е{х(к)}) + B(Ar)v(Ar)]/} =

= Е{Ф(к + \ ,к)[х(к)-Е{х(к)}][х(к) -Е{х(к)}] 'Ф '(к  + \ук) +

+ Ф(£ + 1,/с)[х(/с)-£{х(/с)}]у'(/с)В'(/0 +
+Ъ(к)\(к)[х(к) -Е{х(к)}] 'Ф'(к  +1, к) + B(k) \(k)v'{k)B'(k)}  = 
= Ф{к + 1,к)Е1[х(к)-Е{х(к)}}[х(к)-Е{х(к)]'}Ф'(к  + 1к)  +

+ В(к)Е{ \(к ) \ ' (к)}Вг(к) =
= Ф(к  +1, к)Б(к)Ф’(к +1, к) + В(к)Щк)В'(к).

При вьшоде этой формулы использовано свойство центрированности 
белого шума \ (к )  и его некоррелированности с фазовым вектором 
х(А ). Таким образом,

S(k  4-1) = Ф(к  +1, к)8(к)Ф'(к  +1, к) + В(к)Щк)В '(к ) . (6.181)

Заметим еще, что формула (6.178) в дискретном случае принимает
вид

Важный класс прикладных задач охватывают так называемые 
стационарные случайные процессы, для которых средние постоянны, 
а вторые моменты (ковариации) зависят только от разности момен­
тов у = t2 В модели стационарных динамических систем матрицы 
F(/) и G(r) не зависят от времени, поэтому

Для стационарной динамической системы переходная матрица 
становится функцией разности моментов времени:

S(Ac, j )  = Ф(А:, /)S(J), к > j, (6.182)

x(r) = Fx(i) + Gv(0- (6.183)
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Если ряд (6.184) сходится недостаточно быстро, то для вычисления 
функции Ф(у) = exp{Fy} можно воспользоваться формулой Силь­
вестра [36, с. 401]

П ( А - М )
/(А )=  £ / ( * » ) * * - ------— , (6185)

*=1
i*k

где А -  квадратная матрица порядка п\ -  различающиеся
между собой собственные значения этой матрицы. Если среди соб­
ственных значений имеются одинаковые, то необходимо применять 
более общую формулу

Л А) = т Ё Д"-*А""*- (6-186)
А *=!

где Д = det[\*~1J -  определитель Вандермонда [36, с. 38], а Ау- -  опре­

делитель, получаемый из А , если вместо столбца подста­
вить /(Х 1) ,/(Х 2)| . . .1/(Х Я).

Подставляя выражение (6.184) в формулу (6.178), находим [3, с. 
114], что автоковариационная функция вектора состояния тоже зави­
сит лишь от разности моментов времени

S« 2. /,) = Ф(*2 - 1,)S(<. ) |С ( 2 '’Д 0 ' } ПРИ h ~ h ' (6.187)
[S(f2)e (| 2) при 12 <1{.

Обозначая t{ = 0, t2 = у , находим выражение для этой функции в поло­
жительной полуплоскости

S(y) = Ф (у)S(0) = eFyS(0), у >0. (6.188)

Для стационарных систем уравнение (6.180) принимает вид

S(0 = FS(r) + S (0F ' + G R G \ (6-189)

Но в силу той же стационарности имеем S(/) з  0, S(/) = S(0), поэтому
для стационарных марковских гауссовских процессов, являющихся 
решением дифференциального уравнения (6.183), имеем следующее 
уравнение для дисперсии этого процесса [3, с. 113]:
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Одной из важнейших особенностей стационарных динамических 
систем является возможность оценки спектральной плотности Р*(о>)
выходного сигнала, которая может быть получена [48, с. 54-56] про­
стым преобразованием Фурье автоковариационной функции S(y):

РЛ(ш) = W(co)GPv;(co)G,W '(-(o), (6.191)

где РДсо) -  спектральная плотность белого шума, а матрица W(o>) 
представляет собой резольвенту матрицы состояния F:

W((o) = (col- F)-1. (6.192)

Рассмотрим теперь случай, когда наблюдения за динамической 
системой ведутся дискретно через одинаковые промежутки времени 

= Т . Тогда временной промежуток у можно выразить 
через количество п таких интервалов (у = лГ, /1 = 0,1,2,...). В этом слу­
чае полученные выше формулы примут следующий вид:

x(/: + l) = Ах(к)  + Bv(fc), (6.193)

А = Ф(к + \,к) = Ф{[) = Ф, (6.194)

S(n) = <D(/i)S(0) = eAnS(0), (6.195)

P ,( j ) = W(j )BP,(j )B 'W '(-j ), (6.196)

W(s) = (j I -  F)_1. (6.197)

Здесь 5= а  + /со -  дискретная комплексная переменная интегрального 
преобразования Лапласа [36, с. 228] (комплексная частота); Pv(s) -  
спектральная плотность дискретного входного шума, S(n) -  дискрет­
ная автоковариационная функция выходного сигнала, Px (s) -  его 
спектральная плотность. При выводе этих формул учтено также, что
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Так, полагая в (6.157) А:, =0, = п и учитывая (6.198), находим фор­
мулу (6.195):

S(w,0) = S(«) = <P(«,0)S(0) = <J>',S(0) = eA'’S(0), л > 0 . (6.199)

Отсюда видно, что автоковариационная функция дискретного ста­
ционарного марковского гауссовского процесса целиком определяет- 
ся постоянной переходной матрицей этой системы А = Ф .

Докажем, что в дискретном случае выражение (6.190) принимает 
вид [3, с. 92-93]

Действительно, записывая последовательно равенства (6.193), 
имеем

S(0) = AS(0)A' + BRB'. (6.200)

х(1) = Ax(0) + Bv(0), 
х(2) = Ах(1) + Bv(l),

х(Л) = A x(/c-l) + B v(£-l),

х(/с +л) = Ах(/с + л-1)+  Ву(Аг + л -1),

откуда находим
*-1

х(к)  = A*x(0) +

(6.201)

Вычислим теперь автоковариационную функцию

Э(л) = cov(x(fc + п),х(к)) = Е {х(* + п)х'(к)}. (6.202)

Учитьшая (6.201) и (6.199) и равенствоR(k)  = R , получаем

4-1
S(«) = A" A*S(0)(A*)' + X A '(B R B ')(A -0 ' = А Л8(0). (6.203)

Легко видеть, что выражение в квадратных скобках равно S(0), толь­
ко если справедливо равенство (6.200).

-250-



§8. Динамическая модель вращения Земли

Вращательное движение Земли вокруг центра масс описывается диф­
ференциальными уравнениями Эйлера-Лиувилля [42, с. 112]

А Q/я, + (С -  А)П щ  + -  П:с23 + !\ -  QJ\ = L,,

А СЫи -  (С -  А)П2т{ + Г2с23 + Q2cl3 + Ы + ЗД =

СО/773 4- Ос33 + = Lj,

(6.204)

где WpWj, >л3,Г2 представляют собой компоненты вектора возмущен­
ной мгновенной угловой скорости вращения со = <50 +5со :

СОл =
'о ' щ
0 , 5ф = пи Q, <5 = "Ъ Cl, (6.205)
ft 3 . 1 + /nj

/4,С,^у (/,у = 1,2,3) -  компоненты возмущенного тензора инерции Зем­
ли С = Сп + 5С:

'А 0 0 ' \ \ С12 Чэ"
IIо

и
0 А 0 IIисО

С21 с22 2̂3

0 0 с_ _СЭ1 С32 с33_

(6.206)

Лр/г,,/)) -  компоненты относительного момента импульса Л, опреде­
ляемого как

Л = IJJг х v d M , (6.207)

где интегрирование ведется по всему объему Земли, г -  радиус-вектор 
текущей точки, d M  -  элемент ее массы, v = dr I di -  скорость дефор­
мации.

Уравнения (6.204) и обозначения (6.205)-(6.207) определены в гео­
центрической системе координат (x,y,z)y оси которой достаточно 
близки к главным центральным осям инерции Земли. В настоящее 
время эта система координат определена более конкретно: ось г на­
правлена в точку IRP (the IERS Reference Pole) -  условное начало 
отсчета координат полюса на эпоху 1900.0, ось х  -вдоль пересечения 
плоскостей условного экватора и основного меридиана IRM (the 
IERS Reference Meridian), а ось у  -  вдоль пересечения плоскостей 
условного экватора и меридиана 90° восточной долготы. При этом
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предполагается, что, несмотря на наличие деформаций Земли, вы­
бранная таким образом система отсчета всегда остается геоцентри­
ческой, и поэтому средняя скорость деформаций в такой системе всег­
да равна нулю [42, с. 102]:

Из кинематического уравнения вращения деформируемого тела

видно, что при условии жесткости системы координат, связанной с 
деформируемым телом, вектор вращения такой системы ш опреде­
ляется неоднозначно: небольшие изменения этого вектора можно 
компенсировать соответствующим изменением вектора деформаций 
v так, чтобы скорость вращательного движения г осталась неизмен­
ной. Пользуясь некоторой свободой выбора компонент вектора со, 
выберем их так, чтобы компоненты вектора И оказались равными 
нулю:

Геоцентрические координатные оси, выбранные таким образом, на­
зываются осями Тиссерана.

Используя обозначения

Уравнение (6.212) или эквивалентные ему первые два уравнения
(6.204) можно решить относительно m и получить компоненты 
уг\ и m2 , характеризующие отклонение оси вращения Земли от оси z, 
т.е. движение полюсов. Аналогично третье уравнение из (6.204) мож­
но решить относительно т3 и найти изменение скорости вращения 
или изменение длительности суток. Иными словами, гг\ и описы­
вают изменение направления вектора со в земной системе координат,

М
(6.208)

Г = СО X Г + V (6.209)

(6 .210)

т ~ т { + im2, с -  с13,+/с23, 
L = Lx + iL1, h = h\+ihl >

(6 .211)

где / = V-Г -  мнимая единица, представим первые два уравнения
(6.204) в виде одного уравнения в комплексной форме

A Q m -  i (C-A)Cl2m + £lc + i£l2c + h + idh= L. (6.212)

-252-



а тз -  изменения его длины, причем благодаря приближенному р а­
венству экваториальных моментов инерции Земли оба эта явления в 
линейном приближении можно рассматривать раздельно.

Поскольку нас интересуют лишь стохастические явления во вра­
щательном движении Земли, то мы в дальнейшем можем рассматри­
вать только свободное вращение, когда L -  О, так как лунно­
солнечные твердотельные приливы порождают детерминированные 
явления, за исключением, может быть, только динамического прилива 
в океане, который распределен по поверхности Земли квазислучай- 
ным образом (этот эффект будет рассмотрен отдельно).

Учет упругой деформации от вращения приводит к следующему 
выражению для произведений инерции [42, с. 118]:

где G -  постоянная тяготения, R -  средний радиус Земли, А: ^ 0.3 -  
число Лява, ks -  3G(C - А ) ! Cl2R5 =0.94 -  “вековое число Лява” .

Полагая в (6.212) L = 0, h = 0 и учитывая (6.213), получаем диффе­
ренциальное уравнение свободного движения полюсов упруго дефор­
мируемой Земли в системе осей Тиссерана:

с13 = c2 l~ - k G  [Q2R^m2,

откуда в комплексных обозначениях (6.211) имеем

с = -  (С -  А)ту (6.213)

А- к  \
П. А н---- ( С - A) m - i n 2( C - A )  1------т = 0.

к, ( А', .
(6.214)

Если обозначить

A + ( k / k s) (C -A )
(6.215)

то уравнение (6.214) можно привести к более простому виду:

т -  ю с т -  0. (6.216)

Величина а с , определяемая формулой (6.215), называется чандлеров- 
с ко и частотой движения полюса. Соотношение между ней и эйлеров- 
ской частотой а Е имеет вид [42, с. 121]
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Общее решение уравнения (6.216) равно

где /Яо -  комплексная постоянная. Это решение представляет собой 
круговое движение с чандлеровской частотой:

т, = acos(ar t + ф),
■ ) { (6.219)т2 -  asm(Gc t + {p).

Рассмотрим теперь возмущенное свободное вращение Земли, кото­
рое возбуждается не внешними приливообразующими силами, а 
внутренними геофизическими процессами, главным образом динами­
кой атмосферы. Для этого введем возбуждающие функции:

Ф, = ( Q : c13 + Q c23+QA j +/12) / ( С - Л ) Л 2| 

ц/2 = (П2с23 -  Пс,з + ОЛз -  Л, ) /(С  -  А)П2, (6.220)

Уз = (—̂ сзз — ^з) I

с помощью которых уравнения Эйлера-Лиувилля принимают вид

СТС ^1 +т2~  4^2’

а с ^  2 ~ т \ = ~4/i* (6.221)
т 3 = ф 3.

Первые два из этих уравнений можно записать совместно в ком­
плексной форме

+ т -  ф , (6.222)
где

т -  т { л- im2, ф = ф , + / ф 2. (6.223)

Поскольку деформации от вращения уже учтены, то элементы тензо­
ра инерции и относительного момента импульса, входящие в выраже­
ния возбуждающих функций (6.220), вызваны исключительно геофи­
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зическими явлениями на поверхности Земли -  глобальной динамикой 
атмосферы.

Первая стохастическая модель движения полюса была введена 
Джеффрисом [68] в 1940 г., а ее комплексная форма (7.19) -  Манком и 
Макдональдом [73] в 1960 г. Однако в 1983 г. Барнес и др. [55] ввели 
вместо возбуждающих функций vj/i,v|/2,vj/3i имеющих разную размер­
ность и разный физический смысл (v]/,,v]7: -  моменты сил, а у 3 -  мо­
мент импульса), однотипные функции момента импульса:

С их помощью возмущенное движение полюса описывается ком­
плексным дифференциальным уравнением

Из сравнения уравнений (6.222) и (6.225) находим связь между 
функцией момента импульса х и функцией возбуждения у :

Компоненты Xi и Хг называются функциями экваториального мо­
мента импульса, а Хз -  функцией аксиального момента импульса. Как 
видно из выражений (6.224), эти функции учитывают как перемеще­
ния масс атмосферы через вариации элементов c,j тензора инерции,
так и атмосферные движения (ветер) через функцию А относительного 
момента импульса. При вычислении Су и А интегрирование ведется по
всей массе атмосферы. Таким образом, комплексную функцию х 
можно представить как сумму Хр + Хи/ > гДе Хр называется компо­
нентой атмосферного давления, a Xw “  компонентой ветра. В годо­
вых отчетах IHRS функции ХрХ2 >Хз называют компонентами эффек­

Х| = (Пс13 + /!,)/ ( С -  А)П, 

Х2 =(Clc23 + h2) / ( C - A ) n ,  

Хз -  _уУз-

(6.224)

+ т = %- i n  'х 

стё'т, + тг = х 2- £ Г 'х |,

(6.225)
или

(6.226)

поскольку
(6.227)

(6.228)
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тивного углового момента атмосферы (ЕААМ -  Effective Atmospheric 
Angular Momentum), поскольку публикуемые там значения этих 
функций учитывают еще и косвенные эффекты, связанные с упру­
гостью Земли и ее деформациями под действием переменной поверх­
ностной нагрузки [42, с. 261-263].

В соответствии с обозначениями (6.205), уравнения (6.226) отно­
сятся к вектору мгновенной угловой скорости ш , но поскольку все 
астрометрические наблюдения в последнее время принято относить к 
небесному эфемеридному полюсу СЕР (the Celestial Ephemeris Pole), то 
в этих уравнениеях необходимо перейти от полюса вращения к по­
люсу СЕР (более подробно об этом см. в [58]). Такой переход осу­
ществляется с помощью линейного комплексного преобразования [82, 
с. 339]

m = p - i - ^ ,  (6.229)

где
Р= P\ + iPi = Xp - ' yp (6-23°)

описывает траекторию СЕР в определенной выше земной системе
координат (здесь х р,ур -  координаты СЕР, публикуемые в бюллете­
нях и годовых отчетах IERS). Подставляя (6.230) в (6.225), находим

" £ ) * .  (6.231)

где под 1 подразумевается единичный оператор. Сокращая одинако­
вые операторы, стоящие в обеих частях этого равенства, получаем

i<*cP + P = X- (6.232)

Описанный выше переход от полюса вращения к СЕР не влияет на 
скорость осевого вращения, поэтому вариации всемирного времени 
UT1 будут равны [42, с. 169-170]

8(UT!) = f mydl = \  щ Л  = -  J х3<* • (6.233)

Если обозначить
/с0 = /стс , (6.234)

■ д Лf 1 д \ (
/стс — +1 1 -  /ГГ1—  \Р = 1 -  /ГГ

д1 ) \ d t f \
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Обобщим эту модель на случай, когда комплексная частота к 
содержит мнимую и вещественную части, т.е. положим [82, с. 361]

к = -р  + /ст. (6.236)

Подставляя это выражение вместо к0 в (6.235), а затем приравнивая 
вещественные и мнимые части полученного равенства, получим сле­
дующее уравнение в матричной форме:

-(3 - а  
ст -р

Р а  
- с т  р

Xi

*2
(6.237)

Вводя вместо компонент комплексных функций двумерные векторы

(6.338)Я "д1 ~Х\'
9 =

-Рг.
. Р = х =

и обозначая

F =
-Р  -ст 
.a  -P J

, G =
Р ст 

-ст р_
(6.239)

получаем непрерывную динамическую модель вращательного движе­
ния Земли в матричной форме

p(0  = F p (0  + G x 0 ). (6.240)

При постоянных параметрах р и ст матрицы F и G оказывются тоже 
постоянными, а модель (6.240) -  стационарной.

Вычислим теперь автоковариационную функцию выходного про­
цесса р(/)- С этой целью найдем переходную матрицу динамической 
системы, соответствующую матрице F:

Ф (у )= exp{Fy}. (6.241)

Для этого воспользуемся теоремой Сильвестра (6.185). Вычислим соб­
ственные значения матрицы F -  корни характеристического уравне­
ния

X + р ст 
-ст Х + р
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откуда непосредственно находим Х,2 = - р ± /а .  Теперь с помощью 
формулы (6.185) получаем

Ф (7) = eFr = / ( F )  = е-х.7 F - M
Xi

+ е .;.2Г F -ХД 
— Х,|

ех,у ~Р -  Х2 - а е^у ■-р-Х, -ст
2 /а а  -р  -  Х2 2/а ст -р  -  X,

,-Рг

~2i~
I - Г - Г

-е~ ,сг/
1 1 _ I (6.243)

Используя далее формулу Эйлера е±/ф = coscp± /sincp, находим оконча­
тельно

_ру cos 0 7  -  sin cry
sin cry cos ay

Ф (у)= е (6.244)

Согласно формуле (6.188), переходная матрица Ф(у) однозначно 
определяет ковариационную функцию выходного сигнала стацио­
нарной динамической системы:

S( у) = Ф(у )S(0 ) = е_|3г
cos ay -sm a y  
sin ay cos ay

S(0). (6.245)

Воспользуемся теперь соотношением (6.190) для оценки дисперсии 
S(0 ) . Если возбуждение х(0  есть белый шум с постоянной спектраль­
ной плотностью Sr  то его дисперсия тоже будет постоянна и равна 
R = 27rSxI [47, с. 98], поэтому в силу (6.239) уравнение (6.190) примет 
вид

FS(0 ) + S(0 )F' = -2nSxFF'. (6.246)

Подставляя сюда вместо F выражение (6.239) и обозначая 2х2-мат- 
рицу S(0 ) как

S(0) =

находим
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Выполнив действия произведения и сложения матриц в левой части 
этого равенства и приравняв элементы полученной матрицы с эле­
ментами матрицы, стоящей справа от знака равенства, получаем 4 
уравнения для определения 4 элементов матрицы S(0). В итоге полу­
чаем

где Q -  сг/2р -  так называемый безразмерный фактор добротности. 
Если ввести скалярную величину

Перейдем теперь к дискретной модели динамической системы 
движения полюса, соответствующей дифференциальному уравнению 
(6.240). Общий вид этой модели можно записать следующим образом:

где А и В -  однотактовые переходные матрицы, которые, согласно

Будем считать временной сдвиг у в интервалах дискретизации Г, 
тогда

и поэтому из (6.244) имеем дискретную переходную матрицу, соответ­
ствующую матрице F:

о2 2 /  . Л
S(0) = 2nS Р +—  1 = 2naS..Q 1 + — -  I ,  

* 2р 4Q- J
(6.247)

/ \
(6.248)

то с учетом (6.247) формула (6.245) примет вид

(6.249)
sin ay cos ay

p(k + l) = Ap(k) + B%(k) (A: = 0,1,...), (6.250)

(6.195), (6.199) и (6.239), имеют вид

A = <Pf (l) = exp{Fr},
В = Фс (1) = exp{G 7} = exp {-FT}.

(6.251)

y = nT, w = aT,  a  =  p  T, ay = wn (6.252)

cos таи -s in  an
sm  ran c o s c j/i
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Отсюда легко находим дискретную автоковариационную функцию 
S(n) = £{p(£ + H)p'(A:)}:

S(«) = Фуг (n)S(O) = е"
coswn - s in гаи
sin гаи cos таи

S(0) (6.254)

и переходную матрицу А:

А = Ф ^ (1) = е ‘
cos га -sin  га 
sin га cos та

(6.255)

Принимая для п е р и о д а  Чанлера Р и фактора добротности Q со­
временные значения [75]

Р = 2п/ст = 433.0 сут, Q = 121, (6.256)

находим, что параметр

a = s L  = ? L * 6.3 . l0->T
2 Q PQ

(6.257)

представляет собой малую величину, поскольку интервал дискретиза­
ции Т обычно невелик (для рядов EOP(IERS) СО2 Т = 5 сут, а для 
EOP(IERS) С04 Т = 1 сут). Учитьшая также, что величина та = сгТ 
тоже мала, получаем

А а (1 -  а)
1 -та "1 0" - а  -таи +
та 1 0 1_ та - а

= 1 + F 7 \ (6.258)

откуда следует, что при Т  О А I и р(к +1) -> р( к ) . Кроме того, это
дает

F -  lim (6.259)
т-+о Т

что и требуется для обратного перехода от разностного уравнения
(6.250) к дифференциальному уравнению (6.240).

Для вычисления переходной матрицы В, как следует из (6.251), 
необходимо сначала вычислить непрерывную матричную функцию
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Для этого опять воспользуемся теоремой Сильвестра (6.185). Харак­
теристическое уравнение в этом случае имеет вид

det(X I-G ) =
А,-р -ст 

ст Х -р
= 0 . (6.261)

Корни этого уравнения равны Х{ 2 = Р ± /ст, поэтому применение фор­
мулы (6.185) дает

ф с ( у ) = ес * = / (G )  = ех'г +е- ^  =
X, - Х , Х«2 — *̂|

2/

еХ|Т
2/ст

Jcy

Р~Х2 ст еЧ7

гЬ1СО.

- а  Р - Х2 2/ст -ст р-Х,_

'  / г _ е - '^ ■-/ 1 ■
}=е<*

cos оу sin cry
-1 / -1 -I 1 -  sin cry cosoy (6.262)

Отсюда непосредственно находим дискретную форму этого равенства

и переходную матрицу В:

В = Ф с (!) = е

cos там sin тал 
-s in  тал cos тал

(* = 0,1,2,...) (6.263)

cos та sin та
-  sin та cos та

(6.264)

Теперь можно попытаться найти оценку дисперсии S(0) из усло­
вия (6.200). Подставляя туда полученные выше выражения (6.255) и 
(6.264) для переходных матриц А и В, а также полагая, что для вход­
ного белого шума имеет место равенствоR = 27i5xI , находим

1̂2' = e“2a
cos та -sin  та si\ •̂12

^2. sin та COSO *2]

cos та sin та 'l o'
+ 2nSy e2a

0 1-sin  та costa A

Отсюда после несложных преобразований с учетом обозначений 
(6.252) получаем
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S(0) = 2nSy - * L -1 ~ (l + — )! = 2 kS7 0 + — ) I • (6-265)
1 — e a x 2P T 1 с Г

Из этого выражения видно, что при Т -> О S(0) -> оо, поэтому оно не 
годится для априорного оценивания дисперсии S(0). В этом состоит 
особенность дискретных динамических систем. В отличие от непре­
рывного случая здесь не всегда удается оценить начальную диспер­
сию процесса, пользуясь соотношением (6.200) и оценкой спектраль­
ной плотности шума S% (см. [60, с. 87]).

Таким образом, ковариационная функция (6.249) выходного сиг­
нала обобщенной динамической модели 1-го порядка при р * 0  ука­
зывает на затухающий характер движения полюсов, в то время как 
описанная выше механическая теория вращения Земли, в которой 
принимается р = 0 и со = ас , приводит к круговым гармоническим 
колебаниям с постоянным периодом Чандлера.

§9. Сравнение алгоритмов Ф К и СКК

Рассмотренный в §3>4 настоящей главы рекуррентный алгоритм 
фильтрации Калмана (ФК) представляет собой следующую последо­
вательность действий:

(а) оценивание начального значения вектора состояния динами­
ческой системы х(А') (к = 0,1,2,...) и его дисперсии D(/c); эти оценки 
можно получить или из предшествующей серии наблюдений (см. §3), 
или из априорной информации (см. §4);

(б) экстраполяция (прогноз) вектора состояния на следующий 
момент времени А'+ l, т.е. предварительное оценивание х*(/с+1) и 
D,(A+1); эти оценки находятся через известные параметры динами­
ческой системы -  переходную матрицу А (к) и дисперсию возму­
щающего шума R (к) (см. формулы (6.67) и (6.68));

(в) уточнение прогноза х,(/с + 1) и D*(/c+l) с помощью новых на­
блюдений 1(А: +1), выполненных в момент к + 1;

(г) полученные таким образом окончательные оценки х(А: + 1) и 
D(A' + 1) принимаются за начальное состояние системы для следую­
щего шага фильтрации на момент к + 2 и т.д.

Сравнивая этот алгоритм ФК с алгоритмом СКК, описанным в 
главах 4 и 5, можно сделать следующие выводы:

(1) Последовательные оценки х(0),х(1),х(2),...,х(&) стохастиче­
ского параметра динамической системы, получаемые с помощью ФК, 
обладают кумулятивным свойством в том смысле, что их точность 
неоднородна и растет с ростом А:, в то время как все СКК-оценки это­
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го параметра (сигнала) получаются одновременно для всех моментов 
наблюдении и практически с одинаковой точностью.

(2) Для устранения кумулятивного свойства оценок ФК приходит­
ся применять специальный рекурсивный алгоритм сглаживания, об­
ратный рекуррентному алгоритму ФК (см. §6 наст. гл.). Между тем в 
алгоритме СКК оценки сипнала сглаживаются автоматически. Здесь 
оценивание, сглаживание и прогноз выполняются с помощью одной и 
той же процедуры, основанной на априорном знании ковариацион­
ной функции сигнала.

(3) Алгоритм ФК оперирует лишь дисперсиями D(/c) сигнала х(/с) 
в моменты его задания А' = 0,1,2,..., а не ковариационными функциями 
Схх(п) = D(A: + л, А), как это имеет место в СКК. Коррелированностъ 
сигнала учитывается в ФК не прямо, как в СКК, а косвенно, через 
переходную матрицу динамической системы, которая в свою очередь 
связана с ковариационной функцией сигнала х(А) как марковского 
процесса (см. §7 наст. гл.).

(4) В алгоритме ФК оценки дисперсий сигнала D(A:) для любого к 
(за исключением, может быть, начального условия D(0)) являются 
апостериорными и зависят от матрицы плана наблюдении С (см. фор­
мулу (6.70)), в то время как в СКК ковариации сигнала являются 
априорными, от плана наблюдений не зависят и обычно более тесно 
связаны с физической сущностью стохастического процесса.

(5) Оптимальный алгоритм ФК основан на принципе минимиза­
ции апостериорной дисперсии ошибок последовательности оценок 
х(/с) (А = 0,1,2,...) (см. §2 наст. гл.). Метод СКК использует такой же 
принцип, поэтому его оценки тоже оптимальны, но, кроме того, в 
СКК одновременно минимизируется и норма вектора невязок модели 
наблюдений, которая фактически играет роль стабилизирующего 
функционала. Такого функционала в рекуррентном алгоритме ФК нет 
и быть не может, поскольку восстанавливаемый с его помощью про­
цесс х(А:) является марковским процессом без последействия. Иначе 
говоря, алгоритм ФК ‘Ъомнит” только предыдущее состояние си­
стемы и “не помнит” всей его предыстории.

Из этого сопоставления методов ФК и СКК видно, что в тех слу­
чаях, когда известна априорная ковариация сигнала, метод СКК дает 
наиболее простые и эффективные процедуры для оценивания, сгла­
живания и прогноза случайных последовательностей. Эти последова­
тельности предполагаются стационарными, а их автоковариацион- 
ные матрицы положительно определенными (см. §1 гл. 4). На первый 
взгляд, кажется, что это ограничение слишком сильное. Однако на 
самом деле класс таких процессов достаточно широк. В частности, он 
включает в себя марковские процессы, с которыми имеет дело ФК. 
Отсюда непосредственно следует, что стационарные процессы, с ко­
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торыми имеет дело СКК, необязательно являются марковскими, а 
значит, их динамическая модель может иметь порядок выше первого.

Покажем, что если для дискретной случайной последовательности 
х(к ) (А' = 0,1,...) задана ее автокорреляционная функция сп = qn ! qQ, где 
qn = cov{x(k)}x ( k + я)} (п = 0,1,...,/?), а значит, и соответствующая 
рх  /?-матрица корреляций Ср, то тем самым полностью определена и
дискретная динамическая система р -го порядка, фазовым вектором 
которой и является последовательность х(/с).

Действительно, динамическую модель р -го порядка для случайной 
последовательности x0,x {ix 2t. .^  заданной в дискретные равноот­
стоящие моменты времени Тк (к = 0,1,2,...), можно представить в виде 
процесса авторегрессии р -го порядка [5, с. 70]:

** = Ф ,Л -1  + <\>Р2Х к -2  + - ■ • + ЪррХ к - р  + Vk ■ (6.266)

где х к -  текущее значение процесса в момент Тк , x k_]1x k_v ... -  его 
предшествующие значения, ~ переходные коэффициенты,
аналогичные переходным матрицам, которые мы использовали ранее 
для многомерных сигналов, -  импульс белого шума в момент Тк .

Условие стационарности процесса (6.266) заключается в том, что 
его характеристическое уравнение

ф(Я) = 1 - ф ;1В - ф , 2Я2- . . . - ф „ . 0 '  - О  (6.267)

должно иметь корни, лежащие вне единичного круга [5, с. 71]. Легко 
видеть, что для р = 1 и р = 2 эти условия имеют вид

- 1 < ф „  < i  ( р = о ,

Фгг + Фп <1> (6.268)

Ф2 2 - Ф 11 < ! . [  ( Р  = 2>-
—1 < Ф22 < 1>

Умножим обе части уравнения (6.266) на х к_п и вычислим их мат- 
ожидания. Учитывая, что E{xk_nvk ) =0 при к>0, так как хк_п может 
включать лишь импульсы vy* до момента j  = к -  п , не коррелирован­
ные с vk , и разделив обе части полученного равенства на дисперсию 
qQt получим рекуррентное соотношение для вычисления корреляций
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С» = Ф,| л̂-1 + Ф,2сл-2+- • • + Ф Л  > 0 • (6.269)

Можно также показать [5, с. 73], что вектор переходных коэффи­
циентов Ф̂ = (Ф/ 1,Ф;,2 » - ’Ф^) процесса авторегрессии связан с авто­
корреляциями сигнала уравнением Ю ла-Уокера

Ф/ ~ ^ р  с/ ’

которое в развернутом виде можно записать следующим образом:

л-1
V ■ 1 с, V>"

ф' 2 =
с, 1 •

"  Ср: 2

ф рр .V i  сР-г 1

(6.270)

Например, для р -  2 имеем

Ф21 ’ • * -1
V

Ф22 .с. *. -V
или

ф !|- Т ^ Г '  Фгг- Т 7 ,2 *

(6.271)

(6.272)

Для последовательного перехода от процесса авторегрессии р-го 
порядка к процессу (р + 1)-го порядка можно использовать следующие 
рекуррентные формулы [5, с. 100]:

Ф/>+М — Фд/ Ф/+1,/+1Ф/,/»-у+1 (-/ 1*2»..., /?),

ср+I ^L$pjcp+\-j
ф р+\ур+\

j =1
(6.273)

' - 1 ф
>1

Таким образом, динамическая система полностью определяется 
корреляционной функцией процесса и не зависит от его дисперсии qQ.

Попытаемся теперь решить обратную задачу, т.е. вычислить кор­
реляционную функцию фазового вектора динамической системы, если
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известны параметры ф̂, = (ф^,, , • • •, Ф ^) модели ее авторегрессии р-го
порядка. Рассмотрим эту задачу последовательно для р = 1, 2 и т. д. 

Для р = I разностное уравнение (6.269) принимает вид

сп ~ Ф| 1си-1 > я > 0 . (6.274)

Его решение с начальным условием -1  дает следующую оценку 
корреляционной функции (см. также формулы (6.198) и (6.199)):

ся = ФГи я^О . (6.275)

При выполнении условия стационарности (6.268) и при фп >0 выра­
жение (6.275) дает положительную затухающую функцию. При Фц < О 
эта функция становится знакопеременной.

Для р -  2 из (6.267) имеем

СП = Ф: I сп-\ + $22сп-г. Я > о . (6.276)

Для решения этого разностного уравнения необходимы два началь­
ных условия. Первое из них очевидно: % = 1. Если теперь уравнения
Ю ла-Уокера (6.271) представить в виде

V ’ ! q ' Ф21

/ з . _ci •. .Ф22.

то первое из этих уравнений дает второе начальное условие: 
q =ф2 ] / ( 1 -ф 22). Подставляя эти условия в (6.276), последовательно 
находим все остальные корреляции.

Необходимо обратить внимание на то, что восстанавливаемая с 
помощью параметров динамической системы оценка корреляционной 
функции фазового вектора является лишь приближением к его истин­
ной корреляционной функции, причем чем меньше порядок процесса 
авторегрессии р } тем грубее это приближение.

Таким образом, если принятый порядок процесса авторегрессии 
меньше количества известных a priori значений истинной корреляци­
онной функции случайного сигнала, то можно утверждать, что при 
таком моделировании сигнала всегда происходит потеря информа­
ции, заключенной в этой функции. Но поскольку вся информация о 
случайном сигнале заключена в его ковариационной функции, то 
динамическое моделирование этих сигналов не может вносить какой- 
либо новой существенной информации в их описание, а может, на­
оборот, приводить лишь к потере этой информации.
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Фильтр Калмана соответствует динамической системе первого 
порядка, поэтому с его помощью восстанавливается лишь грубое 
приближение истинной корреляционной функции вида (6.275). Это 
приближение оказывается достаточным и полным только для марков­
ских процессов. В остальных случаях оно может оказаться совершен­
но неприемлемым. В этом, на наш взгляд, и состоит основное пре­
имущество метода СКК в сравнении с фильтрацией Калмана и со 
всеми другими методами дискретного динамического моделирования 
и авторегрессии: метод СКК полностью использует известную a priori 
автоковариационную функцию сигнала, а значит, и всю доступную 
информацию о нем. Наоборот, если автоковариационная функция 
сигнала заранее неизвестна, но известно только одно априорное зна­
чение дисперсии начального состояния фазового вектора (сигнала), 
то применение фильтрации Калмана для оценивания последующих 
значений сигнала становится неизбежным.

Таким образом, основная задача обработки данных, содержащих 
стохастические сигналы, состоит в том, чтобы оценить заранее авто- 
ковариации этих сигналов. Если это удается, то, применяя метод 
СКК, можно получить наиболее оптимальные (с наименьшей диспер­
сией) в классе линейных моделей оценки сигнала и уточнить его ав­
токовариации. Как будет показано в следующей главе, иногда доста­
точно довольно грубых начальных оценок априорных автоковариа­
ций, так как затем их можно улучшить с помощью оценок самого 
сигнала и его апостериорных ковариаций.
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§1. Внутрисуточные флуктуации эйконала тропосферы

Одним из основных факторов, влияющих на точность РСДБ- 
наблюдений, является неустойчивость атмосферы как часта косми­
ческой среды распространения сигналов от внегалактических радио­
источников до наземных приемников. Фазовая скорость волнового 
фронта в среде атмосферы, показатель преломления которой больше 
единицы, меньше скорости света в вакууме, поэтому так называемая 
электрическая длина (толщина) атмосферы больше геометрической. 
Разность этих длин в направлении зенита называется эйконалом атмо­
сферы [24, с. 230]. Величину эйконала можно определить как

где n(h) -  показатель преломления воздуха как функция высоты, Н -  
полная геометрическая высота атмосферы. Среднее значение величи­
ны / приблизительно равно двум метрам.

Поскольку РСДБ-наблюдения ведутся в сантиметровом диапазоне 
длин волн, то влияние на них ионосферы оказывается незначитель­
ным и поэтому основной вклад в величину эйконала вносит тропо­
сфера. Вследствие турбулентного характера тропосферы показатель 
преломления n{h) непрерывно пульсирует, что и вызывает флуктуа­
ции эйконала.

Основной характеристикой флуктуационных свойств эйконала 
тропосферы служит временная структурная функция:

Здесь время Т  и смещение по времени у будем считать в сутках, а
размерность структурной функции примем равной I см2.

Согласно гипотезе “замороженной” турбулентности свободной 
тропосферы, временная структурная функция st(у) может быть связа­
на с пространственной функцией s{(d), где d ~ относительное про­
странственное смещение приемников. Соотношение между этими 
функциями имеет вид s ^ c ^ - s ^ v у), где V» 1 0  м /с  -  средняя скорость 
переноса тропосферных неоднородностей. Используя данные 
А.А.Стоцкого [79] для функции st(d), с помощью этого соотношения 
находим следующее выражение для st(у):

и
(7.1)

о

Sl(y) = E{[l(T + y ) - l (T ) ] 2}. (7.2)
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4924у5'3 (0< у  <0.0025), 

•*/(у) = -1 1 2 .5y2/3 (0.0025<y < 2 .8 ), 
25.0 (2.8 <y).

Между тем основной (и единственной) статистической характери­
стикой случайного процесса, которая используется в средней квадра­
тической коллокации и фильтрации Калмана, является его ковариаци­
онная функция. Попробуем оценить такую функцию с помощью 
структурной функции (7.3).

Структурная функция st(у) относится к “широкомасштабному” 
процессу /(Г), развивающемуся на неограниченном интервале време­
ни Г, у е[0,оо). Анализ спектра флуктуаций этого процесса [24, с. 233] 
показывает, что максимальная энергия приходится на низкие частоты 
порядка 10" 1 цикл./сут. Между тем РСД Б-наблюдения, как правило, 
ведутся ограниченными по времени сериями продолжительностью 1 
сут, и поэтому процесс /(7 ) на интервале наблюдений t е[0,1] может 
оказаться нецентрированным. Если обозначить суточный отрезок 
процесса /(Г) через /(/), то

£{/(')} = / ( 0 * 0 ,  t е[0,1]. (7.4)

Введем понятие процесса внутрисуточных флуктуаций эйконала:

* ( 0  = / ( 0 - / ( 0 ,  ' ^ [ 0 , 1], (7.5)

матожидание которого равно нулю:

E{x(t)} = E{l(i)}-  / ( 0  = / ( 0 -  Л 0  = 0 , г €[0,1]. (7.6)

Функцию / ( 0  на суточном интервале времени принято ап­
проксимировать в виде линейного тренда

f ( t )  = a + bln I е[0,1]. (7.7)

Параметры этого тренда а и Ь всегда включают в число определяе­
мых параметров при любом методе уравнивания данных наблюдений, 
поэтому остаточной стохастической компонентой внутрисуточных 
флуктуаций эйконала всегда является определенный по формуле (7.5) 
центрированный процесс jc( )̂ и именно его ковариационную функ­
цию qx (y)(t ,y  е [ 0 ,1]) требуется оценить.
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Записывая выражение (7.2) для генеральной совокупности суточ­
ных отрезков времени и используя (7.5), имеем

5/(у) = £ { [ /( /+ у )- /(0 ]2} =

= £ { [ (л - о + у ) - л - ( о )+ ( /а + у ) - л о ) ] 2} =
= £{[*(/ + у) -  л-(0]2} + E{[f( l  + у ) -  Д О }2} -

- 2  E{[ f( l  + у) -  f(l)][x(i  + у) -  х (1)]}. (7.8)

Заметим, что последний член в правой часта равенства (7.8) в силу 
центрированности внутрисуточного процесса x(t) равен нулю, а вы­
ражение

**(у) = £{[*(/ + у)-л-0)12} <7-9)

представляет собой структурную функцию этого процесса. Кроме 
того, учитывая (7.7), видим, что

E { [ f «  + у) -  Д О ] 2 } = Е{[Ьу ]2> = у 2Е{Ь>} = у2а2, (7.10)

где а] = Е{Ь2} -  дисперсия параметра b как случайной величины. Та­
ким образом, формулу (7.8) можно переписать в виде

•уд(у) = -5/ ( у ) - у 2стА. уе[0,1]. (7Л1)

Здесь функция ^(у) представляет собой передний отрезок (у е[0,1]) 
структурной функции ‘‘широкомасштабного” процесса /(Г), которая 
определяется формулой (7.3).

Если центрированный внутрисуточный процесс x(t) стационарен, 
то можно перейти от его структурной функции ^ (у )  к ковариацион­
ной функции <7д-(у). Действительно, используя определение (7.9), 
имеем

*«(у) = £ { [* (* + 7 )-* (0 ]2} =
= E{x2(t + y ) - 2 x ( t  + y)x(t) + x 2(t)} =

= E{x2(l + у )} -  2  Е{х(1 + у )x(t)} + E{x2(t)) =

= 2 о д - 2 |?д(У),
ИЛИ
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Ковариационная функция центрированного стационарного про­
цесса x(t) должна затухать к концу интервала [0 , 1], поэтому можно 
принять <7Л.(1) s  0. Тогда из формулы (7.10) находим оценку дисперсии 
внутрисуточных флуктуаций эйконала:

°Л = 7 ^ ( |) = т [^ 0 ) - ^ ] .  (7-13)

Теперь с помощью соотношений (7.11)-(7.13) получаем окончательно 

?*(y) = YU(0-S/(Y )-<**(l-Y2)]. У е[0,1]. (714)

Таким образом, переход от известной структурной функции 
“широкомасштабного” процесса флуктуаций эйконала 1(Т) к автоко- 
вариационной функции центрированных внутрисуточных флуктуа­
ций л ( 0  возможен только в том случае, если известна дополнитель­
ная информация о дисперсии параметра b, который представляет 
собой среднесуточную скорость изменения величины эйконала.

Если в начальном приближении принять b = 0  и а] = 0 , то из (7.13) 
находим

а 2 < у5Л.(1) = 6.25 см2. (7-15)

Заметим, что дисперсия “широкомасштабного” процесса 1(Т) равна 
ст2 = т [‘5/(оо) - 5/(0)] = 12.5 см2, т.е. в два раза больше полученной мак­

симальной оценки а 2 .
Поскольку интервал между РСДБ-наблюдениями не меньше 5 

мин, т.е. у > 0.0035 сут, то первый член в формуле (7.3) можно не учи­
тывать, и тогда формулы (7.3), (7.14) и (7.15) дают

<7 | б >[о ( т > 1).

Если эту функцию пронормировать на дисперсию о:;. = 6.25 см2, то 
получим корреляционную функцию внутрисуточных флуктуаций эйко­
нала:

= { ' 7 ” (° ST S l) ' <7 ' 7>
[о ( т > 1).

Функция сд.(у),  вычисленная по формуле (7.17), представлена на рис. 
7.1.
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Рис. 7.1. Корреляционная функция Рис. 7.2. СКК-оценки внутрису- 
внутрисуточных флуктуаций эйко- точных флуктуации . эйконала 
нала, полученная из структурной (кружки -  WET, квадраты -  WES, 
функции А. А. Стоцкого. треугольники -  GIL).

Рассмотрим теперь результаты применения полученной функции 
qx(у) в качестве априорной оценки ковариаций внутрисуточных 
флуктуаций эйконала тропосферы для оценивания самих этих флук­
туаций по данным РСДБ-наблюдений [19, 2 2 ]. С этой целью были 
использованы результаты наблюдений по программе CONT’94, вы­
полнявшейся с 12 по 24 января 1994 г. на трех РСДБ-станциях: 
WETTZELL (WET), WESTFORD (WES) и GILCREEK (GIL).

Наблюдения на всех трех станциях велись синхронно. Весь интер­
вал наблюдении был разбит на суточные серии. Линейная модель 
каждой такой серии кроме постоянных параметров содержала 5 сто­
хастических сигналов: 3 флуктуационные компоненты эйконала (по 
одному для каждой станции) и 2  случайные компоненты вариаций 
фазы водородных мазеров, установленных на станциях WES и GIL, 
по отношению к опорной станции WET. Так как среднесуточные 
значения величины эйконала а (см. формулу (7.7)) для каждой стан­
ции включались в число постоянных параметров и определялись 
вместе с ними, то стохастические компоненты этих сигналов должны 
быть центрированными и стационарными. Совместное оценивание 
постоянных параметров и стохастических сигналов осуществлялось 
методом СКК (см. § 6  гл.4) с помощью программного пакета OCCAM 
(версия 3.3). Вычисления выполнены О.А.Титовым.

На рис. 7.2 показан пример результатов оценивания флуктуаци- 
онной компоненты *(/) эйконала тропосферы по данным РСДБ- 
наблюдений в течение одной суточной серии (12 января 1994 г.). Так 
как использовавшаяся версия пакета OCCAM не предусматривает 
включения коэффициентов b формулы (7.7) в число определяемых 
параметров, то, как видно из рис. 7.2, оценки .г(£) иногда обнаружи­
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вают заметные смещения и наклоны. Параметры этих трендов вида 
Аа и Ь определялись по методу наименьших квадратов (рис. 7.3 и 7.4), 
а оценки х(1) затем еще раз центрировались.

14 16 18 20 22
Дни января 1994 г.

Рис. 7.3. Среднесуточные значе- Рис. 7.4. Среднесуточные скорос- 
ния поправок Аа длины эйкона- ти b изменений длины эйконала 
ла (кружки -  WET, квадраты -  (кружки -  WET, квадраты -  
WES, треугольники -  GIL). WES, треугольники -  GIL).

Полученные таким образом окончательные случайные последова­
тельности x(t)  были использованы для вычисления апостериорных 
автоковариационных функций. Поскольку РСДБ-наблюдения не яв­
ляются равноотстоящими по времени, то для вычисления этих функ­
ций пришлось применять специальную методику, изложенную в [2 1 ]. 
Ее суть состоит в том, что элементарные “кванты” ковариаций 
q(j = x(t t) x( i j )  = x ( l i ) x ( i i + 7 ^), соответствующие сдвигу по времени

= (ij - 1}) (j  > i) , сортируются по равноотстоящим “карманам” ши­
риной Ау с центрами в точках у к = кАу (к = 0 ,1 ,...,т) и там усредня­
ются. Полученные средние затем умножаются на величину ( т - к )  1т. 
Такой алгоритм позволяет получить так называемые “смещенные” 
оценки автоковариационной функции qx (у * ) ,  которые гарантируют 
положительную определенность соответствующей матрицы автокова­
риаций [40, с. 184-187].

Результаты этих вычислений показаны на рис. 7.5-7.7 в виде со­
ответствующих корреляционных функций

c*(T) = ftc(T)/«*(°)- (7Л8>

Усредненные для каждой станции оценки корреляционных функций 
сх(у)и общее среднее показаны на рис. 7.8.
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Рис. 7.5. Корреляционные функ- Рис 7 .6 . Корреляционные функ­
ции флуктуаций эйконала ipono- ции флуктуаций эйконала тропо­
сферы для WET (жирная кривая -  сферы для WES (жирная кривая -  
среднее). среднее).

Рис. 7.7. Корреляционные функции Рис. 7.8. Средние оценки корреля- 
флуктуаций эйконала тропосферы ционных функций эйконала для 
для GIL (жирная кривая -  среднее), станций WET, WES и GIL (жирная

кривая -  среднее).

Представим теперь флуктуации эйконала тропосферы как слу­
чайный процесс x(r), характеризующий состояние стационарной 
динамической системы 2 -го порядка, на вход которой непрерьюно 
поступает возмущение в виде белого шума v(/). Состояние такой си­
стемы описывается стохастическим дифференциальным уравнением 2 - 
го порядка с постоянными коэффициентами [47, с. 101-110]:

o r  ot ot

Поскольку спектральная плотность белого шума постоянна и 
равна Sv(co) = c, то спектральная плотность выходного сигнала x(l) 
будет иметь следующий вид:
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Можно показать, что этой спектральной плотности соответствует 
следующая ковариационная функция:

Ч х ( у ) =  - ^ - е  “rcos(Py +  ф), (7.21)
coscp

а , р,у > 0, ф е [ - у ,у ) ,  у  = arctg(a/P),

где ст2 -  дисперсия случайного процесса x(t).  Действительно, обрат­
ное преобразование Фурье от этой функции дает

Сравнивая коэффициенты этого выражения и выражения (7.20), на­
ходим

Из (7.20) видно, что Sx (со) >0 для всех со, поэтому соответствую­
щая ковариационная функция (7.21) при указанных условиях поло­
жительно определена. Именно по этой причине корреляционная 
функция

была использована для аппроксимации усредненных оценок корреля­
ций эйконала, показанных на рис. 7.8, нелинейным градиентным ме­
тодом наименьших квадратов [77 , с. 540-548]. Результаты аппрокси­
мации представлены в табл. 7.1. В последнем столбце этой таблицы 
приведены значения точки пересечения ковариационной функции с

tc c osф (со2 - а 2 - р 2) 2 +4со2а 2

Qq = а 2 + р2, я, = 2 а, = I,

(7.22)

СТ2 =  7CCCOS(p/>/ л/ct2 + р 2 -

^с(у) = Чх(у)/°1 = ------ e"aycos(Py + ф ) , (7.23)
СОБф

а ,р ,у > 0 , ф е [—н/, Л+/), vj/ = arctg(a/p)

осью абсцисс у0 = ^  ~ - Ф
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Таблица 7.1. Параметры модели (7.19) для апостериорных кор 
реляционных функций внутрисуточных флуктуации эйконала

Станция РСДБ Р, рад/я ф, рад а, Ч' 1 Уо>4

WET 0.27 0.82 п 0.26 2.73
WES 0.28 0.67 0.19 3.28

GIL 0.25 0.97 0.33 2.45

Модель среднего 0.26 0.84 0.26 2.83

Как видно из рис. 7.8 и данных табл. 7.1, корреляционные функ­
ции внутрисуточных флуктуаций эйконала для всех трех станций 
WET, WES и GIL практически совпадают, поэтому за окончательную 
оценку было принято среднее арифметическое из этих функций 
(жирная кривая на рис. 7.8). Параметры модели (7.23) этой средней 
оценки содержатся в последней строке табл. 7.1. Так как в (7.23) сме­
щение у выражается в сутках, то окончательная модель автоковариа- 
ционной функции принимает следующий вид:

«*<*)= ' cos(6-24y +0.84), у etO.Il- (7-24)cos(0.84)

Рис. 7.9. СКО флуктуаций эйко- Рис. 7.10. Кросс-корреляции флу- 
нала по данным РСДБ-наблю- ктуаций эйконала по данным 
дений (кружки -  WET, квадраты РСДБ-наблюдений (кружки -
-  WES, треугольники -  GIL). WETAVES, квадраты -  WET/

GIL, треугольники -  WES/GIL).

Из рис. 7.9 видно, что СКО флуктуаций эйконала для станций 
WET и GIL нестабильны, поэтому в общем случае дисперсия а 2х оста­
ется свободным параметром модели (7.24), которую необходимо
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определять из наблюдений методом итераций. На рис. 7.10 показаны 
усредненные по всем сериям наблюдений попарные кросс-корреляции 
флуктуаций эйконала для всех трех станций, которые оказались 
практически незначимыми.

Таким образом, корреляционные функции внутрисуточных флук­
туаций эйконала тропосферы, полученные методом СКК из РСДБ- 
наблюдений на станциях WETTZELL, WESTFORD и GILCREEK, 
оказались не только устойчивыми, но и практически совпадающими 
между собой для всех трех станций. Найденную типовую ковариаци­
онную функцию (7.24) можно использовать для стохастического мо­
делирования РСДБ-наблюдений и в других приложениях.

Для примера на рис. 7.11 показаны полученные О.А.Титовым 
СКК-оценки флуктуаций эйконала в зените станции ONSALA, также 
участвовавшей в программе CONT’94, в сравнении с аналогичными 
оценками, полученными с помощью независимых WVR-измерений, 
которые проводились на этой же станции синхронно с РСДБ- 
наблюдениями. В качестве априорной ковариационной функции ис­
пользовалась модель (7.24). Дисперсия <з2х подбиралась путем итера­
ций. Хорошее согласие этих оценок позволяет утверждать, что посто­
янное сопровождение РСДБ-наблюдений WVR-измерениями эйкона­
ла не является обязательным.

j ' :  f i  h

19 20 21 22 23 24 25 26
_________________________ Дни января 1994 г._________________________

Рис. 7.11. Флуктуации эйконала тропосферы в зените станции 
ONSALA по данным РСДБ-наблюдений (точки) и WVR-измерений 
(сплошная кривая).

§2. Внутрисуточные флуктуации шкал времени

Водородные мазеры как источники высокостабильной частоты и 
хранители шкалы атомного времени задают основу инструменталь­
ной системы в радиоинтерферометрии со сверхдлинными базами 
(РСДБ). Нестабильность частоты водородных мазеров отрицательно
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сказывается на качестве преобразования сигнала к видеочастоте, 
уменьшая интервал его когерентности, а связанная с этим нестабиль­
ность фазы приводит к вариациям шкалы времени, увеличивая тем 
самым ошибку измерения временной задержки сигнала, а значит, и 
ошибки оценивания астрометрических и геодезических параметров. 
Здесь мы будем рассматривать только фазовые ошибки водородных 
мазеров, поскольку они аддитивно связаны с измеряемыми величина­
ми (временными задержками) и прямо действуют на результаты 
РСДБ-наблюдений.

Из опыта применения в РСДБ водородных мазеров современного 
типа известно, что на суточных интервалах времени их фазовые ха­
рактеристики обнаруживают два типа нестабильности: низкочастот­
ные вариации типа трендов и высокочастотные внутрисуточные 
флуктуации. Характер низкочастотных трендов у качественных и 
стабильно работающих мазеров таков, что их можно с достаточной 
точностью аппроксимировать простыми полиномами 2 -й степени. 
Такие тренды всегда включаются в линейную модель данных РСДБ- 
наблюдений и определяются в процессе их уравнивания вместе с дру­
гими параметрами. В связи с этим нас будут интересовать остаточные 
внутрисуточные фазовые флуктуации водородных мазеров jc(/), кото­
рые представляют собой случайные отклонения фазовых вариаций от 
квадратичных трендов на суточном интервале времени и, таким об­
разом, являются случайными функциями с нулевым матожиданием.

При уравнивании РСДБ-наблюдений флуктуациями jr(f) или пре­
небрегают, или описывают их кусочно-гладкими сплайн-функциями. 
В первом случае ошибки лг(г) способны существенно исказить астро­
метрические параметры, особенно относящиеся к близсуточным ва­
риациям вращательного движения Земли. Второй путь требует деле­
ния серии наблюдений на короткие фрагменты, приводит к значи­
тельному усложнению параметрической модели данных, к увеличе­
нию количества оцениваемых параметров и ухудшению обусловлен­
ности системы уравнений. Альтернативой обоим этим способам па­
раметрического уравнивания служит метод СКК, который позволяет 
оценивать случайные сигналы x(t) для каждого момента наблюдений 
без использования какой-либо аналитической модели этих сигналов, 
если известна априорная оценка их автоковариационной функции.

Данные РСДБ-наблюдений зависят от разности шкал времени, 
разнесенных на большие расстояния, поэтому под случайной функци­
ей дг(г) будем понимать относительные фазовые флуктуации двух 
разнесенных водородных мазеров. Кроме того, поскольку РСДБ- 
наблюдения ведутся дискретно, то вместо непрерывной функции x(i) 
мы будем иметь дело со случайными последовательностями 
дг,, х 2,..., x N или случайными векторами х = (х {, х2,..., x N).
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Крупномасштабные вариа­
ции частоты водородных мазеров 
хорошо изучены в спектральной 
области. Однако, как показано в 
[2 1 ], использовать эти данные для 
оценки ковариаций фазовых 
флуктуаций на суточном интер­
вале времени невозможно. Не 
годится для этой цели и другая 
распространенна я статистиче­
ская оценка -  дисперсия Аллена. 

Рис. 7.12. Корреляции внутрисуточ- По этой причине приходится 
ных флуктуаций разности фаз водо- использовать результаты прямых 
родных мазеров NR (сплошная кри- сличений фазы водородных мазе­
вая) и 41-80 (прерывистая). ров. В 1983 г. С. Вардрип [81]

опубликовал результаты таких 
сличений для пары американских водородных мазеров серии NR, 
предназначавшихся для РСДБнаблюдений по программе CDR Сличе­
ния проводились непрерывно в течение 7 сут. Разности фаз (моментов 
времени), представленные в [81] графически, были нами оцифрованы 
и разделены на суточные серии, в каждой из которых из этих разно­
стей были исключены квадратичные тренды. Полученные таким об­
разом равноотстоящие случайные последовательности и
были использованы для вычисления корреляционных функций. 
Усредненная по всем 7 реализациям оценка корреляционной функции 
сх(у) аппроксимировалась моделью вида (7.23), параметры которой 
приведены в табл. 7.2. Сама функция показана на рис. 7.12. В качестве 
априорной оценки дисперсии для мазеров NR можно принять значе­
ние ст2 ~ qx (0 ) = 2 ‘1 0 ‘3 нс2 « 2  см2.

Таблица 7.2. Параметры модели (7.23) для корреляционных функций 
внутрисуточных флуктуаций разности фаз водородных мазеров по 
данным их прямого сличения

Мазеры Р, рад/ч Ф, рад а, ч-' Го- 4

NR (США) 0.36 0.33 0 . 1 1 3.44
41-80 (Россия) 0.45 0.29 0.14 2.87

Для сравнения характеристик американских и российских мазе­
ров, в 1994-1996 гг. было выполнено 9 суточных серий прямых сличе­
ний фазы мазеров типа 41-80 отечественного производства, устано­
вленных на наблюдательном пункте РСДБ-комплекса “Квазар11 в пос. 
Светлое Ленинградской области [1 1 ]. Случайные уклонения измерен­
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ных разностей фаз от квадратичного тренда показаны на рис. 7.13, а 
соответствующие им корреляционные функции -  на рис 7.14. Усред­
ненная оценка сх(у) (жирная кривая на рис. 7.14) аппроксимирова­
лась моделью (7.23), параметры которой представлены в последней 
строке табл. 7.2, а сама модель -  на рис. 7.12.

8 12 16 20 24|
Часы

Рис. 7.13. Пример внутрисуточ- Рис. 7.14. Корреляционные функ- 
ных флуктуаций разности фаз ции флуктуаций разности фаз 
мазеров 41-80 на НП “Светлое” мазеров 41-80 на НП “Светлое” 
по данным прямых сличений. (жирная кривая -  среднее).

4 8 12 16 20 24
Часы

Рис. 7.15. Пример флуктуаций Рис. 7.16. Корреляционные фун- 
разности фаз мазеров WES, WET кции флуктуаций разности фаз 
(жирная кривая) и GIL, WET мазеров GIL и WET по всем дан- 
(тонкая) по РСДБ-наблюдениям ным РСДБ-наблюдений CONT’94 
CONT’94 12 января 1994 г. (жирная кривая -  среднее).

Модель корреляционной функции (7.23) с параметрами для мазе­
ров N R  из табл. 2  была использована для оценивания внутрисуточ- 
ных флуктуаций фазы водородных мазеров, установленных на РСДБ- 
станциях WET, WES и GIL, участвовавших в наблюдательной про­
грамме CONT’94. Поскольку станция WET была выбрана за опор­
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ную, то речь здесь идет о флуктуациях разностей фаз мазеров WES и 
GIL по отношению к мазеру WET. Данные РСДБ-наблюдений обра­
батывались с помощью пакета OCCAM методом СКК. На рис. 7.15 
показан пример оценок фазовых флуктуаций, полученных из обра­
ботки наблюдений за 1 2  января 1994 г. Всего получено 13 суточных 
серий таких оценок. Для всех этих серий вычислены смещенные оцен­
ки корреляционных функций, показанные на рис. 7.16 и 7.17. Усред­
ненные функции представлены на рис. 7.18, а их параметры модели 
(7.19) этих функций даны в табл. 7.3.

1.0

§ 0.5
я

£ 0.0 сх,

£
-0.5

() 4 8 12 16 20 24
Часы

Рис. 7.17. Корреляционные фун- Рис. 7.18. Усредненные корреля- 
кции флуктуаций разности фаз ционные функции разностей фаз 
мазеров GIL и WET по всем дан- мазеров GIL, WET и WES, WET 
ным РСДБ-наблюдений CONT’94 (тонкие кривые; жирная кривая -  
(жирная кривая -  среднее). среднее).

Таблица 7.3. Параметры модели (7.19) для усредненных корреля­
ционных функций внутрисуточных флуктуаций разности фаз водо­
родных мазеров по данным РСДБ-наблюдений

Мазеры Р, рад/ч Ф, рад а, ч - 1 <7

WET-WES 0.41 П 0.30 0 . 1 1 0 . 0 0 1 2

W ET-GIL 0.40 0 . 2 1 0 . 1 0 0.0017

Модель среднего 0.41 0.26 0 . 1 1 0.0013

Из рис. 7.18 и табл. 7.3 видно, что усредненные корреляционные 
функции внутрисуточных флуктуаций фазы мазеров WES и G1L по 
отношению к мазеру WET практически одинаковы, что говорит об 
устойчивости их работы и однотипности. Можно даже утверждать, 
что все три мазера, по-видимому, принадлежат к типу NR, так как 
последний имеет близкие характеристики корреляционной функции
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(ср. данные табл. 7.2 и 7.3). Используя параметры, приведенные в 
последней строке табл. 7.3, получаем окончательную модель кова­
риационной функции относительных фазовых флуктуаций водо­
родных мазеров по данным РСДБ-наблюдений программы CONT’94:

2
Ъ Ы = e - ^ cos(9-84V +0.26), у е[0,1]. (7.25)

cos(0.26)

На рис. 7.19 показаны оцен­
ки дисперсий внутрисуточных 
флуктуаций разностей фаз ма­
зеров (WET-WES) и (WET- 
GIL). Поскольку эта оценки 
ведут себя нестабильно, то ти­
повая ковариационная функция 
(7.25) имеет свободный пара­
метр а 2 .

К сожалению, независимая 
Рис. 7.19. Дисперсии внутрисуточ- синхронизация часов по кана- 
ных флуктуаций разности фаз ма- лам спутниковой связи при 
зеров WES и WET (кружки) и GIL РСДБ-наблюдениях не прово- 
и WET (квадраты) по PC ДБ- дится, поэтому сравнить полу- 
наблюдения м CONT’94. ченные результаты не с чем.

Однако учитьшая, что они со­
гласуются с данными непосредственных сличений мазеров типа NR, 
функцию (7.25) можно рекомендовать для стохастического моделиро­
вания РСДБ-наблюдений с участием станций WET, WES и GIL. Есть 
основания надеяться, что она годится и для других станций, если их 
мазеры принадлежат к тому же типу. В противном случае модель 
(7.25) можно уточнить из самих РСДБ-наблюдений, используя ее в 
качестве первого приближения.

§3. Внутрисуточные вариации ПВЗ

Случайные флуктуации фазы резонансной частоты водородных мазе­
ров определяют неустойчивость реализуемой с их помощью опорной 
шкалы атомного времени, в которой производятся непосредственные 
измерения временной задержки сигнала при РСДБ-наблюдениях. Та­
ким образом, это стохастическое явление целиком относится к ин­
струментальной системе РСДБ. Хотя флуктуации эйконала относятся 
к свободной тропосфере, но поскольку они носят сугубо локальный 
характер, то их тоже можно отнести к обобщенной инструментальной 
системе (см. §1 гл. 1). Отсюда следует, что инструментальная система 
каждого радиоинтерферометра со сверхддинной базой определяется

12 14 16 18 20 22 24|
_______ Дни января 1994 г.
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группой постоянных на суточном интервале времени параметров, 
образующих w-мерный вектор х, и тремя N-мерными стохастически­
ми параметрами У|,У2 .УЗ, из которых первые два представляют собой 
случайные компоненты эйконала тропосферы над первым и вторым 
пунктами интерферометра, а третий -  случайную компоненту разно­
сти фаз водородных мазеров, установленных на этих пунктах. Иначе 
говоря, линейная модель инструментальной системы РСДБ относится 
к смешанному типу и содержит как постоянные, так и стохастические 
параметры:

1 = Ах + Ву + г, (7.26)
где

В = [В, В2 Bj], у = (у„у;,уз), By = В1у, + В2у2 + В3у3. 

Ковариационная матрица составного вектора у, очевидно, равна

Off о о ‘
О Q "  О ,
о О

где N х N  -матрицы автоковариаций о т н о с я т с я  к  флуктуа­
циям эйконала над первым и вторым пунктами РСДБ соответственно 
и определяются функциями вида (7.24), a N x  N  -матрица отно­
сится к относительным флуктуациям фазы опорных генераторов час­
тоты и определяется функцией вида (7.25). Как показано в §1-2 на­
стоящей главы, эти матрицы можно оценить a priori, а затем уточ­
нить из самих РСДБ-наблюдений, поскольку алгоритм средней квад­
ратической коллокации с параметрами (см. § 6  гл. 4) позволяет полу­
чить оценки постоянных параметров х вместе со стохастическими 
параметрами У1 *У2.Уз • Подбор оптимальной дисперсии стохастиче­
ских параметров осуществляется в процессе итераций.

Однако современные РСДБ-наблюдения настолько точны, что 
они оказываются чувствительными к стохастическим явлениям, не 
имеющим отношения к инструментальной системе РСДБ. Например, 
в последние годы было обнаружено, что вращательное движение Зем­
ли на суточных интервалах времени имеет стохастический характер. 
В первую очередь это относится к всемирному времени UT1 и к коор­
динатам полюса х,у.

Внутрисуточные флуктуации всемирного времени объясняются 
главным образом вариациями главного момента инерции Земли 
вследствие перераспределения массы мирового океана под действием 
приливообразующего потенциала. Хотя этот потенциал, возбуждае­
мый силами притяжения Луны и Солнца, носит регулярный характер

Qyy =
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и имеет две основные внутрисуточные гармоники О, и М2, но из-за 
сложного рельефа дна и причудливых очертаний береговой линии 
распределение динамического прилива в мировом океане выглядит 
подобно случайному полю, случайно изменяющемуся во времени. Как 
уже говорилось в § 8  гл. 6 , флуктуации углового момента атмосферы 
непосредственно влияют как на скорость вращения Земли, так и на 
движение ее полюсов. Особенно сильно это влияние сказывается в 
области сезонных (годовых и полугодовых) вариаций. Однако со­
стояние атмосферы Земли возбуждается каждые сутки, поэтому во 
вращательном движении Земли должны существовать также и близ- 
суточные эффекты, вызванные близсуточной динамикой атмосферы. 
Другое дело, что эти эффекты могут оказаться настолько малыми, 
что их трудно выделить даже из таких точных наблюдений, как 
РСДБ. Покажем, как это можно сделать на примере обработки мето­
дом СКК данных наблюдений по программе CONT’94. Для этого 
введем в модель (7.26) еще три глобальных стохастических параметра
Sj, Sn, Sj .

I = Ax + By + Us + r,
где

U = [U , U2 U3], s = (s,,s2 ,s3) , Us = U,Sj + U 2s2 + U3S3 .

Здесь s,,s2 -  случайные компоненты внутрисуточных вариаций коор­
динат полюса .v,i\ a s3 -  аналогичная компонента всемирного време­
ни UT1. Теперь для получения СКК-оценок этих новых стохастиче­
ских сигналов осталось найти априорную оценку ковариационной 
матрицы

о о
Q ss = о q ?2 о

О 0 Qf3

Для оценивания автоковариаций сигналов s^s^sj О. А. Титов 
применил следующую методику [50], Так как характеристики этих 
сигналов на начальном этапе были неизвестны, то в качестве предва­
рительной модели их автоковариационных функций использовалась 
убывающая экспонента. С помощью зтой простейшей модели строи­
лась матрица Qss и вычислялись предварительные оценки всех трех 
сигналов методом СКК. Затем с их помощью вычислялись новые 
оценки ковариационных функций, матриц Qw и сигналов. Поскольку 
в спектре вариаций ПВЗ предполагается наличие суточных и полусу­
точных колебаний, то окончательная модель ковариационных функ­
ций представлялась в двухчастотном виде
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где со -  круговая частота вращения Земли (2тс рад/сут). Окончатель­
ные оценки параметров этой модели д,Ь,а,ф, ц/, полученные нелиней­
ным градиентным методом наименьших квадратов [77, с. 540-548], 
представлены в табл. 7.4. Априорная оценка дисперсии была выбрана 
равной а 2 = I см2. Корреляционные функции вида (7.27) с параметра­
ми из табл. 7.4 представлены на рис. 7.20.

Таблица 7.4. Параметры модели (7.27) для усредненных корреляцион­
ных функций внутрисуточных вариаций параметров вращения Зем­
ли по данным РСДБ- наблюдений

Параметры вращения Земли а b а, с у г 1 ф, рад V. РаД
Всемирное ремя U T 1 0.47 0.87 2 . 0 0.59 0

Координаты полюса х,у 0.60 0.28 2 . 0 0.09 0.05

Для примера на рис. 7.21 
приведены оценки флуктуаций 
всемирного времени U T 1 , полу­
ченные О. А. Титовым [49] из 
обработки РСДБ-наблюдений 
по программе CO NT94 (12-24 
январ»я 1994 г.) на сети из трех 
станций WET, WES и GIL. Л и­
нейная модель данных наблю­
дений содержала 8  внутрису­
точных стохастических пара­
метров: 3 случайные компонен­
ты эйконала тропосферы для 
трех указанных станций, 2  слу­
чайные компоненты флуктуа­
ций фазы водородных мазеров, 
установленных на станциях 
WES и GIL, по отношению к 

мазеру станции WET, который принимался за опорный, и 3 глобаль­
ных параметра -  случайные вариации всемирного времени UT1 и 
координат полюса х  и у. Обработка велась методом СКК с помощью 
программного пакета OCCAM. Все три станции вели синхронные 
круглосуточные наблюдения одних и тех же ВР, поэтому обработка 
данных, относящихся ко всем трем базам, велась совместно суточны­
ми сериями в режиме многобазового уравнивания.

Рис. 7.20. Корреляционные функции 
внутрисуточных вариаций ПВЗ по 
данным PCД Б-наблюдений (коор­
динаты полюса -  сплошная кривая, 
всемирное время -  прерывистая).
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Вместе с СКК-оценками внутрисуточных вариации всемирного 
времени UT1 на рис 7.21 показаны также оценки тех же вариаций, 
полученные из обработки того же наблюдательного материала с по­
мощью программного пакета СALC/SOLVE в Годдардовском центре 
космических полетов (Д. Гипсон, частное сообщение). Из их сравне­
ния видно, что они имеют существенно разную плотность (временное 
разрешение). Если СКК-оценки даны для каждого момента наблюде­
ний, то оценки CALC/SOLVE являются усредненными приблизитель­
но за час наблюдений, поскольку они получены методом наименьших 
квадратов путем фрагментации суточной серии данных. Хотя согла­
сие обоих рядов оценок удовлетворительное, однако разрешающая 
способность метода наименьших квадратов всегда ограничена, так 
как дальнейшее уменьшение интервала фрагментации данных обяза­
тельно приведет к неустойчивости решения. Существенным недостат­
ком СКК-оценок является их кусочная непрерывность, так как они 
получены из независимой обработки отдельных серий. Лучший ре­
зультат можно получить из совместной обработки всех серий.

Рис. 7.21. Внутрисуточные вариации всемирного времени UT1, полу­
ченные из обработки РСДБ-наблюдений на станциях WET, WES и 
GIL по программе CONT’94 с помощью независимых программных 
пакетов С ALC/SOLVE (квадраты) и OCCAM/LSC (точки).

§4. Фильтрация и прогноз ПВЗ

Одним из наиболее ярких примеров эффективности стохастического 
анализа методом средней квадратической коллокации является его 
применение к традиционным астрометрическим задачам фильтрации 
и прогноза параметров вращения Земли (ПВЗ).

Имеется два основных подхода к задаче фильтрации. В первом 
подходе, который можно назвать частотной фильтрацией, требуется 
из имеющейся случайной последовательности (временного ряда) оце­
нок ПВЗ 1 = (/рА ,...1/лг) выделить такую “сглаженную” последова­
тельность t = , l2, . . . ,tN), чтобы спектр мощности разностей (невязок)
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г = ( Г11 h »• ■ • ■ rN) вида г = I - 1 был ограничен слева некоторым вы­
бранным заранее значением частоты а .  Это значит, что искомая по­
следовательность t не должна содержать случайных компонент с час­
тотами, большими т. Все такие компоненты должны быть отфиль­
трованы и содержаться в разностях (невязках) г. Такой подход харак­
терен практически для всех аналитических методов сглаживания, 
используемых в настоящее время. Основной характеристикой таких 
методов является передаточная функция, которая собственно и опи­
сывает разделение спектра мощности исходной последовательности 1 
между последовательностями t и г. Хорошо известный алгоритм 
сглаживания Вондрака [80], уже давно используемый в службе IERS, 
относится как раз к методам частотной фильтрации, поскольку сво­
бодный параметр этого алгоритма (параметр сглаживания б )  связан с 
граничной частотой из. Частотная характеристика метода Вондрака 
приводится, например, в [25] и в любом годовом отчете IERS.

При втором подходе, который будем называть стохастической 
фильтрацией, из данной случайной последовательности l = (llil2y...,lN) 
выделяется случайный сигнал t = с заданными стохастиче­
скими свойствами. Обычно эта свойства описываются автоковариа- 
ционной функцией сигнала qt(у) или соответствующей N x N -мат­
рицей автоковариаций Q/r Принципиальную разницу между двумя 
этими подходами удобно демонстрировать в спектральной области

(см. рис. 7.22).
Частотная фильтрация 

сводится к вертикальному 
рассечению спектра мощ­
ности последовательности 1 
на две части, из которых ле­
вая относится к искомому 
сигналу t, а правая -  к невяз­
кам г. Стохастическая филь­
трация как бы “ортогональ­
на” частотной -  здесь рассе­
чение спектра мощности осу­
ществляется в горизонталь­
ном направлении так, что его 
верхняя половина относится к 
искомому сигналу t, а нижняя
-  к невязкам г. При фильтра­

ции белого шума линия рассечения спектра есть прямая, параллель­
ная оси частот и отстоящая от нее на расстоянии, равном плотности 
энергии (интенсивности) этого шума. Если же фильтруется цветной 
шум, то линия рассечения представляет собой кривую спектральной 
плотности этого шума.

Рис. 7.22. Принципы частотной и сто­
хастической фильтрации.
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К сожалению, при вычислении функции q{(y) вещественного про­
цесса 1(Т) теряется заключенная в нем фазовая информация, поэтому 
последовательность Фурье-преобразований 1(Т) => ^(у) => 5Дсо) не 
имеет полного обратного хода. Хотя обратное преобразование 
5Дсо) => ^(у) существует, но дальнейший переход <?/(у)=>/(Г) невоз­
можен. По этой причине описанные выше процедуры фильтрации в 
частотной области носят не более чем иллюстративный характер.

Рассмотрим задачу стохастической фильтрации с точки зрения 
средней квадратической коллокации. Если данные наблюдений 1 
представляют собой аддитивную смесь 1 = t + г + Ах сигнала t, шума г 
и линейного тренда А х , то, как показано в §5-6 гл. 4, оптимальное 
выделение сигнала t с известной матрицей автоковариаций Q„ осу­
ществляется с помощью третьей из формул (4.82):

i = Q „ Q « (l-A x )- <7'28)

Оценку шума г можно получить как разность г = 1 - 1 или выделить ее 
непосредственно:

f = Q „Q /-/'(i-A *). (7-29)

Параметры тренда х находятся по первой из формул (4.82).
Если ковариационная матрица Q rr имеет диагональный вид и 

равна Qrr = <j2rl , то вектор г представляет собой стационарный белый 
шум. В самом общем случае ковариационная Q rr может быть полной 
симметричной матрицей и тогда г -  коррелированный цветной шум.

Продемонстрируем применение метода СКК для решения про­
стейшей задачи -  фильтрации белого шума. Для этого был выбран 
ряд координат полюса IERS (С02) за 1970-1975 гг. с интервалом дис­
кретизации 5 сут, в котором случайные ошибки наблюдений были 
еще значительны. После удаления тренда по формуле (4.31) вычисля­
лись несмещенные оценки ковариационных функций qt(y) для обеих 
координат полюса, которые показаны на рис. 7.23. В точке у = 0 эти 
функции претерпевают скачок, равный дисперсии некоррелированно­
го белого шума о 2, который схематично показан на рис. 7.24. Для его 
выделения строилось симметричное продолжение функции ^(у) в 
отрицательную область аргумента, а затем она аппроксимировалась 
полиномом четной степени в ближайшей окрестности точки у = 0  (за
исключением самой этой точки). Подставляя матрицу Qrr -  c 2rl  в 
формулу (7.29), получаем требуемую оценку шума ? и сигнала t = 1 -г .

-288-



Рис. 7.23. Автоковариационные функ- Рис. 7.24. Определение дис- 
ции х-координаты (жирная кривая) и Персии белого шума по скач- 
^-координаты полюса (тонкая) по ку автоковариционной функ- 
данным IERS (С0 2 ) за 1970-1975 гг. ции в нуле (указан стрелкой).

Выделенный таким образом шум х-координаты полюса и кова­
риационные функции таких шумов для обеих координат показаны на 
рис. 7.25 и 7.26 соответственно. Быстро убывающий вид ковариаци­
онных функций свидетельствует о том, что выделенный шум действи­
тельно является слабо коррелированным и поэтому его можно назы­
вать белым. Однако этот шум не является стационарным, так как его 
дисперсия меняется во времени, что хорошо видно из рис. 7.25. Это 
явление прямо связано с изменением точности оценок координат по­
люса в ряде IERS (С02).

Рис. 7.25. Результат фильтрации 
белого шума для х-к о ординаты 
полюса.

Рис. 7.26. Ковариационные функ­
ции белого шума для координат 
полюса х  (жирная кривая) и у  
(тонкая).
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Перейдем теперь к задаче стохастического прогноза ПВЗ методом 
СКК и продемонстрируем ее решение на примере координат полюса. 
Будем по-прежнему считать, что имеющиеся данные наблюдений 1 
заданы дискретно и их можно представить линейной моделью

1 = Ax + t + r,

в которой полезный сигнал t и белый шум г аддитивно смешаны с 
линейным трендом Ах. Оптимальный прогноз сигнала t дается фор­
мулой (4.63)

f = Q /,Q //'(l-A x ). (7-30)

Если требуется вычислить прогноз h исходного ряда наблюдений
1, то к прогнозу сигнала f нужно добавить еще и прогноз тренда:

h = f + Вх. (7.31)

Поскольку элементы матрицы А всегда могут быть заданы аналити­
ческими функциями времени (например, полиномами Лежандра), то 
прогнозирующая матрица В вычисляется без затруднений. Разности
ё = h — h между новыми данными наблюдений h и их прогнозом h 
служат для оценки качестве прогноза.

Проще всего прогноз сигнала осуществляется в том случае, когда 
шум г является белым. Такой шум не коррелирует с сигналом, поэтому 
ковариационная матрица сигнала может быть легко найдена непо­
средственно из ковариационной матрицы данных: Q„ = Q(l -  a 2rl . Для 
равномерно заданной дискретной последовательности наблюдений 
автоковариационная матрица Q„ сигнала t = имеет раз­
мер N x N  и строится по правилу теплицевых матриц с помощью 
ковариационной функции сигнала qt(yk) = qk (к = 0 ,1,2 , . . . , - 1):

Q,i =

% % Й2 4 n -  1
Ч\ <k Ч\ ■' 4 N -2

Чг % % "  Чц-ъ

4n -\ 9 n -2 Чы-ъ ' %

(7.32)

Более сложную структуру имеет р х N  -матрица Q j{, которая пред­
ставляет собой ковариации /^-мерного прогноза f  с //-мерным сигна­
лом t:
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Эта матрица является продолжением вниз на р  строк конечной 
N х N  -матрицы Q„, поэтому больше ее половины заполнено нулями, 
что снижает точность прогноза. Однако этот недостаток легко ис­
править, если автоковариационная функция сигнала qk допускает 
продолжение (экстраполяцию) за пределы интервала /с е [ 0 , N-1].  
Проще всего это сделать путем аналитической аппроксимации дис­
кретной функции qk непрерывной функцией вида

т _2
?/(у) = Z ----------------------------------- —  e~aiJcos(Piy + ф,). (7.34)

ы  cos<p.

Модель ковариационной функции 
(7.34) соответствует суммарному ВЫ ХОД-

гя
ному сигналу = для много-

1=1

канальной динамической системы (см. 
рис. 7.27), состоящей из m независимых 

Рис. 7.27. Многоканальная подсистем, каждая из которых возму- 
динамическая система ПВЗ. Щается белым шумом vt(T) и описывает­

ся следующим стохастическим диффе­
ренциальным уравнением 2-го порядка [47, с. 113]:

аА  + ь̂  + Ы = ' ) ( т)- (7-35)

V, ----------- ► 0 7 " ___ ^

-----------► (2 ) ------И.2

Ья * ( т ) -------► *»,

Подобные системы уже рассматривались в §1 - 2  настоящей главы.
Исследования алгоритма прогноза выполнялись на основе рядов 

ежесуточных сглаженных значений координат полюса IERS (С04) за 
период 1984-1995 гг. Хорошо известно, что в движении полюса пре­
обладают два колебания: чандлеровское с периодом Рс « 433 сут и

-291-



годовое с периодом РА и 365 суг. По этой же причине модель АКФ 
вида (7.34) была выбрана двухчастотной ( т  = 2), а продолжитель­
ность прогнозируемого (базового) ряда Р равной приблизительно 
шести годам (Р = 5 х Рс = 2165 сут « 6  х ^ ) ,  чтобы оба колебания в 
этом интервале времени укладывались почта целое число раз и не 
возникало заметных дополнительных трендов этого ряда.

Для оценки точности прогноза необходимо набрать статистику 
его ошибок ё = h — h . Для этого 6 -летний базовый интервал наблюде­
ний, охватывающий в первоначальном положении период 1984-1989 
гг., последовательно сдвигался на 30 сут вперед. После каждого сдви­
га вновь вычислялись оценки автоковариационных функций обеих 
координат полюса, выполнялась их аппроксимация двухчастотной 
моделью (7,34), эта модель вновь экстраполировались на 400 сут впе­
ред и строился новый прогноз на этот же срок с дискретностью 5 сут. 
Всего выполнено 67 таких сдвигов базового ряда, поэтому для каждо­
го упреждения прогноза р -  5,10,. ..,400 сут было получено 67 разно­

стей epJ = hpJ - h pj ( j  = 1,2,...,67), с помощью которых затем были вы­
числены средние квадратические ошибки прогноза по формуле

(7.36)

Попробуем теперь применить описанный выше алгоритм прогно­
за для несмещенной и смещенной оценок АКФ.

Несмещенная оценка автоковариационной функции (АКФ) дис­
кретной последовательности *,.(/= 1,2 ,..., N) вычисляется по формуле 
(4.31):

Як = т ^ - г  (k = 0 X 2 , . . . , N - \ ) .  (7.37)
/V -  Л ,=1

Из этой формулы видно, что ввиду ограниченности базового ряда 
(в нашем случае N = 2165) количество усредняемых произведений 
(“квантов” ковариации) x tx i+Jc с ростом индекса временного сдвига к 
непрерывно уменьшается, а вместе с тем уменьшается и статистиче­
ская достоверность оценок qk . Для устранения этого недостатка не­
которые авторы рекомендуют использовать не всю эту функцию, а 
только ее переднюю, наиболее достоверную, часть, ограниченную 
некоторым выбранным заранее значением к0 < N - 1. Однако вопрос о 
выборе значения к0 остается открытым.

Альтернативой несмещенной оценке АКФ вида (7.37) является так 
называемая смещенная оценка
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Sk = j j ' t , x , x uk (k = 0,1,2..... N - l ) ,
N » = |

которая связана с предыдущей соотношением

(7.39)

Поскольку смещение оценки (7.37) равно нулю:

j Л'-А:
(7.40)

то смещение оценки (7.38) равно

При N -+ оо это смещение стремится к нулю и оценка (7.38) становит­
ся асимптотически несмещенной. Но при ограниченном N  и при к, 
близком к N, величина смещения может быть весьма значительной. 
Сравнительный анализ дисперсий оценок (7.37) и (7.38) показывает, 
что “для типичных приложений средний квадрат ошибки (сумма дис­
персии и квадрата смещения) будет, как правило, больше для оценки
(7.37), чем для оценки (7.38), особенно в тех случаях, когда макси­
мальное значение временного индекса к будет приближаться к числу 
отсчетов данных N” (см. [40, с. 186].

Важнейшим преимуществом смещенной оценки АКФ (7.38) с точ­
ки зрения теории СКК является то обстоятельство, что эта функция 
является положительно полуопределенной, так как образованные с ее 
помощью матрицы автоковариаций всегда положительно полуопре- 
делены. Однако в тех случаях, когда случайная последовательность 
Л'Д / = 1,2 ,..., N) содержит в себе периодический сигнал, использование 
смещенной оценки АКФ приводит к смещению (уменьшению) перио­
да этого сигнала и его фактора добротности (подробнее об этом см. 
§5 наст. гл.).

Таким образом, для одного и того же базового ряда наблюдений 
мы имеем возможность построить несколько существенно различных 
оценок АКФ, что, с одной стороны, приводит к неоднозначности 
решения задачи прогноза, а с другой -  создает возможность выбора 
наилучшего из этих решений. Очевидно, что с точки зрения этой за­
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дачи оптимальной оценкой АКФ следует признать ту, которая дает 
наиболее точный прогноз с наибольшим упреждением.

На рис. 7.28 и 7.29 показаны вычисленные Ю. Л. Русиновым оцен­
ки точности прогноза методом СКК с использованием смещенной 
оценки АКФ (7.38) в сравнении с точностью прогноза, осуществляе­
мого службой IERS, и прогноза, полученного 3. М. Малкиным [71] на 
основе алгоритма авторегрессии -  скользящего среднего (АРСС). 
Средняя квадратическая точность прогноза обеих координат полюса 
методом СКК оказалась практически постоянной для всех интерва­
лов упреждения вплоть до 400 сут и близкой к величине ±0".002, что 
сравнимо с точностью самих координат полюса по данным IERS. 
Точность других прогнозов существенно хуже.

Рис. 7.28. СКО прогноза х - коор- Рис. 7.29. СКО прогноза у- коор­
динаты полюса при использова- динаты полюса при использова­
нии смещенной оценки АКФ. нии смещенной оценки АКФ.

Покажем теперь результаты численных экспериментов по прогно­
зированию координат полюса методом СКК с использованием не­
смещенной оценки АКФ. Поскольку точность этой оценки падает с 
увеличением индекса сдвига /с, то суть этих экспериментов сводится к 
исследованию влияния этого эффекта.

Попытки применения полной двухчастотной модели (7.34) для 
аппроксимации несмещенных оценок АКФ закончились неудачей, так 
как параметры зтой модели оказались неправдоподобными. В связи с 
этим период Рс  -  433.3 сут и фактор добротности 2 с  = 121 чандлеров- 
ского движения полюса, заимствованные из [75], были приняты как 
известные величины и не уточнялись в процессе аппроксимации. Та­
ким образом, неизвестными параметрами чандлеровской компоненты 
АКФ для обеих координат полюса считались только дисперсия а 2с и
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фаза фс . Что касается годовой компоненты разложения (7.34), то для 
нее определялись все параметры модели АКФ: c 2Ala AlfiA,<pA.

Для выбора оптимального значения параметра у0 = k0f ( N - 1), с 
помощью которого выделяется передняя, наиболее достоверная часть 
несмещенной оценки АКФ, вычисления прогноза были выполнены в 6  
вариантах: у0 = 1/ 6 , 1/3, 1/ 2 , 2/3, 5/6, 1 . Первый вариант был отбро­
шен как неудовлетворительный, а точность прогнозов при остальных 
значениях у0 в остальных вариантах показана на рис. 7.30 и 7.31. Из 
этих рисунков видно, что наибольшую точность имеет 3-й вариант, 
поэтому значение у0 = 1 / 2  следует признать оптимальным.

Рис. 7.30. СКО прогноза х - коор- Рис. 7.31. СКО прогноза у - коор­
динаты полюса при несмещенной динаты полюса при несмещенной 
оценке АКФ. оценке АКФ.

Таким образом, для прогноза координат полюса с помощью 
6 -летнего базового ряда наблюдений можно использовать или всю 
смещенную оценку АКФ, или половину несмещенной оценки, причем 
в последнем случае период и фактор добротности чандлеровского 
колебания полюса лучше считать известными и равными Рс = 433.3, 
Qc = 1 2 !. В обоих случаях СКО прогноза с упреждением до 400 сут 
приблизительно одинакова и близка к +0 ".0 0 2 .

§5. Ковариационный анализ

Как видно из всего предыдущего изложения, одним из основных эле­
ментов теории ОМНК является понятие автоковариации случайной 
последовательности или вектора, введенное в §2 гл. 4. Однако прак­
тическое воплощение этого понятия в конкретную автоковариацион-
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ную функцию (АКФ) или матрицу (АКМ) вызывает ряд затруднений, 
которые требуют специального рассмотрения.

Первая проблема состоит в том, чтобы обнаружить коррелиро- 
ванность случайной последовательности. Пусть последовательность 
x (h) 0  = 1*2 , . . . ,N)  есть результат дискретизации непрерывного слу­
чайного процесса л(/), где I -  текущее время. Хотя процесс *(/) есть 
функция времени, но с физической точки зрения он может развивать­
ся в другом измерении, т.е. он может зависеть не от формального ар­
гумента г, а от какого-либо физического параметра А, который в свою 
очередь представляет собой непрерывную функцию времени /?(/). 
Например, принято считать, как это мы и делали в §1 настоящей гла­
вы, что величина эйконала тропосферы в данном месте является 
функцией времени, однако на самом деле она зависит от температу­
ры, давления и влажности воздуха, которые могут изменяться не про­
порционально течению времени, а испытывать суточные колебания, 
кратковременные аномалии и т.д. В результате случайная последова­
тельность .*(/,) как функция формального аргумента г. может ока­
заться некоррелированной и выглядеть как белый шум, в то время как 
соответствующая ей последовательность х(/^) как функция физиче­
ского параметра может быть коррелированной. Автор столкнулся с 
этой проблемой при анализе остаточных невязок г измерений зенит­
ных расстояний звезд с помощью астролябии в Пулкове [17, 63]. В 
последовательностях /•(/,) никаких корреляций обнаружено не было,
но стоило ввести еще один аргумент -  азимут звезды а{1) -  и образо­
вать двумерную случайную последовательность r(th aj), как ее корре- 
лированность, хотя и слабая, стала проявляться достаточно четко.

После обнаружения коррелированное™ случайного процесса 
важнейшей задачей становится оценивание его автоковариационной 
функции. Пусть мы имеем некоторую совокупность (ансамбль) реали­
заций центрированных случайных последовательностей хл(^) 
(s= 1,2 , . . . ,л). Образуем все возможные “кванты” автоковариаций 
ЧА1и 1] ) = aj (h)xs(lj) O’J = 1,2 ,...,//). Тогда в качестве оценки АКФ для
произвольной последовательности из этого ансамбля можно принять 
двумерную функцию вида

П 5=1

Если моменты наблюдений ti являются равноотстоящими, то сово­
купность оценок fy = qx (ih ij) образует матрицу автоковариаций
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Изложенный выше алгоритм оценивания АКФ и АКМ является 
наиболее оптимальным, так как все элементы ^  определяются здесь с
одинаковой точностью.

Однако любая эмпирическая оценка АКМ вида (7.43) должна 
удовлетворять свойству положительной определенности. Только в 
этом случае ее можно использовать в алгоритмах ОМНК. Для про­
верки положительной определенности матрицы Qxx можно восполь­
зоваться правилом Сильвестра (см. §1 гл. 2) или вычислить собствен­
ные значения (числа) этой матрицы, которые все должны быть поло­
жительны. Но если эти проверки покажут, что матрица Qxx не яв­
ляется положительно определенной, то возникает задача построить 
некоторое преобразование Qxx=>Qyy, которое давало бы заведомо
положительно определенную матрицу Qyy, причем эта матрица 
должна как можно меньше отличаться от исходной матрицы Q ^ , 
чтобы не потерять содержащуюся в ней полезную информацию об 
исследуемом процессе jc(f). Такое преобразование можно назвать 
“положительной фильтрацией” матрицы Qxxy поскольку его смысл 
заключается в том, чтобы выделить из этой матрицы положительно 
определенную ‘компоненту” Q ^ .

Наиболее общим методом положительной фильтрации матрицы 
Qxx является аппроксимация ее элементов qtJ двумерной положитель­
но определенной функцией fy. Основная трудность здесь заключается 
в правильном выборе типа базисных функций для модели qiJt роль
которых могут играть функции типа (7.34), двумерные полиномы 
четной степени и т.д. Другой распространенный прием состоит в 
преобразовании матрицы Qxx в теплицеву матрицу вида

Это преобразование выполняется наиболее просто, когда случайные 
последовательности xs(it) заданы в равноотстоящие моменты време­
ни. В этом случае элементы qk (к = - \ )  матрицы Q у образу­
ются усреднением диагональных элементов матрицы Q ^ :

9о Ч\ Чя- 1
?i % 4n -2 (7.44)

4n ~ 1 Яп-2
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Если в этом выражении положить п = 1, то мы получим несмещен­
ную оценку АКФ вида (7.37), вычисленную по единственной реализа­
ции процесса. Отсюда следует, что преобразование (7.45) произволь­
ной матрицы Qxx в теплицеву матрицу эквивалентно преобразо­
ванию исходного процесса x(t) в стационарный эргодический про­
цесс у{1). Вопрос о том, насколько оптимально такое преобразова­
ние, т.е. насколько велики возникающие при этом потери информа­
ции, остается открытым. Самые общие соображения подсказывают, 
что эти потери могут быть значительными. Так, из сравнения формул 
(7.42) и (7.45) видно, что в матрице содержится более подробная 
информация о ковариациях процесса x( t ), которая при переходе к 
матрице Q v>. усредняется и концентрируется в области малых сдвигов
А, поскольку с ростом к постепенно уменьшается количество усред­
няемых “квантов” ковариаций. Иначе говоря, если достоверность 
всех элементов матрицы Qxx одинакова, то достоверность элементов 
матрицы Q^, падает по мере удаления от главной диагонали. Кроме 
того, матрица Qxx допускает некоторую нестационарность процесса 
дг(0 , поскольку ее диагональные элементы qn необязательно одина­
ковы, т.е. дисперсия процесса может быть переменной.

Ухудшение точности элементов матрицы Qyv с увеличением их
расстояния от главной диагонали можно частично скомпенсировать, 
введя еще одно преобразование ковариаций Qyy => Qzz, согласно ко­
торому элементы матрицы Qzz определяются формулой

Это выражение представляет собой смещенную оценку АКФ (7.38).
Смещенные оценки АКФ представляют собой затухающие функ­

ции, и поэтому они всегда положительно определены. Однако если 
случайный процесс x(t) содержит синусоидальные колебания, что 
очень характерно для рядов ПВЗ, то эти колебания будут представле­
ны в смещенных оценках АКФ в искаженном виде -  с уменьшенным 
периодом и с увеличенной скоростью затухания. В спектральной об­
ласти это приводит к сдвигу соответствующих пиков в сторону более 
высоких частот и к их расширению. Рассмотрим этот эффект подроб­
нее на примере чанддеровского колебания в движении полюсов.

. N - к  . 
g k ~ N Чк' (7.46)

-298-



Пусть мы имеем на интервале времени t е[0,1] некоторый стацио­
нарный эргодический процесс x ( t ) , представляющий собой зату­
хающее гармоническое колебание с периодом Р = 2п/со . Тогда истин­
ная АКФ этого процесса может быть представлена в виде

q(y )  =  a 2 e ' aTcoS£oy, у е [ 0 ,1 ] .  (7 .4 7 )

Поскольку интервал наблюдений ограничен, то выборочная несме­
щенная оценка q(у), вычисленная по формуле (7.37), не будет совпа­
дать с истинной функцией (7.47), поэтому

?(у) = <?(у) + и(у). У б[0.1]. (7.48)

Как показано выше, ошибка оценивания ц(у) возрастает с увеличе­
нием сдвига у. Чтобы уменьшить эту ошибку, будем использовать 
смещенную оценку АКФ типа (7.38), которую можно представить в 
непрерывном виде

i(y )  = (I-y )? (y ) = (I-y )? (y ) + v(y), уе[0,1]. (7.49)

Пренебрегая здесь ошибкой v(y) = (1 -  у )ц(у), находим

&(у)~ (1~ уЖ у) = o 2( l - y ) e ”“r coscoy, у е[0,1]. (7.50)

Выясним теперь, сохраняется ли период гармонического колеба­
ния в полученных оценках АКФ? Будем определять этот период как 
расстояние между последовательными максимумами АКФ. Для ис­
тинной оценки АКФ (7.47) условие экстремума имеет вид

y -  = - o 2a e " a) coscoy - a 2 e~ar со sin coy = 0
ay

или
nn I a  nn 7

У„ = ---------arctg— = ------/ ( a ,© ) ,  (7.51)
CD 0  CO CD

где n = 0,1,2,... -  номер экстремума. Обозначая период колебания Рп 
как расстояние между последовательными одноименными экстрему­
мами (максимумами или минимумами), имеем с помощью (7.51):
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т.е. период осцилляций АКФ (7.47) постоянен и равен истинному пе­
риоду гармонического колебания исходного случайного процесса.

Для смещенной оценки АКФ (7.50) условие экстремума имеет вид

dg
—  = -coscoy -a (l-y )coscoy  -  (1 -  у )co sin coy = 0
dy

или
nn 1 1 + a(l - y  „) Tin , . .у „ = ----------arctg— - i ----------------------------------------------- B- = --/„ (  ct.co). (7.53)
CO CO CO (1 — У / , )

Детальный анализ этого нелинейного уравнения показьшает, что 
Л (а »со) > 0  и /„ +1(а,со)> /„(а,со), поэтому его корни уп (п = 0 , 1, 2 ,...)
располагаются на оси у неравномерно, все более сдвигаясь к началу 
интервала [0,1]. В связи с этим период Рп всегда меньше истинного 
периода осцилляций исходного процесса:

рп = У п+2 -  У п = Р -  [ /Л+2 («.'® ) - / * ( « .“ )]< Р -

а разность между последовательными периодами всегда отрицатель­
на:

р*+2 - рп = 4 Л+Л»,со) + / л(а, со)] < 0 .

Рассмотрим для примера ряд наблюдений координат полюса про­
должительностью Т = 2165 сут * 6  лет, в котором период Чандлера 
укладывается 5 раз. Характеристики этого затухающего колебания 
(6.256) и (6.257), отнесенные к величине интервала Т% будут равны

о 1 2 я  |Л со 10яР = - ,  со = —  = 10тг, a  = —  = ------ и 0.13.
5 Р 2 Q 2121

Теперь с помощью формулы (7.53) можно вычислить сдвиг экстре­
мумов этого колебания в смещенной оценке АКФ (7.50):

, ,  ч п 1 1 + 0.13(1-и/10)

Результаты этих вычислений представлены в табл. 7.5.
Учитьшая, что смещенная оценка АКФ считается обычно равно­

точной для всех у, показанный в табл. 7.5 сдвиг ее экстремумов, осо­
бенно значительный для последних колебаний, неизбежно должен 
приводить к заниженным значениям среднего периода гармоническо­
го колебания, который определяется путем модельной аппроксимации
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этой функции или путем ее Фурье-преобразования в спектральную 
плотность. Очевидно также, что смещенная оценка АКФ дает совер­
шенно искаженное значение для коэффициента затухания а  или свя­
занного с ним фактора добротности Q, так как она даже незату­
хающее колебание превращает в затухающее. Соответствующий ей 
коэффициет а  всегда больше, а фактор Q соответственно меньше ис­
тинного, что автоматически приводит к расширению спектрального 
пика. Оба эти явления и были обнаружены при прогнозировании 
координат полюса методом СКК (см. §4 наст. гл.).

Таблица 7.5. Сдвиг экстремумов в смещенной оценке АКФ для вариа­
ций координат полюса с периодом Чандлера на 6 -летнем интервале 
наблюдений (в сутках)

п 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

2.5 2.7 3.0 3.4 3.9 4.7 5.8 7.6 1 1 . 2 21.5 108

На рис. 7.32 и 7.33 показаны оценки периода и фактора доброт­
ности чандлеровского движения полюса, полученные в процессе ис­
пытаний алгоритма прогноза координат полюса методом СКК с по­
мощью смещенной оценки АКФ (см. §4 наст. гл.). Базовый ряд дан­
ных наблюдений IHRS (С04) продолжительностью 6  лет смещался 67 
раз из начального положения 1984-1989 гг. в конечное положение 
1990-1995 гт. с шагом 30 сут.

Рис. 7.32. Период Рс чанддеров- Рис. 7.33. Фактор добротности 2с  
ского движения полюса (коор- чандлеровского движения полюса 
дината х  -  жирная кривая, у -  (координата х  -  жирная кривая, у  
тонкая). -  тонкая).

Хотя оценки периода Чандлера оказались весьма устойчивыми, 
как и должно быть с геофизической точки зрения, но их среднее зна-
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значение (~ 426.3 сут) смещено на 7 сут относительно общепринятой 
величины 433.3 сут. Оценки фактора добротности оказались не­
стабильными и далекими от общепринятого значения gc  ~ 1 2 1 .

Таким образом, на основании вышеизложенного следует конста­
тировать, что смещенная оценка АКФ дает искаженное представле­
ние об исходном случайном процессе, особенно если этот процесс 
содержит гармоническое колебание с непрерывным или дискретным 
спектром. А поскольку ряды ПВЗ содержат именно такие сигналы, то 
мы приходим к неутешительному выводу о непригодности этой оцен­
ки для анализа ПВЗ.

Но что нас заставляет пользоваться смещенными оценками АКФ? 
Основная причина состоит в том, что, как утверждается в литературе 
(см., например, [40, с. 186]), смещенная оценка АКФ гарантирует по­
ложительную определенность этой функции и соответствующей ей 
матрицы. Хотя строгого доказательства этого утверждения нам не 
встречалось, мы не будем его оспаривать, а зададимся вопросом: нет 
ли какого-либо другого, более корректного способа выделения из 
выборочной несмещенной оценки АКФ qx(у )  такой положительно 
определенной части qx(y), которая бы лучше соответствовала исход­
ному случайному процессу * (/), чем смещенная оценка gx (у)? На наш

взгляд, имеется три способа 
решения этой задачи.

Первый способ состоит в 
том, что из выборочной не­
смещенной оценки АКФ qx (y) 
на интервале у е [ 0 , 1 ]  выде­
ляется ее наиболее точный 
передний отрезок, определен­
ный на более коротком 
“интервале достоверности” 
у е [ 0 , у 0 ] ,  который ограничен 
выбранным параметром у0 < 1 . 
Эта часть АКФ затем ап­
проксимируется положительно 

определенной моделью ?*(у), допускающей экстраполяцию на всем 
интервале [0,1] и даже за его пределами. Сказанное выше иллюстри­
руется на рис. 7.34, где специально показано типичное явление 
“раскачки” несмещенных оценок АКФ qx{у) на конце интервала, 
которое объясняется падением их точности. Применение этого спосо­
ба в задаче прогноза (§4 наст, гл.) дало удовлетворительные резуль­
таты.

Второй способ непосредственно вытекает из утверждения, что 
автоковариационная функция qx(y) неотрицательно определена, если

\ -Оценки Экстраполяция
05 \  Д  АКФ модели
X
Я
л5Р*ЛА / W1 1 \  г ° \  V\ОЖ

\  /Он
<

\  1 Граница
v Модель АКФ до сто в ерн ости

Рис. 7.34. Выделение достоверной 
части несмещенной оценки АКФ.
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соответствующая ей спектральная плотность 5Л.(со) неотрицательна
для всех значений циклической частоты со. Из теории спектрального 
анализа случайных процессов известно, что спектральная плотность 
5 ; (со) вещественного стационарного процесса /с(г) симметрична отно­
сительно нулевой частоты и неотрицательна при любых со. Отсюда 
следует, что обратное Фурье-преобразование неотрицательной спек­
тральной плотности Sx (со) должно порождать неотрицательно опре­
деленную ковариационную функцию. На этом основании можно 
предложить следующий алгоритм “положительной фильтрации” вы­
борочной оценки ковариационной функции <?х(у):

(а) путем локальной аппроксимации АКФ qx(у) в окрестностях 
точки у = 0 (см. §4 наст, гл.) определяем скачок этой функции в нуле 
Д<?д(0), с помощью которого оцениваем спектральную плотность 
белого шума с= Aqx {0)j2n (см. [47, с. 97-98]);

(б) с помощью косинусного преобразования Фурье

вычисляем оценку функции спектральной плотности;
(в) осуществляем "положительную” фильтрацию функции Sx(co);

для этого все ее значения Sx (<o) < с полагаем равными Sx (a>) = с; мож­
но осуществлять и другие преобразования этой функции, например 
сглаживание и т.п.; в результате получаем положительную для всех 
частот функцию спектральной плотности 5^ (со);

(г) с помощью обратного преобразования Фурье

находим заведомо положительно определенную оценку АКФ, что и 
требуется.

Третий способ по сути дела представляет собой модернизацию 
первого. Его цель состоит в том, чтобы выделить из всей совокуп­
ности несмещенных оценок АКФ qk (к = 0 ,1,2,...,N -1) положительно 
определенную компоненту qk (к = 0 ,1, 2 ,..., N - 1), не прибегая к деле­
нию оценок qk на достоверную и недостоверную части. Очевидно, что 
это можно сделать, если включить в алгоритм аппроксимации АКФ 
qk моделью qk некоторую весовую функцию, зависящую от точности

(7.54)

СО

qx (у) = 2 1 Sx(co)coscoy dcо (7.55)
о
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оценок qk . Будем называть этот способ взвешенной аппроксимацией 
несмещенной оценки АКФ.

В алгоритме нелинейного градиентного метода наименьших 
квадратов [77, с. 540-548] оценки параметров p = ( f l ,f t , . . .)  модели 
qk (p) находятся путем минимизации целевой функции:

N - 1
Ж р ) = Е

* = 0

&■-<?*( р) 
а ЛЬ)

(7.56)

где <з\{к) -  оценка дисперсии выборочных значений АКФ qk .
Если случайный процесс x(i) является стационарным и нормаль­

ным (гауссовским), то, как показали Дженкинс и Ватте [26, с. 215— 
218], дисперсию непрерывной функции автоковариаций q(y) можно 
выразить следующим образом:

1
Т-1
\  ( Т ~  у - | г\)[(?(г) + q(r + у )q(r - у  )\dr, (7 .5 7 )

НТ-у)

где Т -  длина реализации процесса *(/), |у|< Т , а функция q , входя­
щая в подынтегральное выражение, есть истинная АКФ. Для дис­
кретного смещения у к (к =0,1,2,...) из формулы (7.57) получим соот­

ветствующие дискретные значе­
ния дисперсий о*(к) = о 2(ук).

Поскольку истинная АКФ 
q{y) неизвестна, то вместо нее в 
формулу (7.57) можно подста­
вить положительно определен­
ную модель <?(у,р0) с априор­
ными значениями параметров 
р0. Получив таким образом 
начальную оценку дисперсии 
a^(y,j>o), используем ее в целе-

Рис. 7.35. Функция дисперсии не- во^  Функции (7,56) и найдем 
смещенной оценки АКФ координат уточненные значения пара- 
полюса, полученная по формуле метров р{. С их помощью нахо- 
(7.57) (координата д: -  жирная кри- Дим уточненную модель <7(y,Pj), 
вая, у  -тонкая). которая даст новую оценку

-304-



<*?( У'Pi) и  т *Д‘ Э т о т  процесс аппроксимации АКФ можно закончить,
когда новое приближение параметров не будет существенно отли­
чаться от предыдущего, тогда можно принять р = рл+1 « рл. Применим 
этот способ для решения задачи прогноза ПВЗ методом СКК 
(постановку задачи, описание исходных данных и алгоритма см. в §4 
наст. гл.). На рис. 7.35 для примера показана полученная по формуле 
(7.57) функция дисперсии несмещенной оценки АКФ, соответствую­
щая начальному положению базового ряда наблюдений 1984-1989 гт. 
Эта функция вычислялась путем описанных выше итераций для всех 
смещений базового ряда.

На рис. 7.36 и 7.37 показаны полученные этим методом оценки 
периода и фактора добротности чандлеровского колебания полюса. 
Сравнивая их с аналогичными результатами, полученными с по­
мощью смещенной АКФ (см. рис. 7.32, 7.33), видим, что новые оценки 
этих параметров существенно ближе к общепринятым значениям. 
Таким образом, использование взвешенной аппроксимации несме­
щенной АКФ дает более достоверные оценки ПВЗ. Однако высоко­
частотные вариации периода Чандлера, ясно видные на рис. 7.36, 
малоправдоподобны, поэтому исследование проблемы оптимальной 
аппроксимации АКФ необходимо продолжить.

Рис. 7.36. Период движения по- Рис. 7.37. Фактор добротности 
люса Рс (координата х  -  жирная Qc движения полюса (координа- 
кривая, у  -  тонкая). та х -  жирная кривая, у  -  тонкая).

На рис. 7.38, 7.39 представлены оценки точности лучших прогно­
зов координат полюса методом СКК. Вариант (1) соответствует 
только что описанному способу взвешенной аппроксимации несме­
щенной оценки АКФ, вариант (2) -  невзвешенной аппроксимации 
половины несмещенной оценки АКФ (см. вариант (3) на рис. 7.30, 
7.31) и вариант (3) -  невзвешенной аппроксимации смещенной оценки 
АКФ (см. рис. 7.28,7.29).
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Рис. 7.38. CKO лучших прогно- Рис. 7.39. СКО лучших прогно­
зов .v-координаты полюса. зов ^-координаты полюса.

С точки зрения задачи прогноза координат полюса все три вари­
анта приемлемы, так как дают приблизительно одинаковую точ­
ность. Но поскольку вариант (3), соответствующий смещенной оценке 
АКФ, является наиболее простым в вычислительном отношении, то 
его и можно рекомендовать к использованию в этой задаче. Однако с 
точки зрения оценивания параметров чандлеровского и годового 
движения полюса с помощью модели АКФ этот вариант следует при­
знать наихудшим, так как он дает наиболее смещенные оценки этих 
параметров. В этой задаче наилучшим оказывается вариант (1), ис­
пользующий взвешенную аппроксимацию несмещенной оценки АКФ.

§6 . Усреднение каталогов

Рассмотрим кратко задачу создания сводных каталогов методом об­
общенного среднего. Пусть мы имеем п независимых каталогов коор­
динат и собственных движений звезд С,,С 2 ,...,С Л. Будем считать, что 
все эти каталоги базируются на одной и той же системе астрономиче­
ских постоянных, имеют общие эпоху и равноденствие и содержат 
одинаковое число общих звезд N. Будем также считать, что каждый 
из каталогов Ск представляет собой результат улучшения с помощью 
новых наблюдений некоторой общей опорной системы F0. Требуется 
путем обобщенного усреднения каталогов С,,С 2 ,...,С„ создать новую 
опорную систему F. Лепсо видеть, что эта задача подобна задаче со­
ставления фундаментальных каталогов серии FK3, FK4 и FK5 путем 
улучшения предыдущего каталога с помощью новых абсолютных и 
относительных наблюдений.
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Рассмотрим N-мерные векторы оценок х {1х 2,....х,, одной и той же 
координаты или собственного движения, приведенные в указанных 
каталогах. Представим эти оценки в виде

х к — х 0 + f  ̂  (А- = 1,2...... л),

где х 0 -  вектор координат из каталога F0, fк -  оценка поправки к 
нему. Вычислим теперь все возможные разности

Tks = (** - x , ) = f * - f! (k ,s=l ,2 , . . . , r i )

и их автоковариации

cov(rb  ,rb ) = cov(f* ,f*)-2cov(f к , f,)+  cov(f ̂ , f,) . (7.58)

Стоящие в левой части этих равенств автоковариации разностей 
гь  лепсо вычислить по формуле (5.140) в виде двумерных функций 
(см. §5 гл. 5). Для примера на рис. 7.40 и 7.41 показаны полученные
Э. В. Волковым несглаженные автоковариационные функции разно­
стей вида Aacos5F K 5 _ F K 4  и Д5РК5_РК4. Для получения изотропной 
компоненты этих функций, соответствующей формуле (5.141), их не­
обходимо усреднить по позиционному углу (азимуту ср).

Рис. 7.40. Двумерная ковариа­
ционная функция разностей 
Aacos5FK5_FK4.

Рис, 7.41. Двумерная ковариа­
ционная функция разностей
^FK5-FK4‘

Если бы каталоги Ск составлялись параметрическим способом 
наименьших квадратов, то для каждого из них мы имели бы возмож­
ность вычислить матрицу Du. =cov(fk , fk ) апостериорных автокова­
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риаций ошибок f* системы F0. Тогда, используя формулу (7.58), 
можно найти все взаимные ковариации:

Теперь, зная все матрицы ковариаций Db , по формуле обобщенного 
среднего (3.105) находим поправки к системе опорного каталога

f =
.*=U=I

(7.59)

где -  блоки обратной матрицы Е) = [ б ь ] = [В ъ ]
-I

° =  Е Е 6 * '

-1 Матрица

, входящая в формулу (7.59), определяет апостериор­

ные автоковариации усредненного вектора поправок f .
К сожалению, параметрический метод наименьших квадратов 

почти не используется в фундаментальной астрометрии, и поэтому 
матрицы D a . не вычисляются. Как правило, в современных каталогах 
принято публиковать только индивидуальные оценки а* ,, представ­
ляющие собой СКО координат и собственных движений звезд в слу­
чайном отношении. В этих условиях ничего не остается, как принять 
D kk » diag(a*,) ( /  = 1,2 , . . N)  и считать, что ошибки координат и соб­
ственных движений всех звезд внутри каждого каталога являются 
некоррелированными.

§7. Усреднение отсчетов

Одной из важнейших практических задач астрометрии является зада­
ча усреднения отсчетов измерительной системы. Она особенно акту­
альна для наземной астрометрии, когда наблюдения космических 
объектов ведутся сквозь турбулентную атмосферу. При этом проис­
ходит как бы трехмерное искажение фазового фронта сигнала -  его 
деформация и задержка. Первый эффект вызывает неустойчивую 
двумерную рефракцию, создающую аномальные смещения, дрожания 
и мерцания изображений, которые влияют на точность оптических 
позиционных наблюдений, а второй -  задержку сигнала на длину 
эйконала, особенно значительную в радиодиапозоне дайн волн и 
ограничивающую точность РСДБ-наблюдений.
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Внутрисуточные флуктуации эйконала тропосферы уже рассмот­
рены нами в §1 настоящей главы, поэтому сейчас сосредоточимся на 
анализе атмосферных дрожаний избражений звезд в поле зрения оп­
тического инструмента. Для упрощения рассуждений будем считать, 
что мы имеем инструмент типа пассажного, который установлен в 
меридиане места, неподвижен относительно тела Земли и снабжен 
визирной решеткой с фотоэлектрическим приемником. Процесс на­
блюдения заключается в регистрации 44контактов” -  дискретной по­
следовательности моментов (/' = 1, 2 , . . . ,N)  прохождения звезды че­
рез щели визирной решетки, жестко связанной с телом инструмента. 
Задача состоит в том, чтобы оценить наиболее вероятный момент t 
прохождения звезды через визирную линию инструмента, которая 
соединяет вторую гауссовскую точку объектива с центром средней 
щели визирной решетки.

Традиционное решение этой задачи основано на том, что дрожа­
ния изображений предполагаются некоррелированными, поэтому 
зарегистрированные моменты /i просто усредняются:

Оценим ошибку величины Г, возникающую вследствие того, что 
неустойчивое изображение звезды создает случайные вариации 
усредняемых моментов г ,. Пусть угловое смещение звезды вследствие 
атмосферных дрожаний в момент контакта равно st . Будем считать 
эту величину положительной вдоль движения звезды и отрицательной 
в обратном направлении. Очевидно, что такое смещение вызовет 
ошибку контакта, равную 0 / где v = 15"cos5 /сек -  теоретиче­
ская скорость движения звезды. Отсюда следует, что если средний 
момент прохождения звезды вычислять по формуле (7.60), то вследст­
вие дрожаний он будет смещен на величину

Для некоррелированных дрожаний дисперсия оценки (7.60) будет 
равна

(7.60)

(7.61)

(7.62)

Теоретическую оценку дисперсии дрожаний можно представить в 
форме [20, 30]
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a ‘ = ol(secr)D-'/3I ( f minJ miX), (7.63)

где Gq -  дисперсия дрожании в зените (свободный параметр, завися­
щий от условий местного астроклимата), z -  зенитное расстояние 
звезды, D -  диаметр объектива (в см),

f mu
Д /min > Лпах ) =  \ щ т  (7 .64 )

Ут!п

-  безразмерная функция, выражающаяся через нормированную на 
среднюю дисперсию о] спектральную плотность дрожаний £ /(/), 
которая может быть аппроксимирована следующим выражением [67]:

т / ) ‘  = „ ° 7 7 ' 7 7 ' (765)<*5 0 + 2 / ) V /

Принимая f min = 1/7", где Т  -  полное время прохождения одной звез- 
ды, / тах = 1 0  Гц -  наибольшая из зарегистрированных частот спектра 
дрожаний, получаем [20, 67]

Д /т 1п ./« « )  = Д7’)=  J U ( f ) d f 4 — ] (l.40-1.04arctgV 2/f). (7.66)
1/Г ч а 0

Формулы (7.60)-(7.62) справедливы только в предположении, что 
дрожания si не коррелированы. Однако, имея оценку спектральной 
плотности (7.65), можно вычислить соответствующую корреляцион­
ную функцию дрожании s{:

10 /10
Ф , Т )  = J U(f)cos(2nfy)df  /  { U {f )d f  =

1/Г /  1/Г

cos(2nfy)df / 7  df
"  ,t V7(l + 2/)/ JrV7(l + 2/)* (7-67)

а затем и функцию ковариаций qs(y>T) = ъ\с5(у,Т).
Корреляционные функции с5(у,Г), вычисленные по формуле 

(7.67), показаны на рис. 7.42. Они получены в 4 вариантах для разных 
значений Г. Исходя из того, что наблюдение экваториальной звезды
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на пассажном инструменте длится около 1 мин, продолжительность 
наблюдении звезды со склонением 5 рассчитывалась по формуле 
Т = 60sec5 сек. Таким образом, 1 «й вариант соответствует 5 = 0 °, 2-й -  
5 = 30°, 3-й -  6  = 60° и 4-й -  5 = 89°. На рис. 7.43 показаны передние 
отрезки тех же функций. Здесь хорошо видно, что на более длитель­
ных интервалах времени процесс дрожаний сильнее коррелирован, 
чем на коротких, что согласуется с общими физическими соображе­
ниями. С этим мы уже сталкивались при обсуждении тропосферных 
флуктуаций эйконала (см. §1 наст. гл.).

Рис, 7.42. Корреляционные функ- Рис. 7.43. Передние отрезки кор- 
ции дрожаний с5{у ,Т ) . реляционных функций дрожаний.

Рис. 7.43 показывает также, что при любом разумном времени 
наблюдений Т корреляции дрожании затухают при у >10 сек. Иначе 
говоря, если интервал между соседними моментами наблюдений ii 
больше 1 0  сек, то соответствующие смещения изображения звезды si 
будут некоррелированными и для оценки среднего момента прохож­
дения t можно пользоваться арифметическим средним (7.60), а для 
оценки его среднего смещения и дисперсии -  формулами (7.61)—(7.62). 
Если же наблюдения ведутся чаще, т.е. Г|Ч1 - <  1 0  сек, то необходимо 
прибегать к обобщенному усреднению отсчетов (см. §7 гл. 3). Для 
этого с помощью функции qs(y>T) построим теплицеву матрицу ко­
вариаций Q = [fy] размером N x N t где = &(у(7 ,Г), у0 = ^ - ( 1у а

затем вычислим обратную матрицу Q ' 1 = Q = [?«]. Тогда величину

N N N N

E Z  w
(=1 > 1
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можно назвать обобщенным средним смещением.
Однако индивидуальные смещения нам неизвестны и мы не 

можем вычислить оценку J . Вместо sf мы можем вычислить “разброс 
контактов”, т.е. разности 0  ̂ = где tf -  наблюденные моменты

контактов, а г* = /f + —( / - 1) -  их предвычисленные значения, завися-
v

щие от известного расстояния между щелями решетки А , которое 
будем считать одинаковым для всех / ( /=  1,2,...,Л/). Учитывая, что
st = — v0̂  = v(t* -  Q,  получаем по (7.68)

s = —V
N N

Z Z f y
«=1 7=1

-1
N N

z z «a

=  -  V
N N

Z Z f y
Ы y«I

-1
N N

Z Z f y ^ - O
i-[ y=J

=  - V 0  =

= -У(/-Г). (7.69)

Здесь
’ N N

-1
~ N N ’ N N

-1
~ »  f  А Vг  = ZZfl/ z z v r = Z Z % K * V d

Ы у*1 /=| У=1 /=1 y=i i=l у=1 V V У

* A A---- + —
v v

N N

Z Z f y
/=1 y*I

-I yv AT
Z Z V
_i=l y=l

. A A T= / ----- +
V V

(7.70)

D - # . N +1Введем вместо i новьш индекс к -  i -— , означающий расстояние

щели от середины решетки. Тогда формулу (7.70) можно записать в 
виде

-* * A N - 1  А —
I = Г, + ----------+ — к .

1 v 2  v
Заметим, что

1 * * А * „ A N - 1

i=l м и v 2 '

(7.71)

(7.72)

поэтому формула (7.71) принимает вид t* = 1* + — к . Используя это
v

выражение, находим из (7.69): Г = ?’ + 0 + —к .  Но, согласно (7.61),
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I = t + ( 0 - 0 ) + —A'.

V

Введем понятие “редуцированных” на середину решетки моментов 
контактов

v 2
(7.74)

Тогда / ' = I - — к и формула (7.73) приметвид

Г' = Г+ ( 0  — 0 ). (7.75)

Таким образом, для вычисления момента прохождения звезда 
через визирную линию инструмента при условии коррелированное™ 
дрожаний изображений звезд рекомендуется обобщенная средняя 
оценка

?' =
N N

Z Z %
Ы  j =I

N N

Z Z v /
_/=!y=l

(7.76)

где редуцированные моменты контактов // вычисляются по формуле 
(7.78). Согласно (7.75), эта величина будет смещена относительно 
обыкновенной средней оценки Г, определяемой формулой (7.60), на 
величину

F '- ?  = ( 0 - 0 )  = i ( i - J ) .  (7.77)
V

Дисперсия оценки (7.76) определяется формулой

<*? =
N N

Z Z * *
ы\ ;=I

(7.78)

Насколько оценка (7.76) эффективнее оценки (7.60), можно судить 
только по внешней сходимости средних моментов V и i .  Такую ин­
формацию можно получить из совместной обработки наблюдений 
нескольких звезд, например с целью определения поправки часов. 
Более эффективная оценка средних моментов даст меньший разброс 
невязок и более точную поправку часов.
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