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СРАВНЕНИЕ ОЦЕНОК МИНИМАКСНОГО ФИЛЬТРА

И ФИЛЬТРА КАЛМАНА

Е.О. Подивилова, В.И. Ширяев

В статье рассмотрено применение фильтра Калмана и минимаксного фильтра
для решения задачи оценивания вектора состояния динамических систем в условиях
неопределенности. Фильтр Калмана применяется, когда предполагается, что возму-
щения и помехи, действующие на систему, являются случайными величинами с из-
вестными функциями распределения, а минимаксный фильтр – когда статистическая
информация о возмущениях и помехах отсутствует, и известны только множества их
возможных значений. Проведен сравнительный анализ множественных и точечных
оценок, полученных в результате применения этих алгоритмов при моделировании
процесса с различными возмущениями и помехами. В статье также рассматривается
вопрос о возможности уточнения информационных множеств, построенных на основе
минимаксного фильтра, с помощью доверительных эллипсов, полученных в результате
применения фильтра Калмана. Приведен модельный пример, который демонстрирует
эффективность совместного использования фильтров.
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Введение

Важной задачей в теории управления является построение эффективных алгоритмов
оценивания состояния динамической системы [1 – 6]. Один из подходов к оцениванию век-
тора состояния в условиях неопределенности – вероятностный, согласно которому возмуще-
ния и помехи являются случайными величинами с известными функциями распределения
[1, 7, 8]. Но в реальных условиях, как правило, отсутствует статистическая информация о
возмущениях и помехах, а известны множества их возможных значений [2 – 6]. Сравним
эти подходы при различных реализациях процесса. Работа продолжает исследования [7, 8].
Пусть процессы в системе управления описываются линейными разностными уравнениями
вида:

xk+1 = Axk + Γwk, yk+1 = Gxk + Hvk, k = 0, 1, ..., N − 1, (1)

где xk ∈ R

n, wk, yk ∈ R

m, vk – векторы состояния системы, возмущения, измерения, ошибок
измерений на k-м шаге соответственно; A, Γ, G, H – известные матрицы.

1. Минимаксный фильтр

Известно, что x0, wk и vk на k-м шаге могут принимать любые значения из некоторых
заданных выпуклых множеств: x0 ∈ X0, wk ∈ W, vk ∈ V, k = 0, 1, ..., N−1. Гарантированное
оценивание состояния системы состоит в построении последовательности информационных
множеств Xk+1, k = 0, 1, ..., N − 1[2]:

Xk+1/k = AXk + ΓW, (2)

X[yk+1] = {x ∈ R

n|Gx + v = yk+1, v ∈ V }, (3)

Xk+1 = Xk+1/k ∩ X[yk+1], k = 0, 1, ..., N − 1. (4)
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При построении минимаксного фильтра в качестве оценки xk
∗ вектора состояния xk

системы (1) рассматривается чебышевский центр информационного множества Xk[2].

Пример 1. В системе (1) матрицы G и H – единичные, A =

(
0, 9976 0, 04639

−0, 09278 0.8584

)
,

Γ =

(
0, 1189 · 10

−3

4, 639 · 10
−3

)
, X0 = {x ∈ R

2| − 7, 5 · 10
−4 ≤ x(1) ≤ 7, 5 · 10

−4 − 0, 03 ≤ x(2) ≤ 0, 03}

W = {w ∈ R| − 1, 5 ≤ w ≤ 1, 5}, V = {x ∈ R

2| − 1, 45 · 10
−4 ≤ x(1) ≤ 1, 45 · 10

−4 − 0, 0228 ≤
x(2) ≤ 0, 0228}. Для моделирования процесса будем считать, что x0 = 0, а wk и vk периоди-
чески меняются по вершинам множеств W и V соответственно в различном порядке (реа-
лизация 1 и реализация 2). Поскольку vk и wk меняются периодически, то и при построении
информационных множеств можно наблюдать периодичность в форме и размерах инфор-
мационных множеств (рис. 1, 2), которые в зависимости от реализованных возмущений и
помех представляют собой выпуклые многоугольники (рис. 1), отрезки или точки(рис. 2). Во
втором случае даже при наличии возмущений и помех измерений на некоторых итерациях
можно точно оценить состояние системы.

Рис. 1. Эволюция информационных

множеств (реализация 1)

Рис. 2. Эволюция информационных

множеств (реализация 2)

2. Фильтр Калмана

В этом случае известно, что wk ∼ N(0, Q), vk ∼ N(0, R), x0 ∼ N(0, P0). Уравнение
фильтра Калмана имеет вид:

x̂k+1 = Ax̂k + Kk+1(yk+1 − Gx̂k) , (5)

Kk = (APk−1A
′
+ ΓQk−1Γ

′
)((APk−1A

′
+ ΓQk−1Γ

′
) + HRkH

′
)
−1

, (6)

Pk = (I − Kk)(APk−1A
′
+ ΓQk−1Γ

′
) , k = 1, 2, ..., N. (7)

Матрицы ковариаций зададим таким образом, чтобы случайные величины x0, w, v на
уровне 3σ попадали во множества X0, W, V , т.е. аппроксимируем множества X0, W, V опи-
санными эллипсами: P0 = 10

−4
diag(0, 0016; 1, 1044), Q = 0, 25, R = 10

−4
diag(0, 0005; 1, 1378).

При этом стоит отметить, что хотя и предполагается, что случайные величины имеют из-
вестные характеристики распределения, в данном примере рассматривается единственная
реализация процесса. Действительное значение вектора состояния системы на уровне 3σ

попадает во множество (xk − x̂k)
′
P

−1
k (xk − x̂k) = l

2. Вероятность нахождения вектора xk

внутри полученного эллипса при l = 3 равна 0, 989.
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3. Сравнение доверительных областей и информационных

множеств

В рассмотренных случаях истинные значения вектора состояния на некоторых итераци-
ях находятся за пределами доверительных эллипсов (рис. 3). Это можно объяснить тем, что
возмущения и помехи выбирались на границах своих доверительных областей, где значения
вероятностей этих величин мало. При использовании минимаксного фильтра гарантируется,
что значение вектора состояния находится внутри информационного множества. Отметим,
что даже если на каком-то шаге оценка вектора состояния совпадет с истинным значени-
ем (см. рис. 2, k = 2, 3, 4, 7), то фильтр Калмана в отличие от минимаксного фильтра не
сможет распознать эту ситуацию. При сравнении мгновенных оценок фильтров получает-
ся, что в реализации 1 мгновенная оценка фильтра Калмана в среднем ближе к истинному
значению: σk = 0, 00436, σMM = 0, 00514, а при реализации 2 – наоборот: σk = 0, 00531,
σMM = 0, 00491.

a) Реализация 1 б) Реализация 1

в) Реализация 2 г)Реализация 2

Рис. 3. Сравнение доверительных областей и информационных множеств

4. Совместное использование фильтров

Рассмотрим реализацию процесса, согласно которой в рассмотренной выше системе (1)
матрица A взята единичной, wk = 0, k = 0, 1, ..., N , а помехи измерения реализуются слу-
чайно из заданного множества V . На каждом шаге в качестве множественной оценки будем
брать пересечение информационного множества и прямоугольника, аппроксимирующего до-
верительный эллипс сверху. В данном случае совместное использование фильтров позволяет
существенно уменьшить размеры информационных множеств (рис. 4). Стоит отметить, что
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одновременное применение двух фильтров может привести к расхождению, например, в ре-
ализации 1 и 2, когда истинное значение вектора состояния не попадает в доверительный
эллипс. В некоторых случаях совместное использование фильтра Калмана и минимаксного
фильтра может быть весьма эффективным. Распознать такую ситуацию можно на этапе
проектирования системы.

a) б)

Рис. 4. Информационные множества
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Comparison of Minimax Filter and Kalman Filter Estimations

E.O. Podivilovai, South Ural State University (Chelyabinsk, Russian Federation),
V.I. Shiryaev, South Ural State University (Chelyabinsk, Russian Federation)

The article describes using Kalman filter and minimax filter for estimation of dynamic
system state vector under condition of uncertainty. Kalman filter is used when disturbances
and noises affecting the system are considered to be stochastic variables with a certain
distribution curves. Minimax filter is used when statistic information about disturbances
and noises is absent but sets of their possible values are available. The comparison of set and
point estimations received by using this filters for process with different disturbances and
noises is performed. The article also describes the idea of improvement of information sets
received by minimax filter by confidence ellipsoid received by Kalman filter. The example
of effective joint using of minimax filter and Kalman filter is given in the article.

Keywords: guaranteed estimation, Kalman filter, minimax filter.
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