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Алгоритмы адаптивной фильтрации:
особенности реализации в MATLAB

УДК 621.391.26 А. Б. Сергиенко

Обзор посвящен цифро%
вым адаптивным фильт%
рам, параметры которых
автоматически подстраи%
ваются под статистические
свойства обрабатываемого
сигнала. Это позволяет со%
здавать системы обработ%
ки сигналов, успешно фун%
кционирующие в присут%
ствии шумов и помех с
неизвестными заранее
свойствами.
Приведены теоретические
положения, лежащие в ос%
нове наиболее распрост%
раненных алгоритмов
адаптивной фильтрации —
наименьших квадратов,
рекурсивного наименьших
квадратов и Калмана.
Моделирование процесса
адаптивной обработки сиг%
нала можно реализовать с
использованием MATLAB: в
пакете расширения Filter
Design и в наборе блоков
DSP Blockset среды моде%
лирования Simulink имеют%
ся функции и блоки, реали%
зующие наиболее распро%
страненные алгоритмы
адаптивной фильтрации.
Примеры решаемых с по%
мощью адаптивных фильт%
ров задач: идентификация
систем, подавление шума,
компенсация искажений
сигнала, формирование
диаграмм направленности
антенных решеток.
Устройства, в которых ис%
пользуются адаптивные
фильтры: модемы, сотовые
телефоны, системы цифро%
вой и аналоговой связи, си%
стемы обработки речи.
Статья адресована специа%
листам в области телеком%
муникаций и радиотехни%
ки, а также всем, кто заин%
тересован в применении
адаптивных фильтров в
своих разработках.

1. Введение
При поиске оптимальных алгорит�

мов обработки сигнала неизбежно при�

ходится опираться на некоторые ста�

тистические модели сигналов и шу�

мов. Чаще всего при формировании этих

моделей используются концепции ли�

нейности, стационарности и нормаль�

ности (гауссовости). Однако перечис�

ленные принципы далеко не всегда вы�

полняются на практике, а от адекват�

ности выбранной модели в значитель�

ной мере зависит качество приема

сигнала. Возможным решением пробле�

мы является использование адаптив�

ных фильтров, которые позволяют сис�

теме подстраиваться под статисти�

ческие параметры входного сигнала,

не требуя при этом задания каких�либо

моделей.

Появившись в конце 1950�х годов,

адаптивные фильтры прошли большой

путь, превратившись из экзотической

технологии, применявшейся преимуще�

ственно в военных целях, в «ширпот�

реб», без которого сейчас была бы не�

мыслима работа модемов, сотовых те�

лефонов и многого другого. Существу�

ет большое количество адаптивных

алгоритмов, различающихся вычисли�

тельной сложностью, особенностями

поведения, используемыми исходными

данными и структурами самих адапти�

рующихся систем. В статье рассмотри�

ваются несколько основных алгорит�

мов, более подробные сведения можно

найти в [1, 2, 3, 4].

2. Базовая идея адаптивной
обработки сигнала

Общая структура адаптивного

фильтра показана на рис. 1. Входной

дискретный сигнал )(kx  обрабатыва�

ется дискретным фильтром, в резуль�

тате чего получается выходной сиг�

нал ).(ky  Этот выходной сигнал срав�

нивается с образцовым сигналом

),(kd  разность между ними образует

сигнал ошибки ).(ke  Задача адаптив�

ного фильтра — минимизировать ошиб�

ку воспроизведения образцового сиг�

нала. С этой целью блок адаптации пос�

ле обработки каждого отсчета анали�

зирует сигнал ошибки и дополнитель�

ные данные, поступающие из фильтра,

используя результаты этого анализа

для подстройки параметров (коэффи�

циентов) фильтра.

Возможен и иной вариант адаптации, при

котором образцовый сигнал не использует�

ся. Такой режим работы называется слепой

адаптацией (blind adaptation) или обучени�

ем без учителя (unsupervised learning). Разу�

меется, в этом случае требуется некоторая

информация о структуре полезного входно�

го сигнала (например, знание типа и парамет�

ров используемой модуляции). Очевидно, что

слепая адаптация является более сложной

вычислительной задачей, чем адаптация с

использованием образцового сигнала. В ста�

тье эти алгоритмы рассматриваться не бу�

дут. Некоторые сведения о них можно найти

в [4, 5].

Может показаться, что алгоритмы с ис�

пользованием образцового сигнала лишены

практического смысла, поскольку выходной

сигнал должен быть заранее известен. Одна�

ко есть целый ряд практических задач, при

решении которых образцовый сигнал оказы�

вается доступен. Подробнее об этом пойдет

речь в разделе 8. Следует отметить, что в

ряде случаев при этом полезным сигналом

является не выходной сигнал фильтра, а сиг�

нал ошибки, то есть разность между образ�

цовым сигналом и выходным сигналом адап�

тивного фильтра.

В качестве фильтра в структуре, показан�

ной на рис. 1, чаще всего используется нере�

курсивный цифровой фильтр. Одним из глав�

ных достоинств этого варианта является то,

что нерекурсивный фильтр является устой�

чивым при любых значениях коэффициентов.

Однако следует помнить, что алгоритм адап�

тации в любом случае вносит в систему об�

ратную связь, вследствие чего адаптивная

система в целом может стать неустойчивой.

Существуют адаптивные алгоритмы и для

рекурсивных фильтров, однако при их разра�

ботке возникают серьезные проблемы, преж�

де всего связанные с устойчивостью, поэто�

му такие фильтры не получили широкого рас�

пространения. Некоторые теоретические

сведения на эту тему содержатся в [2]. Еще

один класс адаптивных систем — нейронные

сети (neural networks), которые в определен�

 Рис. 1. Общая структура адаптивного фильтра.



Математика в приложениях

Среда разработки

№
1 

(1
) /

 2
00

3

19

ной степени моделируют работу нервной си�

стемы живых организмов.

Далее будут рассмотрены три адаптивных

алгоритма с использованием образцового

сигнала, часто применяемых на практике в

различных системах обработки информации.

Для упрощения математических выкладок

предположим, что сигналы и фильтры являют�

ся вещественными. Однако результирующие

формулы легко обобщаются на случай комп�

лексных сигналов и фильтров.

3. Оптимальный фильтр Винера
Прежде чем рассматривать собственно

алгоритмы адаптации, необходимо опреде�

лить те оптимальные параметры фильтра, к

которым эти алгоритмы должны стремиться.

Подход к задаче оптимальной фильтрации

может быть как статистическим, так и детер�

минированным. Сначала рассмотрим статис�

тический вариант.

Пусть входной дискретный случайный

сигнал )(kx  обрабатывается нерекурсивным

дискретным фильтром порядка ,N  коэффици�

енты которого могут быть представлены век�

тор�столбцом .]...,,[ T
1,0 Nwww=w  Выход�

ной сигнал фильтра равен

,)()( T wu kky = (3.1)

где T)](...,),1(),([)( Nkxkxkxk −−=u —

вектор�столбец содержимого линии задерж�

ки фильтра на k�м шаге.

Кроме того, имеется образцовый (также

случайный) сигнал ).(kd  Ошибка воспроиз�

ведения образцового сигнала равна

.)()()()()( T wu kkdkykdke −=−= (3.2)

Необходимо найти такие коэффициенты
фильтра ,w  которые обеспечивают макси�

мальную близость выходного сигнала фильт�

ра к образцовому, то есть минимизируют

ошибку ( ).e k  Поскольку ( )e k  также является

случайным процессом, в качестве меры ее ве�

личины разумно принять средний квадрат.

Таким образом, оптимизируемый функционал

выглядит так:

.min)()( 2 →= keJ w

Квадрат ошибки равен

( ) =−=
2T2 )()()( wu kkdke

.)()()()(2)( TTT2 wuuwwu kkkkdkd +−=

Статистически усредняя это выражение,

получаем следующее:

.)()()()(2

)()()(
TTT

22

wuuwwu

w

kkkkd

kdkeJ

+−

−==
(3.3)

Входящие в полученную формулу усред�

ненные величины имеют следующий смысл:

· 22 )( dkd σ= — средний квадрат об�

разцового сигнала;

· TT )()( pu =kkd — транспонирован�

ный вектор�столбец p  взаимных корреляций

между k�м отсчетом образцового сигнала и со�

здесь )()()( mkxkxmRx −= — корреляцион�

ная функция (КФ) случайного процесса

)}.({ kx
С учетом введенных обозначений (3.3)

принимает следующий вид:

.2)( TT2 Rwwwpw +−σ= dJ (3.4)

Данное выражение представляет собой

квадратичную форму относительно w  и по�

тому при невырожденной матрице R  имеет

единственный минимум, для нахождения кото�

рого необходимо приравнять нулю вектор

градиента:

.022)( =+−= Rwpwgrad J

Отсюда получаем искомое решение для оп�

тимальных коэффициентов фильтра:

.1pRw −= (3.5)

Такой фильтр называется фильтром Вине�

ра. Подстановка (3.5) в (3.4) дает минимально

достижимую дисперсию сигнала ошибки:

.)( 1T2
min

2 pRp −−σ= dke (3.6)

Несложно также показать, что

0)()( =kyke  и ,0)()( =kxke  то есть что

сигнал ошибки для фильтра Винера некорре�

лирован со входным и выходным сигналами

фильтра.

В качестве примера рассчитаем с помощью

MATLAB оптимальный фильтр для коррекции

искажений, вносимых в передаваемый сигнал

)(0 kx  каналом связи, имеющим четырехэле�

ментную импульсную характеристику следу�

ющего вида: ].3,6,4,2[ −−=h  Отсчеты пере�

даваемого сигнала будем считать дискрет�

ным белым шумом с нулевым средним значени�

ем и единичной дисперсией. В этом случае

корреляционная функция сигнала, прошедше�

го через канал связи, будет совпадать с кор�

реляционной функцией импульсной характе�

ристики канала: ].6,24,2,65[ −−=r  Корре�

ляционная матрица входного сигнала стро�

ится как матрица Теплица на основе данной

корреляционной функции:

держимым линии задержки фильтра. Если рас�

сматриваемые случайные процессы )(tx  и

)(kd  являются совместно стационарными,

вектор взаимных корреляций не зависит от

номера шага ;k
· Ruu =)()( T kk — корреляционная

матрица сигнала, имеющая размер

).1()1( +×+ NN  Для стационарного случай�

ного процесса корреляционная матрица име�

ет вид матрицы Теплица, то есть на ее диаго�

налях стоят одинаковые величины:

,

)0()2()1()(

)2()0()1()2(
)1()1()0()1(
)()2()1()0(
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Восстановление переданного сигнала не�

избежно требует внесения некоторой вре�

менной задержки, поэтому образцовый сиг�

нал представляет собой задержанную копию

переданного: ).()( 0 kkxkd ∆−=  В линии за�

держки фильтра на k�м шаге находятся отсче�

ты искаженного сигнала с номерами ,k  ,1−k
,2−k  ..., ,Nk −  где N — порядок фильтра.

Каждый из этих отсчетов представляет собой

линейную комбинацию отсчетов переданно�

го сигнала:

∑
∞

−∞=

−=
n

nkhnxkx ).()()( 0 (3.7)

Поскольку исходный сигнал считается

белым шумом, то при вычислении m�го элемен�

та вектора p  результат усреднения будет

отличен от нуля только для одного слагае�

мого (3.7):

).(

)()()(

)()(

00

mkh

kkxnmkhnx

kdmkxp

n

m

−∆=

=∆−−−=

=−=

∑
∞

−∞=

Таким образом, вектор p  содержит пере�

вернутую импульсную характеристику кана�

ла, при необходимости обрезанную или допол�

ненную нулями с одной или двух сторон.

Ниже приводится код MATLAB�программы,

реализующей расчет оптимального фильтра:

h = [�2 �4 6 3]; % импульснаЯ характеристика канала свЯзи

N = 32;     % порЯдок рассчитываемого фильтра

r = xcorr(h, N);

r = r(N+1:end); % одностороннЯЯ КФ импульсной характеристики канала

R = toeplitz(r); % коррелЯционнаЯ матрица искаженного сигнала

p = zeros(N+1, 1);

k0 = round((N�length(h))/2);

p(k0:k0+length(h)�1) = fliplr(h); % вектор взаимных коррелЯций

w = R\p;    % коэффициенты оптимального фильтра

subplot(1,2,1)

impz(w)     % график импульсной характеристики рассчитанного фильтра

subplot(1,2,2)

impz(conv(h, w)) % график импульсной характеристики скорректированного

канала

Код составлен так, чтобы можно было варьи�

ровать вид импульсной характеристики ка�

нала и порядок рассчитываемого фильтра.

На рис. 2 приведены графики импульсной

характеристики корректирующего фильтра и

сквозной импульсной характеристики скор�

ректированного канала связи. Видно, что

сквозная характеристика близка к единич�

ному импульсу; это говорит о хорошем каче�

стве коррекции. Столь качественная коррек�

ция оказалась возможна потому, что частот�

ная характеристика канала не имеет глубо�

ких провалов.

4. Алгоритм LMS
Один из наиболее распространенных

адаптивных алгоритмов основан на поиске

минимума целевой функции (3.3) методом наи�

скорейшего спуска. При использовании дан�

ного способа оптимизации вектор коэффици�

ентов фильтра )(kw  должен рекурсивно об�

новляться следующим образом:

),()(

))((
2

)()1(

kk

kJkk

Rwpw

wgradww

µ−µ+=

=µ−=+
(4.1)

где µ  — положительный коэффициент, назы�

ваемый размером шага. Подробный анализ схо�

димости данного процесса приведен, напри�

мер, в [4]. Показано, что алгоритм сходится,

если ,/20 maxλ<µ<  где maxλ  — максималь�

ное собственное число корреляционной мат�

рицы .R  Скорость сходимости при этом за�

висит от разброса собственных чисел корре�

ляционной матрицы R  — чем меньше

отношение ,/ minmax λλ  тем быстрее сходит�

ся итерационный процесс.

Однако для расчета градиента необходи�

мо знать значения матрицы R  и вектора .p
На практике могут быть доступны лишь оцен�

ки этих значений, получаемые по входным

данным. Простейшими такими оценками явля�

ются мгновенные значения корреляционной

матрицы и вектора взаимных корреляций, по�

лучаемые без какого�либо усреднения:

Tˆ ( ) ( ) ( ),
ˆ ( ) ( ) ( ).
k k k
k d k k

=
=

R u u
p u

При использовании данных оценок форму�

ла (4.1) принимает следующий вид:

)).()()()(()(

)()()(

)()()()1(

T

T

kkkdkk
kkk

kkdkk

wuuw
wuu

uww

−µ+=

=µ−

−µ+=+
(4.2)

 Рис. 2. Импульсные ха�

рактеристики коррек�

тирующего фильтра

(слева) и скорректиро�

ванного канала связи

(справа). .
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Выражение, стоящее в скобках, согласно

(3.2), представляет собой разность между

образцовым сигналом и выходным сигналом

фильтра на k�м шаге, то есть ошибку фильтра�

ции ).(ke  С учетом этого выражение для ре�

курсивного обновления коэффициентов

фильтра оказывается очень простым:

).()()()1( kkekk uww µ+=+ (4.3)

Алгоритм адаптивной фильтрации, осно�

ванный на формуле (4.3), получил название

LMS (Least Mean Square, метод наименьших

квадратов). Можно получить ту же формулу и

несколько иным образом: использовав вмес�

то градиента статистически усредненного

квадрата ошибки )(2 ke  градиент его мгно�

венного значения ).(2 ke
Анализ сходимости алгоритма LMS пока�

зывает [4], что верхняя граница для размера

шага µ  в данном случае является меньшей,

чем при использовании истинных значений

градиента. Эта граница примерно равна

,
)1(
2

)(trace
22

2max
x

k
k N σ+

==
λ

≈µ
∑ R (4.4)

где kλ — собственные числа корреляцион�

ной матрицы ,R  а 
2
xσ — средний квадрат

входного сигнала фильтра.

Основным достоинством алгоритма LMS

является предельная вычислительная про�

стота — для подстройки коэффициентов

фильтра на каждом шаге нужно выполнить

1+N  пар операций «умножение–сложение».

Платой за простоту является медленная схо�

димость и повышенная (по сравнению с мини�

мально достижимым значением (3.6)) диспер�

сия ошибки в установившемся режиме — ко�

эффициенты фильтра всегда флуктуируют

вокруг оптимальных значений (3.5), что и

увеличивает уровень выходного шума.

Существует большое число модификаций

алгоритма LMS [3], направленных на ускоре�

ние сходимости либо на уменьшение числа

арифметических операций. Ускорение сходи�

мости может быть достигнуто за счет улуч�

шения используемой оценки градиента, а

также за счет преобразования входного сиг�

нала с целью сделать его отсчеты некорре�

лированными. Уменьшение вычислительной

сложности может быть достигнуто, в частно�

сти, за счет использования в (4.3) не самих

сигнала ошибки и содержимого линии задер�

жки фильтра, а лишь их знаков. Это позволя�

ет полностью избавиться от операций умно�

жения при обновлении коэффициентов филь�

тра. В целом следует отметить, что требова�

ния ускорения сходимости и сокращения

вычислительных затрат являются противо�

речивыми.

5. Детерминированная задача
оптимизации

Рассматривая статистическую задачу

оптимизации, мы считали входной сигнал

случайным процессом и минимизировали

средний квадрат ошибки воспроизведения

образцового сигнала. Однако возможен и

иной подход, не использующий статистичес�

кие методы.

Пусть, как и раньше, обработке подверга�

ется последовательность, состоящая из K
отсчетов ),(kx  коэффициенты нерекурсив�

ного фильтра образуют вектор�столбец ,w  а

отсчеты образцового сигнала равны ).(kd
Выходной сигнал фильтра определяется фор�

мулой (3.1), а ошибка воспроизведения образ�

цового сигнала — формулой (3.2). Теперь оп�

тимизационная задача формулируется так:

нужно отыскать такие коэффициенты фильт�

ра ,w  чтобы норма ошибки воспроизведения

образцового сигнала была минимальной:

∑
−

=

→=
1

0

2 .min|)(|)(
K

k

kewJ (5.1)

Для решения задачи в выражениях (3.1) и

(3.2) необходимо перейти к матричной запи�

си вдоль координаты ,k  получив формулы для

векторов�столбцов выходного сигнала y  и

для ошибки воспроизведения входного

сигнала :e

.
,
T

T

wUde
wUy

−=

=
(5.2)

Здесь d  — вектор�столбец отсчетов образ�

цового сигнала, а U  — матрица, столбцы

которой представляют собой содержимое ли�

нии задержки фильтра на разных тактах:

)].1(...,),1(),0([ −= KuuuU

Выражение (5.1) для нормы ошибки можно

переписать в матричном виде следующим об�

разом:

.min)( T →= eewJ (5.3)

Подставив (5.2) в (5.3), имеем

.
)()()(

TTTTTT

TTT

wUUwwUdUdwdd
wUdwUdw

+−−=

=−−=J

Для нахождения минимума необходимо вы�

числить градиент данного функционала и

приравнять его нулю:

.022)( T =+−= wUUUdwgradJ

Отсюда легко получается искомое опти�

мальное решение:

.)( 1T UdUUw −= (5.4)

В формуле (5.4) прослеживается близкое

родство с формулой (3.5), описывающей опти�

мальный в статистическом смысле фильтр

Винера. Действительно, если учесть, что

K/)( 1T −UU  дает оценку корреляционной

матрицы сигнала, полученную по одной реа�

лизации сигнала путем временного усредне�

ния, а K/Ud  является аналогичной оценкой

взаимных корреляций между образцовым сиг�

налом и содержимым линии задержки фильтра,

то формулы (3.5) и (5.4) совпадут.
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6. Алгоритм RLS
В принципе, в процессе приема сигнала

можно на каждом очередном шаге пересчиты�

вать коэффициенты фильтра непосредствен�

но по формуле (5.4), однако это связано с нео�

правданно большими вычислительными зат�

ратами. Действительно, размер матрицы U
постоянно увеличивается и, кроме того, не�

обходимо каждый раз заново вычислять об�

ратную матрицу .)( 1T −UU
Сократить вычислительные затраты мож�

но, если заметить, что на каждом шаге к мат�

рице U  добавляется лишь один новый стол�

бец, а к вектору d — один новый элемент. Это

дает возможность организовать вычисления

рекурсивно. Соответствующий алгоритм на�

зывается рекурсивным методом наименьших

квадратов (Recursive Least Square, RLS).

Подробный вывод формул, описывающих

алгоритм RLS, можно найти, например, в [2, 4],

здесь же приведем лишь базовые идеи. При

использовании алгоритма RLS производится

рекурсивное обновление оценки обратной

корреляционной матрицы ,)( 1T −= UUP  а вы�

вод формул основывается на следующем мат�

ричном тождестве:

,)(

)(
111111

1

−−−−−−

−

+−=

=+

DABDACBAA
BCDA

(6.1)

где A  и C — квадратные невырожденные

матрицы (необязательно одинаковых разме�

ров), а B  и D — матрицы совместимых раз�

меров.

Применение формулы (6.1) для рекурсив�

ного обновления обратной корреляционной

матрицы P  в сочетании с исходной формулой

(5.4) для коэффициентов оптимального филь�

тра дает следующую последовательность ша�

гов адаптивного алгоритма RLS.

1. При поступлении новых входных дан�

ных )(ku  производится фильтрация сигнала

с использованием текущих коэффициентов

фильтра )1( −kw  и вычисление величины

ошибки воспроизведения образцового сиг�

нала:

).()()(
),1()()( T

kykdke
kkky

−=
−= wu

2. Рассчитывается вектор�столбец ко�

эффициентов усиления (следует отметить,

что знаменатель дроби в следующих двух фор�

мулах является скаляром, а не матрицей):

.
)()1()(1

)()1()( T kkk
kkk
uPu

uPK
−+

−= (6.2)

3. Производится обновление оценки об�

ратной корреляционной матрицы сигнала:

T( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1).k k k k k= − − −P P K u P (6.3)

4. Наконец, производится обновление

коэффициентов фильтра:

).()()1()( kekkk Kww +−=

Начальное значение вектора w  обычно

принимается нулевым, а в качестве исходной

оценки матрицы P  используется диагональ�

ная матрица вида ,/ 2
xC σI  где 1>>C  (в [2]

рекомендуется 100≥C ).

В формулах (5.1) и (5.3) значениям ошибки

на всех временных тактах придается одина�

ковый вес. В результате, если статистичес�

кие свойства входного сигнала со временем

изменяются, это приводит к ухудшению каче�

ства фильтрации. Чтобы дать фильтру возмож�

ность отслеживать нестационарный входной

сигнал, можно применить в (5.1) экспоненци�

альное забывание, при котором вес прошлых

значений сигнала ошибки экспоненциально

уменьшается:
1

1 2

0
( ) | ( ) | , 0 1.

K
K k

k
J e k

−
− −

=

= λ < λ ≤∑w

При использовании экспоненциального

забывания формулы (6.2) и (6.3) принимают

следующий вид:

,
)()1()(

)()1()( T kkk
kkk
uPu

uPK
−+λ

−=

( ).)1()()()1(1)( T −−−
λ

= kkkkk PuKPP

Главным достоинством алгоритма RLS яв�

ляется быстрая сходимость. Однако достига�

ется это за счет значительно более высокой

(по сравнению с алгоритмом LMS) вычисли�

тельной сложности. Согласно [2] при опти�

мальной организации вычислений для обнов�

ления коэффициентов фильтра на каждом так�

те требуется 
2(2.5 4 )N N+  пар операций

«умножение–сложение».

7. Алгоритм Калмана
Прежде чем рассматривать применение

алгоритма Калмана для решения задачи адап�

тивной фильтрации, напомним формулировку

задачи фильтрации случайного процесса с

известными динамическими свойствами, для

решения которой фильтр Калмана изначаль�

но предназначен. Цель фильтра Калмана —

минимизировать дисперсию оценки вектор�

ного случайного процесса ),(kx  изменяюще�

гося во времени следующим образом:

),()()()1( kkkk vxΦx +=+

где )(kΦ — матрица перехода, )(kv  — слу�

чайный вектор (шум процесса), имеющий нор�

мальное распределение с корреляционной

матрицей ).(p kQ
Для наблюдения доступен линейно преоб�

разованный процесс ),(ky  к которому добав�

ляется шум наблюдения:

),()()()( kkkk wxHy +=

где )(kH — матрица наблюдения, )(kw  —

шум наблюдения, представляющий собой слу�

чайный вектор, имеющий нормальное распре�

деление с корреляционной матрицей ).(M kQ
Поиск алгоритма для рекурсивного об�

новления оценки процесса ˆ( )kx  дает следу�

ющую последовательность формул:

· ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( 1)k k k k= −y C Φ x — прогнозируе�

мое значение наблюдаемого сигнала;
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· ˆ( ) ( ) ( )e k k k= −y y — невязка между про�

гнозируемым и реально наблюдаемым значе�

ниями;

· ×−= )()1()( T kkk CPK
( ) 1M

T )()()1()(
−

+−× kkkk QCPC — калма�

новский коэффициент усиления;

· ˆ ˆ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )k k k k k= − +x Φ x K e — обнов�

ление оценки процесса );(kx
· −−= )1()[()( kkk PΦP

)()()]1()()( M
T kkkkk QΦPCK +−− — об�

новление оценки корреляционной матрицы

ошибок фильтрации.

При использовании фильтра Калмана для

решения задачи адаптивной фильтрации от�

слеживаемым процессом является вектор

коэффициентов оптимального фильтра .w
Предполагается, что детерминированных из�

менений коэффициентов не происходит, по�

этому матрица перехода Φ  является еди�

ничной: .)( IΦ =k  В качестве матрицы наблю�

дения выступает вектор содержимого линии

задержки фильтра ).(ku  Таким образом, вы�

ходной сигнал фильтра представляет собой

прогнозируемое значение наблюдаемого

сигнала, а в качестве самого наблюдаемого

сигнала выступает образцовый сигнал адап�

тивного фильтра ).(kd  Шум наблюдения в

данном случае является ошибкой воспроиз�

ведения образцового сигнала, а матрица

MQ  превращается в скалярный параметр —

средний квадрат сигнала ошибки. Как отме�

чается в [4], величина этого параметра сла�

бо влияет на поведение алгоритма. Рекомен�

дуемые значения — 
2(0.001...0.01) .dσ

Если фильтруется стационарный случай�

ный процесс, коэффициенты оптимального

фильтра являются постоянными и можно при�

нять .0p =Q  Чтобы дать фильтру возмож�

ность отслеживать медленные изменения

статистики входного сигнала, в качестве

pQ  может использоваться диагональная

матрица.

В результате приведенные выше формулы

принимают следующий вид:

·
T ˆ( ) ( ) ( 1)y k k k= −u w — выходной сигнал

фильтра (прогнозируемое значение образцо�

вого сигнала);

· )()()( kykdke −= — ошибка фильтрации;

·

M
T )()1()(

)()1()(
QuPu

uPK
+−

−=
kkk
kkk — кал�

мановский коэффициент усиления;

· ˆ ˆ( ) ( 1) ( ) ( )k k k e k= − +w w K — обновление

оценки коэффициентов фильтра );(kw
·

T
p( ) ( 1) ( ) ( 1)k k k k= − − − +P P K u P Q —

обновление оценки корреляционной матрицы

ошибок оценивания.

Начальное значение вектора w
обычно принимается нулевым, а в

качестве исходной оценки матри�

цы P  используется диагональная

матрица вида .IC
Сравнивая формулы, описываю�

щие алгоритмы RLS и Калмана, лег�

ко заметить их сходство. Вычисли�

тельная сложность и качественные парамет�

ры двух алгоритмов также оказываются весь�

ма близкими. Разница заключается лишь в ис�

ходных посылках, использовавшихся при вы�

воде формул, и в трактовке параметров алго�

ритмов. В некоторых источниках (см., напри�

мер, [5]) алгоритмы RLS и Калмана

применительно к адаптивной фильтрации

отождествляются.

8. Применение адаптивных
фильтров

Адаптивные фильтры в настоящее время

нашли применение во многих радиотехничес�

ких и телекоммуникационных системах. В дан�

ном разделе кратко рассматриваются лишь

некоторые из возможных областей их исполь�

зования.

8.1. Идентификация систем

Все способы использования адаптивных

фильтров так или иначе сводятся к решению

задачи идентификации, то есть определения

характеристик некоторой системы. Возмож�

ны два варианта идентификации — прямая и

обратная. В первом случае адаптивный

фильтр включается параллельно с исследу�

емой системой (рис. 3, а). Входной сигнал яв�

ляется общим для исследуемой системы и

адаптивного фильтра, а выходной сигнал си�

стемы служит для адаптивного фильтра об�

разцовым сигналом. В процессе адаптации

временные и частотные характеристики

фильтра будут стремиться к соответствую�

щим характеристикам исследуемой системы.

При обратной идентификации адаптивный

фильтр включается последовательно с ис�

следуемой системой (рис. 3, б). Выходной сиг�

нал системы поступает на вход адаптивного

фильтра, а входной сигнал системы являет�

ся образцом для адаптивного фильтра. Таким

образом, фильтр стремится компенсировать

влияние системы и восстановить исходный

сигнал, устранив внесенные системой иска�

жения.

В MATLAB прямая идентификация нестаци�

онарной системы с помощью адаптивного

фильтра производится в демонстрационной

программе adaptkalmandemo из пакета

расширения Filter Design, а также в модели

kalmnsce из набора блоков DSP Blockset сре�

ды моделирования Simulink.

Теперь перейдем от обобщенных схем к

рассмотрению более конкретных вариантов.

8.2. Подавление шума

Пусть необходимо обеспечить пилота са�

молета или, скажем, водителя трактора сис�

темой речевой связи. При этом воспринимае�

 Рис. 3. Идентификация

систем с помощью адап�

тивного фильтра: а –

прямая, б – обратная.
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мый микрофоном речевой сигнал неизбежно

окажется сильно зашумленным звуками рабо�

тающего двигателя и т. п. Избавиться от этих

шумов нельзя, но можно получить образец

шумового сигнала, установив второй микро�

фон в непосредственной близости от двига�

теля (или иного источника шумов). Разумеет�

ся, этот шум нельзя просто вычесть из рече�

вого сигнала, поскольку по дороге до двух

микрофонов шум следует разными путями и,

следовательно, претерпевает разные иска�

жения (рис. 4). Однако шумовые случайные

процессы, воспринимаемые двумя микрофона�

ми, будут коррелированными, так как они

происходят из общего источника. В то же вре�

мя очевидно, что шумовой сигнал не коррели�

рован с полезным речевым сигналом.

С помощью адаптивного фильтра в данном

случае решается задача прямой идентифика�

ции (см. рис. 3, а) преобразований шума на

пути от шумового микрофона к сигнальному.

Входным сигналом адаптивного фильтра яв�

ляется шумовой сигнал от дополнительного

микрофона, а в качестве образцового сигна�

ла используется сигнально�шумовая смесь,

воспринимаемая основным микрофоном.

Адаптивный фильтр стремится преобра�

зовать входной сигнал так, чтобы сделать

его как можно ближе к образцовому. Посколь�

ку со входным сигналом фильтра коррелиро�

вана лишь шумовая составляющая образцово�

го сигнала, в установившемся режиме на вы�

ходе фильтра будет получаться оценка шума,

присутствующего в образцовом сигнале. Сиг�

нал ошибки, рассчитываемый как разность

между образцовым сигналом и выходным сиг�

налом адаптивного фильтра, будет в этом

случае представлять собой очищенный от

шума речевой сигнал.

Данному варианту использования адап�

тивных фильтров посвящены несколько де�

монстрационных программ, имеющихся в со�

ставе MATLAB. Это программа adaptrlsdemo
из пакета расширения Filter Design, а также

модели lmsdemo и rlsdemo из набора бло�

ков DSP Blockset среды моделирования

Simulink.

8.3. Выравнивание канала связи

При передаче по каналу связи инфор�

мационный сигнал неизбежно претерпевает

некоторые искажения. В системах цифровой

связи эти искажения могут привести к воз�

никновению ошибок при приеме цифровых

данных. Для снижения вероятности ошибок

необходимо компенсировать влияние кана�

ла связи, то есть решить задачу обратной

идентификации (см. рис. 3, б). В частотной

области компенсация вносимых каналом

искажений означает выравнивание (equali�

zation) его частотной характеристики, по�

После окончания настроечного сигнала

начинается собственно передача данных.

Приемник при этом переключается в другой

режим, называемый режимом оценивания

(decision�directed mode). В этом режиме для

получения образцового сигнала использу�

ется тот факт, что множество возможных зна�

чений сигнала в системе цифровой связи яв�

ляется конечным. После приема очередного

временного такта ищется ближайшее к приня�

тому сигналу допустимое значение. Оно ис�

пользуется в качестве образцового сигна�

ла, а разность между этим значением и при�

нятым сигналом дает сигнал ошибки, исполь�

зуемый для адаптации. На рис. 6 это иллюст�

рируется применительно к 16�позиционной

квадратурной манипуляции.

Если после настройки эквалайзера, про�

изведенной в режиме обучения, уровень шу�

мов на выходе фильтра такой, что ближайшая

допустимая точка в большинстве случаев

оказывается правильной (то есть если веро�

ятность ошибки мала), адаптивный алгоритм

сохраняет стабильность.

В некоторых, в частности, многопользо�

вательских системах связи передавать на�

строечный сигнал не представляется воз�

можным. В этом случае может использовать�

ся слепая (blind) адаптация, рассмотрение ко�

 Рис. 4. Подавление

шума с помощью адап�

тивного фильтра.

этому фильтры, выполняющие такое вы�

равнивание, получили название эквалай�

зеров (equalizer).

При использовании адаптивного фильтра

в качестве эквалайзера возникает пробле�

ма получения образцового сигнала. Эта про�

блема решается путем передачи специально�

го настроечного сигнала перед началом пе�

редачи данных. В качестве такого настроеч�

ного сигнала обычно используется псевдо�

случайная последовательность символов.

Алгоритм формирования этого сигнала изве�

стен приемной стороне, поэтому образцовый

сигнал может быть сгенерирован автономно

и использован для обучения адаптивного

фильтра. Этот режим работы называется ре�

жимом обучения (training mode) (рис. 5).

 Рис. 5. Выравнивание канала связи с помощью

адаптивного фильтра.

 Рис. 6. Формирование образцового сигнала и

сигнала ошибки в режиме оценивания.
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торой выходит за рамки данной статьи. Неко�

торые алгоритмы слепой адаптации приведе�

ны в [4, 5].

Адаптивному выравниванию канала связи

посвящена демонстрационная модель

lmsadeq из набора блоков DSP Blockset сре�

ды моделирования Simulink.

8.4. Эхоподавление

Данная технология, так же как и выравни�

вание канала связи, широко используется в

современных модемах. Скоростные модемы

для телефонных линий связи работают в дуп�

лексном режиме, то есть передают и прини�

мают данные одновременно, при этом для пе�

редачи и приема используется одна и та же

полоса частот. Однако сигнал собственного

передатчика в данном случае неизбежно про�

сачивается в приемник, мешая работе после�

днего. Просачивающийся сигнал может рас�

пространяться разными путями, приобретая

при этом неизвестные заранее искажения.

Подавить эхо�сигнал можно с помощью

адаптивного фильтра. При этом решается за�

дача прямой идентификации тракта распро�

странения эха (рис. 7). На вход адаптивного

фильтра поступает сигнал передатчика мо�

дема, а в качестве образцового сигнала ис�

пользуется принимаемый сигнал, содержащий

эхо. Адаптивный фильтр формирует оценку

эхо�сигнала, а сигнал ошибки представляет

собой принимаемый сигнал, очищенный от эха.

Для правильной работы системы эхопо�

давления необходимо, чтобы передаваемый и

принимаемый сигналы были некоррелированы.

Поэтому входные данные, поступающие в мо�

дем для передачи, прежде всего подвергают�

ся скремблированию (scrambling), то есть

преобразуются в псевдослучайный битовый

поток. При этом два взаимодействующих мо�

дема используют разные скремблеры, что и

обеспечивает некоррелированность.

Эхоподавление, осуществляемое соглас�

но схеме рис. 7, используется во всех совре�

менных модемах.

9. Функции адаптивной
фильтрации пакета Filter Design

В пакете расширения Filter Design, начиная

с версии 2.1, входящей в поставку MATLAB 6.1,

содержатся функции, реализующие следующие

алгоритмы адаптивной фильтрации:

· adaptlms — алгоритм LMS в классичес�

ком виде;

· adaptnlms — нормированный алгоритм

LMS (расчет шага m на каждом такте осуще�

ствляется автоматически по формуле (4.4),

исходя из энергии фрагмента сигнала, со�

держащегося в линии задержки фильтра);

· adaptsd — алгоритм LMS, для адаптации

используется только знак данных, содержа�

щихся в линии задержки фильтра (sign�data);

· adaptse — алгоритм LMS, для адаптации

используется только знак сигнала ошибки

(sign�error);

· adaptss — алгоритм LMS, для адаптации

используются только знаки сигнала ошибки

и данных, содержащихся в линии задержки

фильтра (sign�sign);

· adaptrls — алгоритм RLS, в том числе с

экспоненциальным забыванием данных;

· adaptkalman — алгоритм Калмана.

Все шесть функций имеют одинаковый син�

таксис вызова:

[y, e, s] = adaptlms(x, d, s);

[y, e, s] = adaptnlms(x, d, s);

[y, e, s] = adaptsd(x, d, s);

[y, e, s] = adaptse(x, d, s);

[y, e, s] = adaptss(x, d, s);

[y, e, s] = adaptrls(x, d, s);

[y, e, s] = adaptkalman(x, d, s);

 Рис. 7. Эхоподавле�

ние, осуществляемое с

помощью адаптивного

фильтра.

Здесь x — вектор отсчетов входного сигнала,

d — вектор отсчетов образцового сигнала, s —

структура с параметрами алгоритма и началь�

ным состоянием фильтра (см. далее). Три воз�

вращаемых результата имеют следующий

смысл: y — вектор отсчетов выходного сигна�

ла, e — вектор отсчетов сигнала ошибки, s —

результирующие значения параметров и ко�

нечное состояние фильтра.

Структура s хранит текущее состояние

фильтра и содержит параметры, набор кото�

рых зависит от конкретного алгоритма. На�

значение полей структуры и соответствие

входных параметров init�функций полям воз�

вращаемой структуры s приведено в табл. 1.

Доступ к начальному и конечному состояни�

ям фильтра позволяет организовать блочную

или даже поотсчетную обработку исходных

данных.

В качестве примера реализуем адаптив�

ную коррекцию искажений, вносимых в сигнал

тем же каналом связи, что использовался в

примере расчета фильтра Винера. При этом

сравним качество работы четырех версий

алгоритма LMS — классического варианта и

трех вариантов с использованием знаковых

преобразований. Чтобы более наглядно пока�

зать качество компенсации, в виде входно�

го сигнала используем четырехуровневый

цифровой сигнал, с равной вероятностью при�

нимающий значения –3, –1, 1 и 3. Код

MATLAB�программы приведен ниже.

h = [�2 �4 6 3]; % импульснаЯ характеристика канала свЯзи

% генерациЯ сигнала

NX = 4000;                  % число отсчетов

levels = [�3 �1 1 3];       % возможные уровни исходного сигнала

x = randsrc(NX, 1, levels);  % случайный сигнал

y = conv(x, h);             % искаженный сигнал

N = 32;                    % порЯдок адаптивного фильтра

mu = 1/var(levels, 1)/sum(h.^2)/(N+1); % размер шага длЯ LMS

s_lms    = initlms(zeros(N+1,1), mu);

s_lms_se = initse(zeros(N+1,1), mu/10);

s_lms_sd = initsd(zeros(N+1,1), mu);

s_lms_ss = initss(zeros(N+1,1), mu);

y = y(round(N/2)+1:end);     % задержка фильтрации

[x, y] = eqtflength(x, y);   % выравнивание длин векторов x и y
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пени сходимость замедляется при знаковом

преобразовании сигнала ошибки (sign�error),

в наибольшей — при одновременном знако�

вом преобразовании сигнала ошибки и содер�

жимого линии задержки фильтра (sign�sign).

Кроме того, предельное значение µ  для зна�

ковых вариантов сильно зависит от масштаба

уровней образцового и входного сигналов.

Так, в данном примере пришлось в 10 раз

уменьшить значение µ  для варианта со зна�

ковым преобразованием сигнала ошибки.

10. Блоки адаптивной
фильтрации из набора DSP
Blockset

В состав библиотеки Filtering/Adaptive
Filters набора блоков DSP Blockset среды мо�

делирования Simulink входят три блока адап�

тивных фильтров:

· nLMS — алгоритм LMS, в том числе

нормированный;

· RLS — алгоритм RLS, в том числе с эк�

споненциальным забыванием данных;

· Kalman — алгоритм Калмана.

Каждый из блоков по умолчанию имеет два

входа (In — входной сигнал, Err — сигнал

ошибки) и два выхода (Out — выходной сиг�

нал, Taps — вектор коэффициентов фильтра).

В отличие от функций пакета Filter Design вме�

сто образцового сигнала на вход блока по�

дается сигнал ошибки, который должен фор�

мироваться внешними цепями. Это позволяет

использовать блоки более гибко.

Параметры блоков в целом аналогичны

полям структуры s в функциях пакета Filter

Design, основные отличия заключаются в сле�

дующем:

· порядок фильтра задается явно — в

виде числовой константы;

· для LMS не поддерживается вариант с

утечкой, а также варианты со знаковым пре�

образованием содержимого линии задержки

фильтра (знаковое преобразование сигнала

ошибки легко произвести во внешней цепи);

· начальные значения обратной корре�

ляционной матрицы в алгоритме RLS и корре�

ляционной матрицы сигнала ошибки в алго�

ритме Калмана считаются диагональными и

задаются путем указания скалярного пара�

метра;

· в алгоритме Калмана корреляционная

матрица шума процесса считается диаго�

нальной и задается в виде скалярного пара�

метра — дисперсии.

Среди параметров всех блоков имеется

флажок Adapt input. При его установке в бло�

ке появляется третий вход Adapt. Этот вход

позволяет включать и выключать адаптацию

во время работы модели. При отключенной

адаптации блок работает как фильтр с посто�

янными параметрами.

В качестве примера на рис. 9 показана

модель, позволяющая сравнить качество вы�

равнивания канала связи адаптивными филь�

трами, использующими алгоритмы LMS, RLS

и Калмана. Исходный сигнал и канал связи —

те же, что и в примере использования функ�

% адаптивнаЯ фильтрациЯ

[x1_lms, e_lms, s_lms] = adaptlms(y(1:1000), x(1:1000), s_lms);

[x1_lms_se, e_lms_se, s_lms_se] = adaptse(y, x, s_lms_se);

[x1_lms_sd, e_lms_sd, s_lms_sd] = adaptsd(y, x, s_lms_sd);

[x1_lms_ss, e_lms_ss, s_lms_ss] = adaptss(y, x, s_lms_ss);

% вывод графиков

subplot(4,2,1), plot(e_lms), title(“LMS”)

subplot(4,2,2), plot(x1_lms,’.’)

subplot(4,2,3), plot(e_lms_se), title(“LMS — sign error”)

subplot(4,2,4), plot(x1_lms_se,’.’)

subplot(4,2,5), plot(e_lms_sd), title(“LMS — sign data”)

subplot(4,2,6), plot(x1_lms_sd,’.’)

subplot(4,2,7), plot(e_lms_ss), title(“LMS — sign sign”)

subplot(4,2,8), plot(x1_lms_ss,’.’)

Таблица1
Назначение полей структуры s

µ

Заполнение полей структуры s может быть произведено вручную или с помощью функций
init*, где * — имя адаптивного алгоритма:
s = initlms(w0, mu, zi, lf);

s = initnlms(w0, mu, zi, lf, offset);

s = initsd(w0, mu, zi, lf);

s = initse(w0, mu, zi, lf);

s = initss(w0, mu, zi, lf);

s = initrls(w0, p0, lambda, zi, alg);

s = initkalman(w0, k0, qm, qp, zi);

На рис. 8 показаны результаты работы про�

граммы. В левом столбце — зависимость сиг�

нала ошибки от номера шага, в правом — гра�

фик выходного сигнала фильтра. Видно, что

использование знаковых преобразований за�

медляет сходимость LMS�алгоритма (при�

шлось даже увеличить число отображаемых

итераций с 1000 до 4000). В наименьшей сте�
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ций пакета Filter Design.

Трехканальный осциллограф (рис. 10), де�

монстрирующий сигнал ошибки для трех алго�

ритмов адаптации, показывает, что LMS�ал�

горитм сходится медленнее и дает большие

остаточные шумы, в то время как алгоритмы

RLS и Калмана обеспечивают сходные показа�

тели качества.

11. Заключение
Функции пакета Filter Design и блоки набо�

ра DSP Blockset позволяют реализовать три

наиболее популярных алгоритма адаптивной

фильтрации и могут использоваться при рас�

чете и моделировании разнообразных систем

передачи информации. Их возможности доста�

точны для использования в ознакомительных

и учебных целях. Однако при попытке приме�

нить функции и блоки для профессионально�

го моделирования реальных телекоммуника�

ционных систем выявляется ряд недостатков

и ограничений, присущих их текущей реали�

зации:

· все функции адаптивной фильтрации

полностью написаны на языке MATLAB в виде

цикла по отсчетам сигналов, поэтому ско�

рость их работы невелика. Это особенно от�

носится к более сложным в вычислительном

отношении алгоритмам Калмана и RLS;

· как показывает синтаксис вызова фун�

кций, образцовый сигнал должен быть извес�

тен заранее, что делает невозможным приме�

нение данных функций в режиме оценивания

(см. раздел 8.3 и рис. 5, 6);

· функции и блоки на каждом временном

такте реализуют сдвиг данных в линии задер�

жки фильтра на один отсчет. Это затрудняет

применение функций в тех ситуациях, когда

данные обновляются иным образом (сюда от�

носятся, в частности, дробные (fractionally�

spaced) эквалайзеры [2, 5]);

 Рис. 8. Пример исполь�

зования функций адап�

тивной фильтрации из

пакета Filter Design.

 Рис. 9. Пример исполь�

зования блоков адап�

тивных фильтров из на�

бора DSP Blockset.
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· в пакете MATLAB и библиотеках

Simulink, ориентированных на обработку сиг�

налов, отсутствует классическая реализа�

ция алгоритма Калмана, предназначенная

для оценивания значений случайного про�

цесса.

Хочется надеяться, что в будущих верси�

ях компонентов MATLAB разработчики уст�

ранят перечисленные недостатки.
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 Рис. 10. Сиг�
нал ошибки для

трех алгорит�

мов адаптации.
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С 1 сентября 2002 года на образователь�

ном математическом сайте Exponenta.ru бес�

платно предоставляются домены третьего

уровня и хостинг авторам некоммерческих

сайтов естественнонаучной тематики и сай�

тов о научном программном обеспечении.

Цель проекта — собрать вокруг Exponenta.ru

действительно интересные для научной и

образовательной аудитории авторские сай�

ты, которые сейчас разбросаны по разным

уголкам российского Интернета.

Сейчас размещено уже 11 авторских сай�

тов, в частности:

http://iglin.exponenta.ru/ — сайт содержит

интерактивные учебные пособия по различ�

ным математическим и техническим курсам

(задачи линейного программирования, обра�

ботка массива данных, вариационное исчис�

ление, сопротивление материалов). Часть

этих пособий — исполняемые файлы, которые

можно переписать из архива и работать с

ними на локальном компьютере. Другая

часть — активные Web�страницы, загружае�

мые через Интернет. Они предназначены для

совместной работы с системой MATLAB, уста�

новленной на компьютере пользователя. Ма�

териалы сайта могут быть полезны препода�

вателям для использования в учебном про�

цессе, студентам для подготовки к экзаме�

нам и всем пользователям MATLAB. Автор сай�

та — С. П. Иглин.

http://ukrgap.exponenta.ru/ — сайт Украин�

ской группы пользователей GAP (Groups,

Algorithms and Programming). GAP — свобод�

но распространяемая система компьютерной

алгебры, первоначально созданная для ис�

следований по комбинаторной теории групп,

а к настоящему времени охватывающая и мно�

гие другие разделы алгебры. На страницах

ресурса, помимо дистрибутива, размещены

описание системы, обзор ее возможностей,

различные материалы по работе с GAP, ссыл�

ки на ресурсы по GAP, TeX, Linux, адреса сай�

тов математических журналов, институтов,

издательств. Работает рассылка новостей.

Автор сайта — А. Б. Коновалов, председатель

Украинской группы пользователей GAP.

http://zmn.exponenta.ru/ — сайт, посвя�

щенный системе TeX. На сайте для свободно�

го использования размещен собранный авто�

ром дистрибутив системы TeX под платформы

MSDOS, Win3.1, OS/2, Win9*, WinME, включаю�

щий русифицированные Plain�TeX, AMS�TeX,

LaTeX 2.09, LaTeX 2e. Весь комплект умещает�

ся на 8 дискетах и снабжен документацией и

дополнительными стилевыми пакетами. На

сайте приведено подробное описание про�

цесса установки и использования данной

версии TeX. Автор сайта — М. Н. Зарипов.
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